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Einleitung.

Gegenstand der vorliegenden Untersuchung ist eine orientierbare, geschlossene
oder berandete Fliche ¢ endlichen Zusammenhangs. Sei p = o das Geschlecht
und ¢ = o die Rinderzahl von ¢. Stetige Abbildungen von ¢ in sich, die sich
stetig ineinander iiberfilhren lassen, fasst man zu einer Abbildungsklasse zu-
sammen. Diejenige Abbildungsklasse von ¢ in sich, die die identische Abbildung
enthiilt, heisst Klasse der Identitdt. Wir betrachten nur solche Abbildungsklassen,
welche topologische, die Orientierung von ¢ erhaltende Abbildungen enthalten;
der Abbildungsgrad der Abbildungén hat also den Wert + 1. Diese Abbildungs-
klassen bilden eine Gruppe, wenn unter dem Produkt K L zweier Klassen K
und L diejenige (eindeutig bestimmte) Klasse verstanden wird, die das Produkt
kl einer Abbildung % aus K und einer Abbildung ! aus L enthiilt. (Das Produkt
k! wird hier so verstanden, dass erst / und dann £ ausgefiihrt wird.) Eine
Abbildungsklasse K von ¢ heisst von der endlichen Ordnung » > o, wenn K",
aber keine niedrigere Potenz von K, die Klasse der I_dentitéit ist. In dieser
Abhandlung werden die Eigenschaften von Abbildungsklassen endlicher Ordnung
systematisch untersucht. Als Hauptergebnis wird dabei der folgende Satz be-
wiesen:

Jede Abbildungsklasse der endlichen Ordnung n enthdlt eine periodische Ab-
bildung n*" Ordnung, d. h. eine solche topologische Abbildung von @ auf sich, deren
n'® Potenz die identische Abbildung ist.

In drei fritheren Abhandlungen in dieser Zeitschrift' habe ich die Grund-
lagen einer Theorie der Selbstabbildungen von Flichen entwickelt und auf die

! Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen. Acta mathematica I
Ba 50, 189—358, II 53, 1—76, III 58, 87—167. Diese Abhandlungen werden im folgenden mit
T, II und IIT zitiert.
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Bedeutung der hier behandelten Fragestellung fiir den ganzen Fragenkreis der
Flichentopologie hingewiesen. Insbesondere befasst sich die Abhandlung III
fast ausschliesslich mit ihr und bringt eine Reihe von Teillosungen, die jedoch
im folgenden nicht benstigt werden abgesehen von einigen Einzelheiten in
§ 27 und 28.

Die in der vorliegenden Abhandlung verwendeten Hilfsmittel werden am
Anfang kurz zusammengestellt.

Da die Fille niedrigsten Zusammenhanges von ¢, nimlich diejenigen, wo
2p + ¢ < 2 ist, eine Sonderstellung einnehmen, andererseits aber ohne Schwierig-
keiten zu erledigen sind, werden sie in dieser Einleitung besprochen, um spiiter
die Darstellung einheitlich halten zu kénnen.

Fiir p =0, g=o0 (Kugel) und p=o0, ¢ =1 (Kreisscheibe) ist der obige Satz
trivialerweise richtig. Denn jede topologische, die Orientierung erhaltende Ab-
bildung gehort selbst sehon zur Klasse der Identitdt. Man hat also nur n=1,
und die Ausgangsklasse enthilt selbst schon die identische Abbildung. Einen
wirklichen Inhalt erhiilt der Satz eben erst fiir » > 1.

Fir p=o0, ¢g=2 (Kreisring) gibt es eine und nur eine Abbildungsklasse
endlicher Ordnung #» > 1, und fiir diese ist »=2. Abbildungen der Klasse
erhilt man, indem man den Ring topologisch so auf sich abbildet, dass die beiden
Randkreise vertauscht und mit umgekehrtem Durchlaufungssinn abgebildet werden.
Sind 7 und R die Radien der beiden (konzentrisch gedachten) Randkreise, so ist

die Inversion an dem mit ihnen konzentrischen Kreis vom Radius Vﬁ, kom-
biniert mit der Spiegelung an einem Durchmesser, eine zur Klasse gehorige
Abbildung, deren zweite Potenz die Identitit ist. — Zum Vergleich mit dem
folgenden sei erwihnt, dass die Fundamentalgruppe des Kreisringes die freie
Gruppe mit einer Erzeugenden ist. Die FErsetzung dieser Erzeugenden durch
ihre Reziproke ist der einzige nicht identische Automorphismus der Fundamental-
gruppe; und dieser wird durch die obige, die Orientierung erhaltende Abbildung
induziert.

Fir p=1, g=o0 liegt der Fall des Torus vor. Seien a und b Erzeugende
seiner (abelschen) Fundamentalgruppe F. Bine topologische Selbstabbildung
induziert einen Automorphismus von F, bei dem @ und b in Elemente

a = a* b8

b =art?
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iibergehen, wobei @, 3, y und J ganze Zahlen mit «d — 8y =+ 1 sind, und zwar
muss aod — By =1 sein, da die Orientierung der Fliche erhalten bleiben soll.

Die Matrix (Z f);) hingt nur von der Klagsse der Abbildung ab, und umgekehrt

bestimmt jede Matrix dieser Art eine Abbildungsklasse. Die Matrizen bilden
eine Gruppe, die isomorphes Bild der Gruppe der betrachteten Abbildungsklassen
ist. Ist nun eine Abbildungsklasse von endlicher Ordnung #», so muss fir die

entsprechende Matrix
a B\ (10
(1) (7 6) o (o 1)

gelten, Erzeugt man den Torus durch Reduktion der euklidischen xy-Ebene

modulo 1, so ist die Transformation

r=ax+yy
Yy =px+dy

eine Abbildung der betreffenden Abbildungsklasse, und da nach (1) auch

(cz 7)"__ (I O)

g d O I

ist, ist die 7' Potenz der Abbildung die Identitit. Auch hier ist also die Aus-
sage des Satzes fast evident, da sich eine besonders einfache periodische, in der
Klasse enthaltene Abbildung unmittelbar angeben lisst.

Identifiziert man solche Punkte einer Fliche ¢, die sich bei einer periodischen
Abbildung und ibren Potenzen entsprechen, so erhilt man, wie Brouwer! gezeigt
hat, eine neue Fliche M, die »Modulfliche> der periodischen Abbildung heisst.
Die urspriingliche Fliche ¢ ist eine regulire n-blittrige Uberlagerungsfliche
von M2

' 1. E. J. Brouwker: Uber topologische Invelutionen. K. Akademie van Wetenschappen te
Amsterdam. Proc. Vol. XXI, 1143—1145 (1919).

® Im Fall des Torus erhilt man die endlich vielen Typen von Abbildungen endlicher Ordnung
am einfachsten mit Hilfe des charakteristischen Polynoms

a—Ai 8

A) =
P& y 88—

=)=+ Hit1=22—-si+1,

dessen Wurzeln 4, und A, wegen (1) nt¢ Einheitswurzeln sind (vgl. III, 8. 98). Da die Koeffizienten
von P(1) ganz rational sind, muss das Zahlenpaar },, 1, aus vollstindigen Systemen primitiver
Einheitswurzeln bestehen. Danach ergeben sich nur folgende Moglichkeiten:
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Der Gang des Beweises fiir den obigen Hauptsatz im allgemeinen Fall
2p+q > 2 kann zur Erleichterung der Ubersicht folgendermassen anschaulich
beschrieben werden.

Bei einer stetigen Abbildung der Fliche ¢ auf sich gehen homotope ge-
schlossene Kurven wieder in homotope geschlossene Kurven iiber. Einer Klasse
homotoper Kurven entspricht also wieder eine solche Klasse, und diese Zu-
orduung ist offenbar dieselbe fiir alle Abbildungen derselben Abbildungsklasse.
Ist auf ¢ in bekannter Weise eine Metrik konstanter negativer Kriimmung ein-
gefiithrt, wobei die eventuellen Randkurven als geoditische Linien gewiihlt seien,
so enthilt jede Klasse homotoper geschlossener Kurven genau eine geschlossene
geoddtische Linie. Die Vorgabe einer Abbildungsklasse impliziert also eine
symbolische Zuordnung der geschlossenen geodiitischen Linien, und diese Zu-
ordnung und die Abbildungsklasse sind gleichzeitig von endlicher, und zwar
derselben Ordnung.

Es liege nun eine Abbildungsklasse K der Ordnung 7 vor, und es werde an-
genommen, dass es doppelpunktfreie geschlossene geoditische Linien Gy, Gy, , .. G,
derart gibt, dass sie selbst und die ihnen bei den Potenzen der Zuordnung ent-
sprechenden K G,, K*Go, ... K" Gy, ¢=1, ..
Dieses System von geoditischen Linien sei so umfassend wie moglich gewihlt,

., 7, zu je zweien punktfremd sind.

L n=6, i, = e 3, P@A)=i'—i+1, s= L
1. n=4¢4, A,s ==i, Py=1+1, s= o,
2ni
111 n=3 2l = € 3, PA=2+i+1, s=—1
IV, n=2, A =RA=-—1I, Py=@G+17? §=—2
V. n=1, L =2=I, PRy=0—-17 §= 2.

11
Beispiel einer Matrix 6ter Ordnung (Typ I) ist (_I o); ihr Quadrat gehdrt zum Typ III

und ihre dritte Potenz zum Typ IV. Beispiel einer Matrix 4ter Ordnung (Typ II) ist (__(I) (I));
ihr Quadrat gehort zum Typ IV. Aus den Spuren s der Matrix und ihrer Potenzen liest man
(z. B. mittels der Alexanderschen Formel) die Anzahl der Verzweigungspunkte ab. In allen Fillen
mit Ausnahme des trivialen Typ V, wo sie ebenfalls der Torus ist, ist die Modulfiiiche die Kugel;
die Anzahl der Verzweigungspunkte ist bei den Typen I, II und IIT gleich 3 und beim Typ IV
gleich 4.

Dass dies die einzigen reguliren Riemannschen Flichen vom Geschlecht I iiber der Kugel
sind, ist natiirlich lingst bekannt. Man pflegt sich bei ihrer Aufstellung der Verzweigungsformel
von RIEMANN-HURWITZ zu bedienen. Vgl. z. B. APPEL et GOURSAT: Théorie des fonctions algé-
briques. Paris 1895. 8. 241, L. E. J. BROUWER: Enumération des surfaces de Riemann réguliéres

de genre un. C. R. Ac. Scie. Paris. 768, 677 (1919).



28 Jakob Nielsen.

d. h. es sei unmoglich, eine Linie derart hinzuzufiigen, dass die genannten Eigen-
schaften gewahrt bleiben. Die Gesamtheit dieser Linien reproduziert sich offen-
bar bei der Zuordnung K. Denkt man sich nun die Fliche ¢ lings aller dieser
Linien aufgeschnitten, so zerfillt sie in Teilflichen, derart dass den Randkurven
einer Teilfliiche bei K wieder die Randkurven einer Teilfliche entsprechen. Durch
K ist also in abstracto eine Permutation der Teilflichen gegeben. Ist ¢ eine
der Teilflichen, so bilden diejenigen Potenzen von K, bei denen sie sich selbst
entspricht, eine zyklische Untergruppe der Gruppe aller Potenzen von K. Es
bezeichne K’ eine Erzeugende dieser Untergruppe. Dann liegt zuniichst fiir ¢’
und K’ statt @ und K wieder die urspriingliche Aufgabe vor, wobei aber ¢
von einfacherer Struktur als ¢ ist, indem es im Innern von ¢’ keine einfach
geschlossene geoditische Linie gibt, die mit allen ihren zugeordneten paarweise
punktfremd ist.

Eine solche Teilfliche ¢’ wird nun weiter unterteilt durch Verwendung von
»Querschnitten», d. h. geoditischen Verbindungen kiirzester Liinge eines Punktes
einer ausgewihlten Randseite von ¢ mit einem anderen Punkte derselben Rand-
seite. Ein solcher Querschnitt § bestimmt zusammen mit einem der beiden
Teilbogen der Randseite, welche seine Endpunkte verbinden, eine Klasse homotoper
Kurven. Dieser und der Randseite entspricht bei K’ eine bestimmte Kurven-
klasse und eine bestimmte Randseite, und damit wieder ein bestimmter Quer-
schnitt, der mit K’ S bezeichnet werden kann. Es wird dann gezeigt, dass man
S so wihlen kann, dass die Querschnitte K> § paarweise punktfremd sind, so-
dass sie eine gut zu iiberblickende Unterteilung von ¢’ in kleinere Teilflichen
ergeben.

Die dabei entstehenden Teilfliichen zerfallen in zwei Typen: erstens einfach
zusammenhingende polygonale Bereiche, zweitens ringformige Bereiche, die von
einer Randkurve von ¢’ und einem einfach geschlossenen Polygon begrenzt
werden. Ein Bereich der ersten Art geht nun bei den Potenzen von K’ ent-
weder in einen anderen iiber oder er wird in sich »gedreht>, genauer die Zu-
ordnung seiner Seiten ist dieselbe wie bei einer Drehung des Bereichs in sich.
Ein Bereich der zweiten Art geht entweder in einen anderen iiber oder er wird
im gleichen symbolischen Sinne in sich gedreht, wobei jede der beiden Rand-
kurven mit sich zur Deckung kommt. In beiden Fillen ist es leicht, eine weitere
Unterteilong in endlich viele Teilbereiche derart vorzunehmen, dass jeder ein-
zelne Teilbereich nur noch bei der of" Potenz von K', d. h. bei der Identitiit
sich selbst entspricht.
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Mit Hilfe der Potenzen von K kann man nun diese Einteilung auf die
Bilder von ¢’ bei diesen Potenzen von K iibertragen. Erschopfen diese nicht
ganz @, so setzt man das Verfahren mit einer neuen Teilfliche ¢’ fort. Man
gewinnt so eine Zerschneidung der Fliche in Teilbereiche, die bei K und seinen
Potenzen derart permutiert werden, dass kein Teilbereich mehr sich selbst ent-
spricht. Nun ist es relativ leicht, eine topologische Abbildung von ¢ auf sich
zu konstruieren, bel der diese Permutation der Teilbereiche realisiert ist, und
zwar wird sie zuerst auf den bei der Zerschneidung benutzten Linien definiert
und dann in das Innere der Teilbereiche fortgesetzt.

Dieses Verfahren beruht auf der anfangs genannten Voraussetzung der
Existenz von einfach geschlossenen geoditischen Linien, die mit ihren zugeord-
neten paarweise punktfremd sind. Es wird gezeigt, dass diese Voraussetzung im
allgemeinen, d. h. abgesehen von einem sehr speziellen Fall, der nur bei ge-
schlossenen Flichen eintreten kann, erfilllt ist. In diesem Ausnahmefall muss
die Zerschneidung auf andere Weise unter Ausnutzung der dabei vorliegenden
besonderen Verhiltnisse vorgenommen werden.

Die ganze geschilderte Konstruktion wird im folgenden nicht wie hier ein-
leitend der Anschaulichkeit halber auf der Fliche, sondern auf deren universeller
Uberlagerungsfiiche durchgefiihrt. Wird diese isometrisch auf das Innere des
Binheitskreises abgebildet, so lisst sich die genannte Zuordnung der geodiitischen
‘Linien als topologische Abbildung der Peripherie des Einheitskreises oder einer
ihrer Teilmengen auf sich interpretieren. Diese Abbildung bildet den Ausgangs-
punkt der Konstruktion.

An dieser Stelle mdchte ich noch Herrn Dr. W. Fenchel, der mir bei dem
Zustandekommen und der Ausarbeitung dieser Abhandlung in vielfacher Weise
behilflich gewesen ist, meinen herzlichen Dank aussprechen.

1. Fundamentalgruppe und Uberlagerungsfliche.

Sei @ eine orientierbare, geschlossene oder berandete Fliche endlichen
Zusammenhangs, p = o das Geschlecht und ¢ = o die Réinderzahl von ¢. Nach
dem in der Einleitung ausgefithrten wird

(1,1) 2p+qg>2

vorausgesetzt. Fiir p=0 hat man also ¢ = 3 (Kugel mit mindestens 3 Lochern),
fir p=1 hat man ¢ =1 (Torus mit mindestens einem Loch), und fiir p= 2 hat
man ¢q = O.
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Die Fundamentalgruppe I' von ¢ ldsst sich bekanntlich durch p Paare von
Elementen ay, by, as, by, . . ., ap, b, und (falls ¢ > o ist) ¢ den Umliufen um die
einzelnen Randkurven  entsprechende Elemente ¢, ¢;, ..., ¢, in solcher Weise

erzeugen, dass als einzige definierende Relation
(1,2) ayby a7 b agby a U apbp el e ey g =1

auftritt. Fir ¢ > o ldsst sich eine Erzeugende mit Hilfe der Relation eliminieren,
und die tibrigen werden dadurch frei, F' ist also die freie Gruppe mit 2p+¢g—1
Erzeugenden. Fiir g=o0 ist I’ keine frei¢ Gruppe.

Fiir jede der Bedingung (1, 1) geniigende Fliche ¢ lisst sich die universelle
Uberlagerungsfliche bekanntlich in der Weise metrisch regulir in der hyper-
bolischen Ebene darstellen, dass die zu F isomorphe Gruppe der Decktransforma-
tionen in eine diskontinuierliche hyperbolische Bewegungsgruppe iibergeht. Die
hyperbolische Ebene werde konform auf das Innere D des Einheitskreises I der
Ebene einer komplexen Variablen x abgebildet. Thren Geraden entsprechen dabei
die zu E orthogonalen Kreisbégen, und die Elemente von F werden linear ge-
brochene, hyperbolische Substitutionen in x, die £ in sich und D in sich tber-
filhren und dabei zwei getrennte Punkte von FE festlassen. Diese heissen die
Grundpunkte und der sie in D verbindende, zu F orthogonale Kreishogen die
Achse des betreffenden Elements. Zwei verschiedene Achsen haben niemals einen
Grundpunkt gemeinsam. Unter der Verschiebungslange des Elements wird die
nichteuklidische Liinge verstanden, um die es die Punkte der Achse verschiebt.
Die zu ein und derselben Achse gehorigen Elemente von I bilden eine diskonti-
nuijerliche abelsche Untergruppe von F. Unter ihnen gibt es zwei (zueinander
reziproke) mit kleinster Verschiebungslinge; jedes dieser Elemente erzeugt die
Untergruppe und heisst ein zur Achse gehoriges primdres Ilement. — Zwei
Elemente mit verschiedenen Achsen sind nicht vertauschbar.

Die Menge der Grundpunkte der Elemente von F wird mit Gr bezeichnet;
sie ist eine abzdhlbare Punktmenge auf E. Thre abgeschlossene Hiille heisst
Menge der Grenzpunkte von I und wird mit Gy bezeichnet. Die Menge Fx
der Punkte, die aus einem beliebigen Punkt z durch die Elemente von F hervor-

gehen, hat genau Gy als Hiufungsmenge'. Fiir eine endlich zusammenhingende

! Siehe z. B. § 8 meiner Abhandlung: Uber Gruppen linearer Transformationen. [Mitteilungen
der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg 8, 82—104 {1g940].

In dieser Arbeit sind die grundlegenden Ligenschaften von Gruppen, die ganz aus hyper-
bolischen Substitutionen bestehen, hergeleitet,
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Fliche ¢, wie sie hier betrachtet wird, gilt ferner Folgendes: Ist ¢ geschlossen
(also ¢ =o0, p = 2), so ist G'r mit ganz E identisch. Ist @ berandet (also g > o),
so ist Gr eine perfekte, nirgends dichte Teilmenge von E. Die Menge E — Gr
besteht also aus abzdhlbar vielen Intervallen, die Regularititsintervalle von F
genannt werden. Jedes Regularitiitsintervall 7 wird von einem zusammengehorigen
Grundpunktepaar, also den Endpunkten einer Achse von F begrenzt (1 e, § 13).
Lisst man von D die von dieser Achse und 7 begrenzte nicht-euklidische Halb-
ebene fort und entsprechend fiir alle iibrigen Regularititsintervalle, so bleibt
eine nicht-euklidisch konvexe Restfigur Kr,

die als Konvexfigur von I bezeichnet wird.

Siehe Fig. 1, wo man sich unendlich viele

Regularititsintervalle vorzustellen hat. I

Falle ¢=o0 wird unter der Konvexfigur von

F ganz D verstanden. Jedes Element von

F fiihrt Gy, G, also Kr in sich iiber. Die

Konvexfigur ist in beiden Fillen das Ab-

bild der universellen Uberlagerungsfiiiche

von @. Mit anderen Worten: ¢ entsteht i

in abstracto aus Kp, wenn man beziiglich

I dquivalente Punkte von Ky identifiziert.

Statt ¢ kann daher auch Ky mod I’ Fig. 1.

geschrieben werden. Der Achse eines

Elements von ¥ entspricht hierbei auf ¢ eine geschlossene geodiitische Linie im
Sinne der von der hyperbolischen Ebene iibertragenen Metrik. Die Verschiebungs-
linge der beiden zur Achse gehorigen primiren Elemente ist gleich der Linge
der geodiitischen Linie. Umgekehrt entspricht einer geschlossenen geoditischen
Linie von g eine Klasse beziiglich F' iquivalenter Achsen. Fiir ¢ > o0 sind die
Achsen, deren Endpunkte Regularititsintervalle begrenzen, Randseiten von Kp
und heissen daher kurz Randachsen. Sie verteilen sich auf ¢ Aquivalenzklassen
beziiglich I, und jeder dieser Klassen entspricht eine der ¢ Randkurven von ¢.
Diese Randkurven sind somit geschlossene geodiitische Linien im Sinne der ¢
aufgeprigten nicht-euklidischen Metrik. Die Elemente ¢,, ¢, . . ., ¢ von (1, 2) sind

primire Hlemente auf gewissen ¢ der Randachsen von Kp.

Aus der endlichen Erzeugbarkeit von F' oder, was auf dasselbe hinausliuft,

! Siehe die Note S. 30.
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aus der Endlichkeit des Zusammenhangs von ¢ ldsst sich folgern, dass es einen
im nicht-euklidischen Sinne beschrinkten Teilbereich von Kp gibt, der zu jedem
Punkt von Kr einen beziiglich F #quivalenten enthiilt!. Insbesondere hat F in
Ky einen beschrinkten Fundamentalbereich. Bei geeigneter Normierung der
nicht-euklidischen Flichenmessung ist der Inhalt desselben 2(2p + ¢ — 2).

2. Selbstabbildungen der Fliche.

Eine topologische, die Orientierung erhaltende Abbildung der Fliche Kr
modulo F auf sich wird durch eine solche topologische, die Orienﬁierung er-
haltende Abbildung » von Ky auf sich gegeben, die beziiglich F' dquivalente
Punkte von Ky wieder in beziiglich F dquivalente Punkte iiberfiihrt. Ist
ein beliebiger Punkt von Kr und f ein beliebiges Element von F, so gibt es
also ein solches Element f; von F, dass

(2, 1) x (f@) = fi(x (@)

ist. Hierbei kann fr aus Stetigkéitsgrﬁnden nicht von x sondern nur von f und
% abhingen. Die Abbildung x» geniigt also in ganz Kr der Funktionalgleichung
(2, 1), die im folgenden kurz

(2,2) xf=frx

geschrieben wird. Die nur von x abhingige Zuordnung I von f7 zu f ist dabei,
wenn J die ganze Gruppe F durchliuft, ein Automorphismus von F.

Zwel Abbildungen » und x, von Kr auf sich, die idquivalente Punkte in
dquivalente Punkte iiberfilhren, ergeben dann und nur danu dieselbe Abbildung
von Kr modulo F, wenn sie sich nur um eine Decktransformation unterscheiden,
d. h. wenn

H=4gx%

ist, wo ¢ ein Element von F ist. Aus

(2,3) xfr = fr
folgt
(2,4) grfxlg i =gfi97' = fi,.

! Vgl. L oc. 8. 30, § 12.
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Zur Abbildung gx gehdrt also der Automorphismus I, der f das Element ¢ f79~*
zuordnet. Die Automorphismen [ und 7, heissen  verwandt und die Gesamtheit
der mit einem Automorphismus verwandten Automorphismen eine Aufomorphismen-
Jamilie von F. Jeder Abbildung der Fliche Ky modulo F auf sich ist somit
eine Automorphismenfamilie eindeutig zugeordnet. Bei stetiger Abinderung der
Abbildung édndert sich die Automorphismenfamilie nicht; sie ist also ein Kenn-
zeichen der Abbildungsklasse. Zur Klasse der Identitidt gehort die Familie der
inneren Automorphismen von F.?

3. Abbildung der Grenzpunktmenge.

Ist P ein beliebiger Grundpunkt von F, so gibt es, wie schon in 1. erwiihnt,
genau eine Achse von F, deren einer Endpunkt P ist. Ist f ein zu dieser Achse
gehoriges primidres Element, so heisst P positiver oder negativer Grundpunkt von
/» je nachdem f die Punkte von E auf P zu oder von P fort verschiebt. Ist
P positiver Grundpunkt von f, in welchem Fall wir die Achse von fals durch f
in der Richtung auf P zu orientiert denken, so ist P auch positiver Grundpunkt
fir alle Elemente f*, » > o, und fiir kein anderes Element von F. Daraus folgt:
Ist [ ein Automorphismus von F, so ergibt die Festsetzung, dass dem positiven
Grundpunkt eines beliebigen Elements f von F der positive Grundpunkt von fr
entsprechen soll, eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Grundpunktmenge
Gr auf sich. Diese Abbildung sei vorlidufig ebenfalls mit I bezeichnet.

Der positive Grundpunkt eines Elements f werde mit ¥V}, der negative mit
Uy bezeichnet,

Ist ¢ ein stetiger Kurvenbogen, der einen Punkt x, von Kr innerhalb Kz
mit dem Punkt fx, verbindet, so verbindet sein Bild x¢ bei x den Punkt xux,
mit xfx, = frzx,. Fiigt man zum Bogen ¢ seine Bilder bei allen Elementen f»,
—o <n < o, so erhiilt man eine stetige Kurve O, die zwischen dem negativen.
und dem positiven Grundpunkt von f verlinft und bei f mit sich zur Deckung
gebracht wird. Eine solche Kurve soll kurz periodisch genannt werden. Das
Bild » €' von C ist offenbar auch periodisch, und zwar verliuft es zwischen den
Grundpunkten von f; und geht bei f7 in sich iiber. Hieraus folgt: Konvergiert

ein variabler Punkt x lings einer periodischen Kurve gegen einen Grundpunkt

! Vgl. hierzu § 21—22 der Abhandlung I, 1. ¢c. 8. 24. Dort ist zwar nur an geschlossene Fliachen
gedacht, aber die Betrachtung bleibt anch fir ¢ > o richtig, wenn man nur die Kenvexfigur K,
statt der ganzen Kreisscheibe D betrachtet.

3
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P, so konvergiert sein Bild zxz gegen den bei der obigen Grundpunktabbildung
I entsprechenden Grundpunkt IP.

Hieraus ergibt sich weiter, dass die Abbildung I die zyklische Anordnung
der Grundpunkte auf I’ ungeiindert lisst. Es seien nidmlich (Fig. 2) P,, Py, Py, P,
vier beliebige Grundpunkte in dieser zyklischen Reihenfolge auf £. Die Strecken
Q:P;, i=1, 2, 3, 4, selen paarweise punktfremde Stiicke der Achsen, die in den
Punkten P; enden, also Stiicke periodischer Kurven. Man verbinde ¢, mit ¢,
und @, mit @, so in K, dass P, @, Q, P, und P, Q; @, P, zwei zueinander fremde
Jordanbogen in Ar sind. Das gleiche gilt
dann fiir ihre Bilder bei x. Also werden
auch die Bildpunkte IP;, und IP, durch
IP; und IP, nicht getrennt. Ebenso
folgt, dass IP, und IP,; durch IP; und
IP, nicht getrennt werden. Folglich ist
die zyklische Reihenfolge der Bildpunkte
1P, IP, IP;, IP, was zu beweisen war.

Im Falle ¢ > o miissen zwei Grund-
punkte, die ein Regularitiitsintervall be-
grenzen, wieder in zwei Grundpunkte
iibergehen, die ein Regularitdtsintervall

begrenzen; denn der eine der beiden sie
Fig. 2. verbindenden Teilbogen von F ist ja von
Grundpunkten frei, und diese Eigenschaft
muss bei I erhalten bleiben. Die Abbildung I der Grundpunkte ist ferner stetig.
Ist nimlich P,, P,, ... eine Folge von Grundpunkten, die monoton gegen den
Grundpunkt P konvergiert, so enthilt der Bogen P, P, P von I keinen Grund-
punkt, der zwischen allen P, einerseits und P andrerseits liegt. Diese Bigen-
schaft muss bei der Abbildung I erhalten bleiben. Der Bogen IP, IP, IP
enthillt also keinen Grundpunkt, der zwischen IP und allen IP, liegt. Wire
nun JP nicht Grenzpunkt der monotonen Folge IP,, so miisste /P Endpunkt
eines zu diesem Bogen gehorigen Regularititsintervalls sein, was jedoch un-
moglich ist, da der andere Endpunkt des Intervalls ein Grundpunkt wire, der
zwischen IP und allen IP, liegt.
EBin Grenzpunkt von I, der nicht Gruhdpunkt ist, ist von beiden Seiten her
Héufungspunkt von Grundpunkten. Er kann daher durch einen Schnitt in der
zyklisch geordneten Menge der Grundpunkte gekennzeichnet werden, bei dem
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die Untermenge kein letztes und die Obermenge kein erstes Element besitzt,
und umgekehrt. Nun muss nach dem Gesagten ein Schnitt dieser Art bei [ in
einen eben solchen Schnitt itibergehen. Die Abbildung I lisst sich daher zu
einer eineindeutigen und stetigen Abbildung der Grenzmenge Gy auf sich er-

welbern.

4. Stetiger Anschluss der Grenzpunktabbildung.

Nun soll gezeigt werden, dass diese Abbildung I von Gp auf sich sich stetig
an die Abbildung » von Ky anschliesst. Fiir geschlossene Flichen ist dies schon
in I (. ¢.!) bewiesen worden. Wir wollen diesen Beweis so abiindern, dass er
auch den Fall ¢ > o umfasst.

Die auf E gelegenen Randpunkte der Konvexfigur K sind genau die Punkte
von Gp. Sei P ein beliebiger Punkt von Gr und Xy, v=1,2,... eine gegen P
konvergierende Folge von Punkten aus Kp. Ferner sei C ein nicht-euklidisch
beschrinkter Teilbereich von K 7, der zu jedem Punkt von Ky mindestens einen
dquivalenten enthilt. (Bin solcher Bereich existiert nach dem in 1. Gesagten.)
Man kann dann

4
Ty = fo Xy, y=1,2,...

setzen, wo die Punkte x, in C liegen und f, Elemente von F' sind. Die Folge
/o kann kein Element von F unendlich oft enthalten; denn fiir ein festes f kann
die Folge x, mit dem beschriinkten Bereich fC nur endlich viele Punkte gemein
haben. Nun gilt folgender Satz®: Ist g, eine Folge von Elementen aus F, die
kein Element unendlich oft enthilt, und M eine im nicht-euklidischen Sinne
beschrinkte Punktmenge in D, so hat die Mengenfolge ¢, genau dieselbe
Hiufungsmenge wie die Folge V, der positiven Grundpunkte von g,. In un-
serem Fall liegt x, in f, C und konvergiert gegen P, und da C eine endliche
nicht-euklidische Ausdehnung hat, kann die Mengenfolge f, C auch nur P als
einzigen Hiufungspunkt haben. Nach dem genannten Satz konvergiert also der
positive Grundpunkt V; von f, gegen P. Nach 3. konvergiert dann der positive
Grundpunkt Vs, = IV, gegen IP. Nun ist nach (2, 2)

x Ly = % fo 2y = (f3)1 % 20,

! Siehe die Note S. 24.
*l.c 8.30 8§ 7.



36 Jakob Nielsen,

und die Punkte xz, liegen in dem nicht-euklidisch beschrinkten Teilbereich
» C von Kp. Ferner enthilt die Folge (f,); kein Element unendlich oft, da dies
fir die Folge f, gilt, und aus dem obigen Satz folgt daher, dass die Folge
(fyrxa,, also xx,, gegen IP konvergiert. Damit ist der stetige Anschluss nach-
gewiesen. — Die Randabbildung I erhilt dann auch die Orientierung auf E, da
x sie in Ky erhalt.

Die Abbildung I von Gy soll daher im folgenden auch mit demselben Symbol
% bezeichnet werden. Wird die gegebene Abbildung der Fliche Kp modulo F
stetig abgeindert, so indert sich auch x stetig, aber so dass die Funktional-
gleichung (2,2) erfiillt bleibt. Hierbei muss aber x auf Gr ungeindert bleiben,
da die Abbildung auf Gy nur von I abhingt. Die Abbildung » von Gr hiingt
also nur von der Abbildungsklasse ab. Die Gesamtheit der Abbildungen g von Gr,
wo g die Elemente von ¥ durchliduft, ist der Abbildungsklasse eindeutig zugeordnet.

5. Die Gruppe 7.

Den Potenzen der topologischen Abbildung » von Ky entsprechen die Po-
tenzen der durch x dargestellten Selbstabbildung der Fliche Kr mod F. Den
Abbildungen »” und fx", f< F, entspricht dabei wieder dieselbe Flichenabbildung’.
Speziell ist »° die identische Abbildung. Die topologischen Abbildungen fx",
wobei f ganz F und » alle ganzen Zahlen durchliuft, bilden nun eine Gruppe.
Denn nach (2,2) ist A

(fxr)——l =y 1 ______f‘l::_ P

fxr_gxs =fgp' xr+s’
und diese Multiplikation erfiillt das associative Gesetz, da

(fn- gn¥) - bt =fgp T hdt= fgphpysnm T
S (gns - had) = fur - gh s 2ot =f(9h]s)1r grtett

iibereinstimmen. Diese Gruppe enthiilt F als Normalteiler, was man aus (2, 3) und

und

und

(2,4) entnimmt. Eine Restklasse nach F wird fiir festes 7 durch die Elemente

Fy¥ also, wenn

So=L 0T - o

eine Aufzihlung der Elemente von F' ist, durch

®, FiH furt

! Das Inklusionszeichen <- hedeutet ,,ist enthalten in”.
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dargestellt. Die Faktorgruppe nach F wird also durch die Restklasse von x
erzeugt und ist also entweder von unendlicher Ordnung, und dann frei, oder von
endlicher Ordnung, und dann zyklisch. Das letztere tritt dann und nur dann
ein, wenn es einen Exponenten n = o gibt, fiir den %" ein Element von F, also
die zugehdrige Flidchenabbildung die identische ist. Ist 2 der kleinste positive
Exponent, fiir den dies zutrifft, so ist die durch » dargestellte Flichenabbildung
periodisch von #'*T Ordnung.

Nach dem in § 4. ausgefiihrten ist die Gruppe der Abbildungen f»" nicht
nur in Kp sondern auch in der Grenzmenge Gr definiert und hiingt, als Ab-
bildungsgruppe von G allein betrachtet, nur von der durch x induzierten Auto-
morphismenfamilie, also nur von der Klasse der durch x bestimmten Flichen-
abbildung ab. Diese der Abbildungsklasse eindeutig zugeordnete Gruppe von
Abbildungen der Grenzpunkimenge Gp wird im folgenden mit T bezeichnet. Sie
enthilt I (auf G betrachtet) als invariante Untergruppe.

Dass die durch » bestimmte Flichenabbildung einer Klasse der endlichen
Ordnung » angehort, bedeutet, dass die durch ™ bestimmte Abbildung zur Klasse
der Identitdt gehort. Dies ist also dann und nur dann der Fall, wenn der durch
*" induzierte Automorphismus I ein innerer ist. Es gibt dann also ein Element
f von F, derart dass

Foo=Fff

fir jedes f aus F gilt. Die durch I* bestimmte Abbildung der Grundpunkte
stimmt dann mit der durch das Element f‘~ vermittelten iiberein, und aus Stetig-
keitsgriinden folgt, dass die Abbildung »* der Grenzpunktmenge mit der durch
f vermittelten Abbildung von G iibereinstimmt. Wir haben also:

Die Abbildungsklasse von x ist dann und nur dann von der endlichen Ordnung n,
wenn die Faktorgruppe T/F zyklisch von der Ordnung n ist.

Wir sind nunmehr im Stande, unserem Problem die folgende prizise Fassung
zu geben:

Gegeben ist ein Automorphismus I von F mit folgenden Eigenschaften:
1) Die zugehorige Abbildung der Grundpunkte erhilt die zyklische Ordnung und
die Orientierung von E, so dass sie zu einer topologischen Abbildung x der
Grenzpunktmenge Gr erweitert werden kann. 2) I™ ist ein innerer Automorphismus
von F, also x* die Abbildung von Gy auf sich durch ein Element f von F;
dabei sei n der kleinste positive Exponent dieser Art. Durch Adjunktion von
x zu I entsteht dann die Abbildungsgruppe T von Gy auf sich, die F als
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Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe nt** Ordnung enthidlt. Die Aufgabe
besteht nun darin, diese zuniichst nur in der Teilmenge Gy des Randkreises ge-
gebene Abbildungsgruppe 7T' auf die Konvexfigur Ky auszudehnen, anders  aus-
gedriickt, die Abbildung » derart zu einer topologischen Abbildung von Kr zu
erweitern, dass auch in Ky

= f

nf=fix

fir alle f aus F erfiillt ist. Diese Abbildung » bestimmt dann eine zur Auto-

morphismenfamilie von I gehdrige periodische Flichenabbildung #** Ordnung.
Fiir die Elemente der als gegeben zu betrachtenden Gruppe I hat man die

Aufzihlung :

und die Funktionalgleichung

1 fi S s
x  fix  fix  fon
%2 fl %2 ‘](;_12 f;;%e

Zn—l fl xn—l f2 y_n—l fs xn-—l ey

wobei die einzelnen Zeilen die Restklassen nach F' sind. Fiir die das Element
Jox” enthaltende Restklasse wird im folgenden {f,x'| geschrieben. Es ist also

[fox] =[],

und man kann mit den Symbolen [x*] rechnen, als ob x eine primitive nt Ein-

heitswurzel wiire.
Ist

(5, 1) (r.m)=m
der grosste gemeinsame Teiler von » und » und
(5, 2) n = ml,

so ist I die Ordnung der Restklasse [«"] in der Faktorpruppe I/F. Fiir ein
beliebiges Element ¢=fx" dieser Restklasse ist daher ! der kleinste Exponent,
fir den # zu F gehort. In dieser Weise ist jedem Element ¢ von 7T ein Ex-
ponent [ zugeordnet, den wir seine Relativordnung nennen. Die Elemente von F
und nur diese haben die Relativordnung 1. Konjugierte Elemente von 7T haben
die gleiche Relativordnung; denn sie gehoren zur selben Restklasse, da die
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Faktorgruppe abelsch ist. Ist # =1, so ist { ein Element endlicher Ordnung von
T, und die Relativordnung stimmt mit der gewdhnlichen Ordnung des Elements
itberein. Ist #=f=1, so ist ¢ ein Element unecndlicher Ordnung.

Wir werden zunichst diese beiden Arten von Elementen von 7' niher zu
untersuchen haben.

6. Elemente endlicher Ordnung.

Wenn ein Element z==1 von 7 Punkte von G fest lisst, so bilden diese
Fizpunkte eine echte, abgeschlossene Teilmenge von Gr. Ist j eines der durch
die Fixpunktmenge auf F bestimmten Restintervalle, das Punkte von Gr enthilt,
so werden diese Punkte bei den Abbildungen 7, 7%, . . . immer mehr in der gleichen
Richtung verschoben, konnen also bei keiner positiven Potenz von 7 Fixpunkte
werden. Also hat jede positive Potenz von z dieselben Fixpunkte wie = selbst.
Folglich kann keine dieser Potenzen die Identitit werden. Wir haben daher:

Ist t ein Element endlicher Ordnung von 7' und / seine Ordnung, so sind
t, ¢ ..., ¢! fixpunktfreie Abbildungen von G, wihrend # die identische Ab-
bildung von Gr ist.

Nun seien ¢ und t zwei mit einander vertauschbare Elemente der endlichen

Ordnungen 7 und !. Dann ist

(b =t tn =1,
also auch ihr Produkt von endlicher Ordnung. Ferner ist jede Potenz von ¢
mit jeder Potenz von ¢ vertauschbar.

Setzen wir wie in (s, 2)

n=ml=m'l,
so gehéren die Potenzen von ¢ zu den Restklassen
(6, 1) A R R LA Y
und die Potenzen von ¢ zu den Restklassen
P R PE L AU P\Ubt L IR P

Ist d==(m, m’) der grésste gemeinsame Teiler von m und ', so kann man, da
die Restklassen eine abelsche Gruppe bilden, zwei ganze Zahlen ¢ und g so
bestimmen, dass das Element

o=tetF
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zur Restklasse (x7] gehort. Dabei ist o ebenfalls von endlicher Ordnung, und

zwar > und ist sowohl mit ¢ als auch mit ¢ vertauschbar. Es sei [x¢™] diejenige
em

Restklasse, der ¢ angehort. Dann gehért ¢ ¢ zur selben Restklasse, und man

hat daher (indem das Zeichen <, »ist enthalten in», als Inklusionszeichen ver-

wendet wird)

ct=ft,  f<F.
Folglich ist

em

f: G—(f t—l

als Produkt zweier vertanschbarer Elemente endlicher Ordnung selbst von endlicher
Ordnung und daher, als Element von F, gleich der Identitit. Also ist ¢ eine
Potenz von ¢.  Da dasselbe fiir ¢ gilt, hat man:

Zwei vertauschbare Elemente endlicher Ordnung sind Potenzen eines und
desselben Elements endlicher Ordnung. Es gibt daher keine anderen, aus
Elementen endlicher Ordnung bestehenden abelschen Uuntergruppen als zyklische.

Da die Ordnung einer solchen zyklischen Untergruppe immer ein Teiler von
n sein muss, lassen sich die FElemente endlicher Ordnung von T zu maximalen
zyklischen Untergruppen zusammenfassen. Je zwel solche haben nur die Identitit
gemeinsam.

Ein FElement endlicher Ordnung, welches die maximale zyklische Gruppe,
in der es enthalten ist, erzeugt, das mit anderen Worten nicht Potenz eines
Elementes hoherer Ordnung ist, heisse ein primdres Element (endlicher Ordnung)
von 7. '

Ein Element ¢ (= 1) endlicher Ordnung kann nicht mit einem Element 7 un-
endlicher Ordnung vertauschbar sein. Es sei ndmlich "= f, wo f<F und f=1
ist. Dann wiirde aus der Vertauschbarkeit von ¢ und 7 die von ¢ und f folgen,

und man hitte

f=tpei= o,

wo J den durch ¢ induzierten Automorphismus bezeichnet. J kann aber kein
von I verschiedenes Element von F ungeindert lassen, da ¢ keinen Punkt von
Gr fest lisst.

Hieraus folgt, dass eine maximale zyklische Untergruppe von 7' in keiner

umfassenderen abelschen Untergruppe enthalten ist.
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7. Elemente unendlicher Ordnung.

Sei ¢ ein Element unendlicher Ordnung von T mit der Relativordnung =1
und # =f=+1, wo f< F. Daun sind ¢ und f vertauschbar, also ist /' Fixelement
bei dem durch ¢ induzierten Automorphismus von F. Folglich lisst ¢ die Grund-
punkte von f fest, hat also mindestens zwei Fixpunkte in Gr. Wie am Anfang
von § 6 bemerkt, haben die positiven Potenzen von ¢ dann genau die gleichen
Fixpunkte wie . Andererseits lisst # = f nur die Grundpunkte von f fest; also
kann ¢ anch nur diese fest lassen. Ferner hat f in den beiden durch diese Grund-
punkte bestimmten Intervallen, falls beide Grenzpunkte enthalten, entgegen-
gesetzte Verschiebungsrichtung. Das gleiche gilt daher von £. Wir haben somit:

Bin Element ¢ unendlicher Ordnung lisst genau zwei Punkte von Gy fest,
nimlich die Grundpunkte von #=f. Wir nennen diese auch die Grundpunkte
von t und bezeichnen den anziehenden (positiven) mit V;= V;, den abstossenden
(negativen) mit U,= U;. Die sie verbindende Achse A; des Elements f werde
symbolisch auch Achse 4; von t genannt.

Die beiden Gruppen I und 7 haben also die gleiche Grundpunktmenge und
die gleiche Achsenmenge.

Nun fassen wir eine bestimmte Achse 4 ins Auge. U und V seien die
Grundpunkte, die A begrenzen. f sei das beziiglich ¥ primiire Element auf A4,
fir welches V positiver Grundpunkt ist. (f—! ist ebenfalls beziiglich F' primir
auf 4 und hat den positiven Grundpunkt U; die Wahl eines der beiden Elemente
bedeutet also eine Orientierung von A.) Die Gesamtheit der Elemente von 7,
die U und V einzeln fest lassen, bilden offenbar eine Untergruppe von 7, die
mit T} bezeichnet sei. Alle Elemente von 7'f, abgesehen von der Identitiit,
haben unendliche Ordnung, und ihnen ist 4 als Achse zugeordnet. Die in 7'}
enthaltene Untergruppe von F besteht genau aus den Potenzen von f. Fiir jedes
t<Ti ist f Fixelement bei dem durch { induzierten Automorphismus von F|
also sind { und f vertauschbar.

Es soll nun gezeigt werden, dass Ti abelsch ist. Seien ¢ und ¢, zwei beliebige
von 1 verschiedene Elemente von 7). Dann ist auch

! =ttt T

und == 1. Zu beweisen ist, dass  und ¢, vertauschbar sind, also dass ¢ = ¢ ist.

Angenommen es sei # ¢ Dann ist ¢' ¢~ von unendlicher Ordnung und lisst
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von Gy genau U und V fest. Sei j (Fig. 3) eines der beiden durch U und V
auf E bestimmten Intervalle, welches Punkte von G enthilt. (Eines der beiden
Intervalle kann ein Regularititsintervall, also von Grenzpunkten frei sein.) Die
in j enthaltenen Grenzpunkte werden dann bei ¢ £~ alle in der gleichén Richtung
verschoben, die durch einen in j angebrachten Pfeil gekennzeichnet sei. Es soll
durch Induktion gezeigt werden, dass dann auch fiir » >1 das Element ¢'7¢7,
das ja zu T} gehort, die in j enthaltenen Grenzpunkte in der Pfeilrichtung ver-
schiebt, und daher ebenfalls ==1 ist. Man hat

t’r o= l" . t'(r—l) =) t' 1. t(t’ (r—1j = (r—l)) 1

Nach Induktionsvoraussetzung verschiebt ¢~ ¢~ (-2 die in j liegenden Grenz-
punkte in der Pfeilrichtung. Da ¢ den zu j gehorenden Teil der Grenzpunkt-
menge topologisch auf sich mit Erhaltung der Ordnung abbildet, wobei U und
V fest bleiben, so werden diese Grenzpunkte auch bei ¢(¢'V—V{=U=U) ¢! in der
tt
\

Fig. 3.

Pfeilvichtung verschoben. Da das gleiche auch fiir den ersten Faktor ¢ ! gilt,
gilt es auch fiir das Produkt, also fiir ¢7¢{", und dieses Element ist daher von
1 verschieden. Andererseits hat man

tn__:f}z

fiir ein gewisses k<=0, da "< F und " =1 ist. Da t, mit f vertauschbar ist,
hat man aber auch )
r = (L) = b 47 =
also
Frg =1,
Fiir » =5 steht dies im Widerspruch zum vorigen Resultat, und die Annahme
t =+t ist daher falsch.

T7 ist eine maximale abelsche Untergruppe von 7, d. h. nicht in einer um-
fassenderen abelschen Untergruppe von 7' enthalten. Ist némlich 7 ein beliebiges
Element von 7, das nicht zu T} gehort, so ist ¢V == V. Das Element zf7!
hat dann 7V als positiven Grundpunkt, ist also von f verschieden. Folglich ist
t nicht mit jedem Element von T vertauschbar.
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T4 war die umfassendste Untergruppe von 7, welche die beiden Grund-
punkte U und V einzeln fest ldsst. Mit 74 bezeichnen wir die umfassendste
Untergruppe von 7, welche das Grundpunktepaar (U, V) als Ganzes in sich
iiberfithrt. Soll T, umfassender als T4 sein, so muss es ein Element ¢ von 7
geben, das U und V vertauscht, so dass

cU=71, o V=U
a?U="U, V=V

gilt. Folglich ldsst ¢® mehr Grenzpunkte fest als o, und man hat daher ¢ =1.
Dieser Fall kann nur bei geradem n auftreten, und o gehort zur Restklasse

n
[x“]. Da jedes nicht zu 7'} gehorige Element von 7,4 die Ordnung 2 hat, ist
T1 Normalteiler von 74 vom Index 2. Jedes Element der Restklasse 7} ¢ von

n

T3 in T4 gehort zur Restklasse [xE] von F in 7. Hieraus folgt, dass die ganze
Gruppe TZ zu [x°], also zu F gehort; sie besteht daher aus den Potenzen von f.
Durch Transformation mit ¢ wird in 7 ein dusserer Automorphismus induziert.
Es gibt nur einen solchen, ndmlich den durch die Zuordnung von f~—! zu f
bestimmten. Jede Potenz von f wird also durch ¢ in ihre reziproke transformiert.

Falls T Elemente enthiilt, die die Grundpunkte der Achse A vertauschen,
werde A als amphedrome Achse bezeichnet. Wir kdnnen dann das Ergebnis so
zusammenfassen:

Ist die Achse A nicht amphidrom, so ist 7. =7T4. Ist 4 amphidrom, so
ist T in F enthalten und Normalteiler vom Index 2z in 74; alle nicht zu T3
gehorigen Elemente von 7’4 sind von der Ordnung 2 und transformieren jedes
Element von 74 in sein reziprokes.

8. Verschiebungslingen der Elemente von 7.

Wie einem Element ¢ unendlicher Ordnung von 7' symbolisch eine Achse
Ay zugeordnet wurde, so soll ihm nun — ebenfalls symbolisch — eine positive
Verschiebungslinge L; zugeordnet werden. Ist ! die Relativordnung von ¢ so
wird diese durch

(87 I) Li= 1,
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definiert, wo L, die Verschiebungslinge des zu F gehorigen Elements ¢ ist.
Fir t< F ist I =1, die Verschiebungslinge also die gewéhnliche Verschiebungs-
linge der hyperbolischen Substitution. Gehort ¢ nicht zu ¥, so ist ¢ ja einst-
weilen nur in Gp definiert, und I; ist dann lediglich eine durch (8, 1) formal
definierte Grosse.
Ist p eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, so ist
L= |P|Ltl7
und man kann (8, 1) durch

I
(8, 2) L= WLtpl

ersetzen. Hierbei ist also p! ein beliebiger von Null verschiedener Exponent
von t, fir den tP’< F ist. Speziell hat man stets

I
(8: 3) Lt = ;l Ltn )
da [ in n aufgeht.

Fur beliebiges ganzes r == 0 ist

I r
(874) Ltr:;lLtnr:I-,'Z‘JLtn:'?"IL[.

Speziell ist
Lg*l == Lt.

9. Struktur der Untergruppen 7.

Die Menge der als Verschiebungslingen fiir die Gruppe F' auftretenden
Zahlen hat keine Hiufungswerte'. Die Verschiebungslingen der Elemente von
T sind rationale Vielfache derselben mit einem in der festen Zahl » aufgehenden
Nenner. Man erkennt daher:

Die Menge der als Verschiebungslingen fir die Gruppe I' auftretenden
Zahlen hat keine Hiufungswerte.

Nun seien ¢, und t, zwei vertauschbare Elemente unendlicher Ordnung von 7.
Thre Relativordnungen seien /; und /, und ihre Achse A. Sie seien -iiberdies
gleichgerichtet, d. b. der gleiche Grundpunkt sei fiir sie der positive. Endlich sei
J das mit ihnen gleichgerichtete, beziiglich ¥ primire Element von TJ, also

Vf= th = Vt2

!'L.c. 8. 30, § 13.
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Dann ist

tlll :—_—f"x, té: =f"a

mit gewissen positiven ganzen r; und r, und nach (8, 1)
L=7IL, L,=7L.
1

Wegen der Vertauschbarkeit von ¢, und #; ist nun
(tl tz)lllz = (til)I? (tg?)lx :f"l L+, ll’
also ¢ ¢, von unendlicher Ordnung. Nach (8, 2) gilt daher

Liy=nbtreby po 7.
il
Bei Multiplikation gleichgerichteter Elemente von 7% addieren sich also ihre

Verschiebungslingen. Ebenso folgt:
(tl t;“l)lllg :fr, ly—7s l,’

also, falls ¢,#;! ein Element unendlicher Ordnung ist,

(0.1 e A
Hieraus schliesst man:

Zwei vertauschbare, gleichgerichtete Elemente unendlicher Ordnung von T,
die die gleiche Verschiebungslinge haben, sind identisch.

. Seien nimlich # und ¢, die beiden Elemente, 4 ihre Achse vnd L, = L,,.
Das Element ¢ ¢;! kann, da es zu 7' gehort, nur 1 oder von unendlicher Ord-
nung sein. Das letztere ist aber unmoglich, da es dann eine positive Ver-
schiebungslinge haben miisste, was (9, 1) widerspricht.

Nach (9, 1) tritt mit zwei verschiedenen Verschiebungslingen in 7% auch
stets der absolute Betrag ihrer Differenz als Verschiebungslinge in I'{ auf. Da
sie tiberdies keine Hiufungswerte haben, sind die in 7){ vorkommenden Ver-
schiebungslingen daher die Vielfachen einer kleinsten. Diese kleinste Ver-
schiebingslinge tritt nach dem obigen bei genau zwei zueinander reziproken
Elemcnten auf. Diese heissen primdre FElemente (unendlicher Ordnung) von 7.
Die Elemente von 7] sind dann nach dem obigen Potenzen eines dieser priméren
Elemente. Man hat also:

Die Gruppe T4 ist die frece Gruppe mit einer Erzeugenden.
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10. Multiplizitat.

Zusammenfassend konnen wir das Ergebnis der Paragraphen 6—g folgender-
massen formulieren:

Jedes Element ¢=1 von T bestimmt eindeutig eine maximale abelsche Unter-
gruppe T*=1T"(t) von T, zu der es gehort. Zwei verschiedene Gruppen 7'* haben
nur die Identitit gemeinsam. 7 hat endliche - oder unendliche Ordnung, je
nachdem ¢ endliche oder unendliche Ordnung hat. Im ersten Fall ist 7* zyklisch,
im zweiten die freie Gruppe mit einer Erzeugenden.

Ein Element ¢ von I'*, das T* erzeugt, ist primires Element von 7. .Die
Relativordnung A von t werde nun auch als Relativordnung der Gruppe T* be-
zeichnet. Da ¢ Potenz von 7 ist, geht die Relativordnung ! von ¢ in A auf; in
Zeichen l/A. Analog (5, 2) setzen wir

(10, 1) n=ml=ud Ui wm.

Die Relativordnung von I'* ist der kleinste positive Exponent, fiir welchen alle
Elemente von I'* zu F gehoren; fiir zyklisches T* ist sie die Ordnung von T'*.

Die Relativordnung 4 von 7" wird auch die Multiplizitit der von 1 ver-
schiedenen Elemente von T genannt. Ist T'* von unendlicher Ordnung, so gehort
zu T* eine Achse A, und es ist 7" =T3; dann heisst A auch die Multiplizitit
der Achse A. Ein von 1 verschiedenes Element von T oder eine Achse wird als
multzpel oder als mnicht-multipel bezeichnet, je nachdem ihre Multiplizitit 1 > 1
oder =1 ist. Ist die Achse A nicht-multipel, so ist Ti<F. Nach § 7 sind
amphidrome Achsen stets nicht-multipel. Von 1 verschiedene Elemente endlicher
Ordnung sind stets multipel.

11. Konjugierte und kongruente Elemente und Untergruppen von 7.

Ist H eine Menge von Elementen von 7', so bezeichnet man als Normalisator
N= N(H) von H die Gesamtheit derjenigen Elemente ¢ von 7, welche mit H,
aber nicht notwendig mit den einzelnen Elementen von H, vertauschbar sind,
d. h. fir welche

eHeo'=H

ist. N ist eine Untergruppe von 7.
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Ist H eine Untergruppe von T oder besteht H aus einem einzigen Element
~— nur diese beiden Fiille kommen im folgenden vor —, so ist H in N{H) ent-
halten. In diesen Fillen erhilt man simtliche mit H konjugierten Untergruppen
bezw. simtliche mit H konjugierten Elemente, indem man H mit je einem Element
aus jeder Nebengruppe von N in 7 transformiert. Die Gesamtheit der zu H
konjugierten Untergruppen bzw. Elemente heisse die Aquivalenzklasse von H.

Ist f<F, so bezeichnen wir die Untergruppe bzw. das Element fHf~? als
mit H kongruent' und fassen die Gesamtheit dieser Untergruppen bzw. Elemente,
die entsteht, wenn f ganz F' durchliuft, zu einer Kongruenzklasse zusammen.

Jede solche ist Teil einer Aquivalenzklasse.

Ist nun z ein beliebiges Element von 7 und

tHel=H,,
8o ist

SrH = fH,

Lisst man bhierin f ganz F durchlaufen, so erhilt man die vollstindige Kon-
gruenzklasse von H,. Gehort hierbei z zu N(H), so ist H, = H, und die ganze
Restklasse [z] transformiert H in eine kongruente Gruppe bzw. ein kongruentes

Element. Umgekehrt folgt aus

tHel=fHf f<lF,
dass
S leHt'f=H

ist, also dass f~'2 zu N gehort. Man hat daher:

Diejenigen Elemente von 7', welche H in eine kongruente Untergruppe bzw.
ein kongruentes Klement transformieren, machen genau diejenigen vollstindigen
Restklassen von F in T aus. in denen N vertreten ist. Die Gesamtheit dieser
Elemente bezeichnen wir mit [N]|= [N (H)).

Nun bildet auch [N] eine Untergruppe von 7. Denn sind i, und i, zwei
beliebige Elemente von [N], so withle man in ibren Restklassen zwei zu N
gehorige Elemente #, und n,. Dann gehort #, 7, zu derselben Restklasse wie

nyn,, und da 1, ny< N, so gehort i, 7, zu einer Restklasse, in der N vertreten ist.

! In den 1. ¢. 8. 24 genannten Arbeiten wurde »isogredient» statt »kongruent» gesagt. Das Wort
»kongruent» rechtfertigt sich im folgenden durch die Beziehung des Begriffs zu den in 7 ent-
haltenen Decktransformationen.
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Da sich die Restklasse eines Elements bei Transformation nicht #ndert, ist
[N] Normalteiler von 7 und T/[N] zyklisch von einer Ordnung u, (dem Index
von [N] in T'), die in = aufgeht. Wir setzen

(11,71) n= gk

[N] besteht aus den Restklassen [1] = F, [x%)], [x2#] ..., [x%—V] und hat F als
Normalteiler. Die Faktorgruppe [N]/F ist zyklisch von der Ordnung A, Da N
Elemente in [x%] hat, kann man A, als die grosste Zahl bestimmen, die als Relativ-
ordnung der Elemente von N vorkommdt.

Die vollstindige Kongruenzklasse

SHf,
wo f ganz F durchliuft, wird durch ein beliebiges Element z< T' in
sfHf e l=qfet e Hoe g f e

also, da mit f auch 7fz ! ganz F durchliuft (vgl (2,3)), in die vollstindige
Kongruenzklasse von zH7™! transformiert. Alle Elemente der Nebengruppe z|{N]
ergeben dabei dieselbe Kongruenzklasse. Man hat daher:

Die Aquivalenzklasse von H zerfillt in u, Kongruenzklissen, wo w, der Index
von [N) en T 4st.

Diese mogen konjugierte Kongruenzklassen heissen.

Man erhilt Reprisentanten der p, Kongruenzklassen, indem man H der
‘Reihe nach mit den Elementen

(11,2) I, x, x5, ..., ateTl

transformiert.
Wir spezialisieren nun H:

I. H sei ein Element ¢4=1 von 7. Dann wird N die Gesamtheit der mit
t vertauschbaren Elemente, also die maximale abelsche Untergruppe I'* = I (¥)
von 7T, der ¢t angehért. Dementsprechend schreiben wir auch [7*] statt [{N] fiir
den Normalteiler von T, der aus denjenigen Restklassen von T nach F besteht,
in denen T vertreten ist. Dann wird 1, gleich der in § 10 als Relativordnung
von T* bezeichneten Zahl A. Entsprechend wird pu,= u. Wir haben daher mit
den Bezeichnungen von § 10:

Ist t ein von 1 verschiedenes Element von T mit der Multiplizitit A, so zerfdllt

dee ﬁqm’valenzklas&e von t in p= 4

7 konjugierte Kongruenzklassen.
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Speziell zerfillt also die Aquivalenzklasse eines nicht-multiplen Elements (A=1)
in n konjugierte Kongruenzklassen, wihrend die eines Elements der maximalen
Multiplizitit n, z. B. die von x, nur aus einer Kongruenzklasse besteht.

II. H sei eine maximale abelsche Untergruppe T* von 7. Die Relativ-
ordnung von 7' sei 2, und tsei ein primires Element von 7% Ist ¢ ein Element
von N(T7), also

oT*¢7' = T7,
so wird 7* auch von

t=gto!

erzeugt. Dabei gehort ¢ zur se ben Restklasse [t] wie ¢

T* ist Untergruppe von N(7*). Gehort ¢ zu T, so ist es mit ¢ vertausch-
bar, also t' =+t Wir verfolgen die Annahme, dass ¢ nicht zu 7" gehért. Dann
ist ¢ == ¢ Also hat T* in derselben Restklasse zwei verschiedene primire
Elemente. Da eine maximale abelsche Untergruppe endlicher Ordnung in jeder
Restklasse, in der sie iiberhaupt vertreten ist, genau ein Element hat, folgt, dass
T* von unendlicher Ordnung sein muss. Dann hat 7™ genau zwei primire
Elemente, f und ¢!, und es muss also ¢'=1{¢"! sein. Also vertauscht ¢ die
Grundpunkte von ¢, es ist o> =1, die Achse 4 von ¢ ist amphidrom, und es ist
T* in I enthalten, also 4 =1. Ist umgekehrt A amphidrom, so gibt es ein nicht
zu T* gehoriges Element ¢, das ¢ in (' transformiert. In diesem Fall ist also
N(I*)= T4 in der Schreibweise von § 7; fiir jedes andere T'* ist N(T*)=T".
Wir haben also in den beiden Fillen [N(T*)] = [T4] bzw. [N(T*) = [T*]. So
mit folgt: ‘

Die Aquivalenzklasse einer maximalen abelschen Untergruppe T* von der
n
A

Nur wenn T* eine Gruppe unendlicher Ordnung mit amphidromer Achse ist

Relativordnung 4 zerfillt im Allgemeinen in u =~ konjugierte Kongruenzklassen.

(wobei speziell 2 =1 ist), reduziert sich diese Anzahl auf 721

III. H sei die zu einer Achse 4 gehorige Gruppe T.i. Soll
eTsot =14

sein, so muss ¢ das Grundpunktepaar von A4 fest lassen. Nun war 74 gerade
als die Gruppe derjenigen Elemente definiert, welche dieses Grundpunktepaar in
sich iiberfithren. Also ist N(7,) = T4 und [N(T.)] = [T.4].
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Ist 4 nicht amphidrom, so ist 74 = T, es liegt also der in II behandelte

Fall vor. Ist A amphidrom, so besteht [74] aus den Restklassen [1] und [wg]

. N . . .on
Die Aquivalenzklasse von 7'y zerfillt also in diesem Fall in > Kongruenzklassen.

— Ist A eine beliebige Achse und = ein beliebiges Element von T, so
bezeichnen wir mit 74 die Achse, welche die beiden Grundpunkte verbindet,
in die die Grundpunkte von A4 bei ¢ iibergehen. Zwei solche Achsen werden
dquivalent bezlglich T genannt. Durchliuft 7 hierbei die ganze Gruppe 7, so
wird die entstehende Klasse iquivalenter Achsen mit 7' 4 bezeichnet. Fiir
f< I bezeichnen wir A und fA4 als dquivalent beziglich F oder kurz als
kongruent.

Bemerkt man, dass beziiglich 7 dquivalente Achsen gleiche Multiplizitit
haben, so kann man die die maximalen abelschen Untergruppen unendlicher
Ordnung betreffende Aussage auch in der folgenden Weise als Aussage liber

Achsen formulieren:

Eine Aquivalenzklasse 7 A von Achsen mit der Multiplizitit A zerfillt im

" .. . . -y
f konjugierte Kongruenzklassen, wobei eine beliebige Achse

aus I'4 mit genau einer der u Achsen

Allgemeinen in g=

\11, 3) A, »A, xefi, L |

beztiglich ¥ dquivalent ist. Nur wenn 4 amphidrom ist, in welchem Fall 1 =1

. . . . 2
ist, reduziert sich diese Anzahl auf 5

Es sei noch bemerkt, dass kongruente Elemente unendlicher Ordnung die
gleiche Verschiebungslinge haben. Denn sind ¢ und t = ftf~!, f< F, zwei
solche Elemente, so haben sie zuniichst die gleiche Relativordnung /, und es ist

(vel. (8, 1)

Le=1IL, =+

== 7 Mt 1= La,

I 1
-7 Lﬂ’,r—l = L,
da ' zu I' gehort und daher die gleiche Verschiebungslinge wie f# f~* besitzt.

Die zu der Aquivalenzklasse 7'4 gehirigen Verschiebungslingen werden

daher durch die zu den u Achsen (i1, 3) gehorigen Verschiebungslingen reprii-
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sentiert, falls A nicht amphidrom ist. Ist A amphidrom, so werden sie durch

die Verschiebungslingen von
(11, 4) A, x4, ..., 2 A

reprisentiert.

12. Einteilung von Ky durch modulo T einfache Achsen.

Eine Achse A heisse einfuch mod T, wenn je zwel verschiedene Achsen aus
der Menge 7I'A keinen Punkt gemeinsam haben. Als Aussage iiber die nur in
Gr definierte Abbildungsgruppe 7 bedeutet dies folgendes: Ist 7 ein beliebiges
Element von 7, und sind U und V die Grundpunkte von 4, so ist das Grund-
punktepaar zU, vV entweder mit dem Paar U, V identisch, oder die beiden
Paare trennen sich nicht auf dem Randkreis £. Das erstere tritt ein, wenn =
zu T4 gehort, wobei z die Punkte U/ und V vertauschen kann, wenn 4 amphidrom
ist. Das zweite tritt ein, wenn 7 nicht zu 74 gehort; die vier Punkte sind dann
voneinander verschieden, und die beiden Achsen 4 und 74 haben eine gemein-
same Senkrechte.

Im Falle ¢ > o (§ 1) ist jede Randachse von Ky einfach mod 7.

Die Achsen von 7'A gehen (mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen)

aus den u Achsen (11,3) bzw. 923 Achsen (11,4) durch F hervor, da diese die

simtlichen konjugierten Kongruenzklassen vertreten. Da die Achsen einer
Kongruenzklasse sich nicht in Ky hiufen!, so gilt das gleiche fiir die ganze
Aquivalenzklasse T A.

Zwei beziiglich T infiquivalente Achsen 4, und 4, mégen mod T zu ernander
Jremd genannt werden, wenn keine Achse aus 7’4, mit einer Achse aus I'4,
einen Punkt gemein hat.

Nun seien 4,, 4,, . .., 4, beziiglich T indquivalente Achsen, von denen jede
im Inneren von Kr gelegen und einfach mod 7 ist, und die im Falle » > 1 zu
je zweien mod 7' zu einander fremd sind.

Wir betrachten die Achsenmenge

M=TA, + TA, +--+ TA,,

die sich nach einer obigen Bemerkung nirgends in Ky hiuft.

' Vgl Le 8.30, §5.
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Kp wird durch die Achsenmenge M in Bereiche zerschnitten, die im Sinne
der hyperbolischen Metrik konvex sind; jeder solche Bereich ist ja der Durch-
schnitt einer gewissen Menge von nicht-euklidischen Halbebenen. Sei B ein
solcher Einteilungsbereich. Siehe Fig. 4, wo einige Achsen aus M gestrichelt
eingetragen sind, wihrend Randachsen von Kp ausgezogen sind. Die Berandung
von B besteht innerhalb F aus gewissen Achsen aus M und moglicherweise noch
aus gewissen Randseiten von K, ferner auf E aus einer gewissen Teilmenge
von Gp. Nun seien R und R, zwei beliebige Randseiten von B. Sie lassen sich
in B verbinden, werden also durch keine zu
M gehorige Achse von einander getrennt.
Die Menge der iibrigen Randseiten von B
lidsst sich nun dadurch charakterisieren, dass
sie von R und R, durch keine zu M ge-
horige Achse getrennt werden. Ubt man
ein beliebiges Element ¢ vou 7 aus, so wird
ja Gr dabei topologisch auf sich mit Er-
haltung der zyklischen Ordnung und der
Orientierung abgebildet; die genannten
Trennungseigenschaften bleiben “hiernach
erhalten. Den Riindern von B entsprechen

Fig. 4. daher bei ¢ umkehrbar eindeutig die Rin-

der eines Einteilungsbereiches, der mit B

identisch oder von B verschieden sein kann. Dieser sei mit ¢B bezeichnet.

Diese symbolische Zuordnung geben wir durch den Satz wieder: Die Einteiluny
von Kr durch M reproduziert sich be: der Gruppe T.

Diejenigen Elemente ¢ von T, fiir welche ¢ B =B ist, bilden eine Unter-
gruppe von 7, die mit Ty bezeichnet sei.

Ist o< T’z von endlicher Ordnung, so lisst ¢ ausser B keinen weiteren Bereich
fest. Denn ist R eine Randseite von B, so lisst ¢ nicht die Grundpunkte von
R fest, da es als Element endlicher Ordnung keinen Grenzpunkt festlisst, und
es vertauscht sie nicht, da es sonst die iibrigen Randseiten von B auf die andere
Seite von R bringen wiirde. Also ist ¢R eine von R verschiedene Randseite
von B. Ein Bereich, der der durch R abgetrennten Halbebene angehort, muss
dann in einen Bereich iibergehen, der der durch ¢ R abgetrennten Halbebene
angehort, und diese beiden Halbebenen sind punktfremd.
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Ist ¢ von unendlicher Ordnung, so gehort die Achse 4, von ¢ zu B; denn
sie ist auch Achse von ¢"=F, und da diese Transformation den konvexen Bereich
B in sich iiberfithren soll, muss ihre Achse offenbar B angehoren. Gehort um-
gekehrt eine Achse A zu B, so muss jedes zu A gehirige Element B in sich
itberfithren, also gilt Ti < Ts. Die zu B gehorigen Achsen sind also identisch mit
der Achsenmenge von Tp. Tst A nicht amphidrom, so ist 75 = T4, und man
kann auch T4< Tp schreiben. Ist A amphidrom, so gilt Tu< Tp, falls 4
innere Achse (d. h. nicht Randseite) von B ist, dagegen nur Ti < T, falls A
Randachse von B ist. Ein Element von T4, das nicht zu 7% gehort, fithrt dann
B in den lings A angrenzenden Nachbarbereich iiber.

Die zu zwei lings einer Achse 4 von M an einandergrenzenden Bereichen
gehorigen Untergruppen von T haben genau die Gruppe Ti gemeinsam. Die
Gruppen zweier nicht benachbarten Bereiche haben nur die Identitiit gemein.

Ist 2 ein beliebiges Element von 7, so gehért zu dem Bereich ¢ B die mit

1

T konjugierte Gruppe ¢ Tpes~l. Diese ist, wie oben gezeigt, nur dann mit Tp
identisch, wenn 7B = B ist, also wenn v zu Tp gehort. Die Gruppe T’z ist also
‘ihr eigener Normalisator, ebenso wie dies vorher fiir 74 bewiesen wurde. Daher
ist auch [N (7)) =[Ts]. Die Anzahl 2 der Restklassen von 7 nach F in [Tg],
also die Ordnung der Faktorgruppe [7p)/F nennen wir die Relativordnung von Tp.
Sie ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Relativordnungen der Elemente
von Tp und kommt selbst als Relativordnung eines Elements von 7'p vor; denn
T hat Elemente in [, wo pwd=n ist. p ist .die Ordnung der Faktorgruppe
T/[T). Man hat wieder:

Hat Ty die Relativordnung 4, so zerfillt die Aquivalenzklasse von Tj in
=7

konjugierte Kongruenzklassen. Jeder aus B durch ein Element von T hervor-
gehende Bereich geht also aus einem der u Bereiche

(12, 1) B, »B,..., »'B

b

durch ein Element von F hervor. (Vgl. (11,2) und (11, 3)).
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13. Erweiterung von 7 auf die Aquivalenzklasse einer mod 7’
einfachen, nicht-amphidromen Achse.

Sei A eine mod T einfache, nicht amphidrome Achse mit der Multiplizitit
-4 und ¢ bezgl. 7 primidr auf 4. Dann ist

(13,1) tt=h<F
bezgl. F primdr auf 4 und Vy=1V,. Ist du=u, so sind
A, xA, »¥4, ... x4

ein vollstindiges System inkongruenter
Achsen in der Aquivalenzklasse von A4;
siehe (11, 3).

Man wihle auf 4 einen Punkt z, will-
kiirlich und bestimme den Punkt x; = hx,
auf A. Mit S = (x,, x;} sei die halboffene
Strecke x,x) bezeichnet, wobei der Anfangs-
punkt x, aber nicht der Endpunkt x; mit-
gerechnet ist. x;, x,, ..., 21—1 seien belie-
bige, in dieser Reihenfolge zwischen x, und
x; eingeschaltete Punkte von 4. Mit ¢ sei
eine Abbildung bezeichnet, welche x,z, auf

Fig. 5. T, Xy, 2y %y a0f Xy kg, ..., La—2 x1—1 a0E X1 22

topologisch abbildet. Jeder Punkt von §

geht dann durch eine eindeutig bestimmte Potenz #, 0 < p <1 —1, aus einem
Punkte der halboffenen Strecke s = (x,, x,} hervor. Siehe Fig. 5.

Fir jeden Wert 1 =g =pu —1 ist hy bezgl. F' primir auf der Achse x9 4
mit der der Orientierung von A entsprechenden, durch x? iibertragenen Orien-
tierung. Man wihlt auf %94 beliebig einen Punkt, der mit %%z, bezeichnet
wird, und bestimmt den aus ihm durch £, hervorgehenden Punkt, der mit x?2;
bezeichnet wird. Mit x sei eine Abbildung bezeichnet, welche S auf die halb-
offene Strecke S, = (xx,, xx;}, S; auf die halboffene Strecke S,= (x2xy, **x;}, . . .,
Su—2 auf Su—; = (" x, x*'z;} topologisch abbildet. Jeder Punkt der Strecken-
menge

(13, 2) S+ 8+ 8+ + Sy
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geht dann durch eine eindeutig bestimmte Potenz x9, 0 = ¢ = u — I, aus einem
Punkt von S hervor.

Um nun 7' als Abbildungsgruppe in ganz T4 zu definieren, bemerkt man
zuniichst, dass der Normalteiler F von T dort bereits bekannt ist. Man hat also
die zu F adjungierte Krzeugende x als topologische Abbildung in ganz T4 zu
definieren, und zwar so, dass die Gleichung

(13,3) w=f

von § 5 und die Funktionalgleichung (2, 1) erfiillt ist.

Ist x irgend ein auf 74 gelegener Punkt, so gibt es ein eindeutig be-
stimmtes k< F, durch welches x aus einem Punkt der Streckenmenge (13, 2)
hervorgeht, da diese in TA ein Fundamentalbereich fiir F ist. Der Punkt ¥ 'z
gehort also zu (13,2) und daher weiter mit der obigen Bezeichnung der Punkt
» 9%k 12 zu S und endlich der Punkt 2’ =¢"P?%x 9k 'x zu s. Zu definieren ist

der Bildpunkt
rx=xknltPax’,

und hierzu treffen wir mit der Funktionalgleichung als Anleitung die Festsetzung
(13,4) wx = ka1 g,

Falls ¢ <u—1 ist, also r nicht auf einer mit »*~' A kongruenten Achse
liegt, definiert (13,4) schon den Bildpunkt. Denn ¢?z gehort zu S, und da
I=qg+1=pu—1 ist, ist das Bild dieses Punktes bei »?*! schon oben als ein
Punkt von (13, 2) festgelegt, wonach man noch %; auszuiiben hat. Ist dagegen
q=p — 1, so bleibt der Punkt Z;x“t?2" noch zu definieren. Hierzu bemerken
wir, dass x* in der in Gy definierten Gruppe 7T zu der gleichen Restklasse wie
eine gewisse Potenz von ¢ gehort. Ist

(13,5) w =gt osos1-1, g<F,

so setzen wir
krxtta’ = krgtrtox.

Falls hierin p 4+ 6= 1 ist, ersetzen wir noch # durch h nach Anleitung durch
(13,1) und erhalten so schliesslich eindeutig eine Festsetzung

(13,6) v =krghe 'z, o=sp =i—1, «=o0 oder 1,

wodurch der Bildpunkt auch im Falle g = u — 1 festgelegt ist.
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Um die Stetigkeit der durch (13,4) und (13,6) definierten Abbildung ()
zu erkennen, hat man nur x anf einer festen Achse aus T'A variieren zu lassen,
also hat ¢ einen festen Wert. Solange der entsprechende Punkt z' im Inneren
von s variiert, ist die Stetigkeit evident, da die drei Funktionszeichen 1P, x7*!
und %; in (13, 4) stetige Funktionen bezeichnen, und analog in (13,6). Erreicht
x" den Endpunkt x, von s, so tritt ein Sprung in dem Werte von p (bezw. p')
ein, wodurch die Stetigkeit offenbar gewahrt bleibt. Erreicht t?z’ einen End-
punkt von 8, so tritt ein Sprung in ks ein, wodurch wieder die Stetigkeit
gewahrt bleibt.

Die Eindeutigkeit der umgekehrten Abbildung erhellt unmittelbar aus (13, 4).
Denn aus der Kenntnis von xz ergeben sich eindeutig die Werte von %5, ¢+ 1,
p und 2/, und damit aunch von %, ¢, p und 2’, also von z. Analog in (13,6).

Dass die Bildmenge ganz T'A ausmacht, siecht man so: Durchliuft in (13,4)
« die halboffene Strecke s, p die Werte 0 <p=<1—1, ¢ die Werte 0=g=p—2
und %; ganz F, so durchliuft »x alle Achsen der Kongruenzklassen von

wA, x¥A, ..., 1A

Analog durchliuft xz in (13,6) die Kongruenzklasse von A.

Dass die Funktionalgleichung (2, 1) erfiillt ist, folgt unmittelbar aus der
Definition von x durch (13, 4) bezw. (13, 6): Ersetzt man z durch fz, f<F, so
wird £ durch 27!/, also & durch f%, also kr durch frk; ersetzt. Aus (13,4)
und (13,6) folgt dann direkt

vfx = fixz.

In der abstrakt dargestellten Gruppe T ist (13, 3) eine Folgerelation aus
(13,1) und (13,5). Denn erhebt man beide Seiten von (13, 5) zur A*" Potenz, so
erhilt man links »™ und rechts (g¢°)*, welches ein Element von F ist, da ¢ die
Relativordnung 4 hat. Durch Umformung mittels der Funktionalgleichung und
Benutzung der gegebenen Struktur von F' erhilt man dann rechts ein bestimmtes
Element f von F. Da nun oben dieselben beiden Beziehungen (13, 1) und (13, 5)
bei der Definition der Abbildung x von TA zu Grunde gelegt wurden, gilt auch
fur diese die Folgerelation (13, 3).

Die in 7T'A definierte Gruppe topologischer Abbildungen ist somit isomorph
mit der gegebenen Gruppe 7. — Man bemerkt, dass die halboffene Strecke s ein
Fundamentalbereich von I in der Achsenmenge 74 ist.

Es sel noch auf den Grad der Freiheit hingewiesen, den man bei der Kon-
struktion von 7' in T A hat: Nach Wahl des Punktes z, die natiirlich ohne
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Bedeutung ist, hat man die Punkte xx, »’xz, ..., x* 'z, ferner die Zwischen-
punkte 2, ..., ;1 und endlich die topologischen Abbildungen ¢ innerhalb §
und » von 8 auf S; u. s. w. frei verfiighar. Durch spezielle Wahlen kann man
dabei die Abbildungen von 7' besonders einfach gestalten, z. B. indem man die
topologischen Abbildungen ¢ und x lznear wihlt. ¢ wird dann einfach diejenige
Verschiebung mit der Achse A, deren Afaches die Verschiebung h ist, und damit
hat man sofort die Untergruppe Ti = T4. Diese wird dann wieder durch geeignete
lineare Abbildung von 4 auf x4 u. s. w. iibertragen,

14. Erweiterung von T auf die Aquivalenzklasse einer mod 7'
einfachen, amphidromen Achse.

Sei A eine mod T einfache, amphidrome Achse und h<F primir auf 4
(sowohl bezgl. F wie bezgl. T, indem i =1 ist; sieche § 10). Dann stellen

A, x4, x*4,..., 2 A

ein vollstindiges System inkongruenter Achsen in der Aquivalenzklasse von A
dar; siehe (11,4). Es gibt in 7T ein Element ¢, welches h in h~! transformiert,
und fir dieses Element gilt

(14, 1) 2 =1.

Man wihlt auf A willkiirlich einen
Punkt z,, bestimmt hx, und wihlt zwischen
diesen beiden Punkten willkiirlich einen
Punkt z,. Mit { sei eine topologische Ab-
bildung der Strecke x,x, auf die Strecke
(hzo) x; bezeichnet. Mit S = (x,, ha,} sei
die halboffene Strecke von x, nach hx, und
mit

8= (xo» xl)

die abgeschlossene Strecke von x, nach z,
bezeichnet. Jeder Punkt von S geht dann

aus einem Punkt von s durch ein ?, p=o0

oder 1, hervor. Siehe Fig. 6.
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Fir jeden Wert 1 = ¢ Sg— 1 wihlt man auf der Achse %94 einen mit

#7x, bezeichneten Punkt willkiirlich und bestimmt den Punkt %, x%x,, der auch mit
x?hz, bezeichnet wird. Dann bezeichne S, die halboffene Strecke (x9x,, x? hx,}.
Nun sei wieder » eine Abbildung, welche

Sauf S, S;auf S, ... S ) auf S,l_1

2 2
topologisch abbildet. Jeder Punkt von
(14, 2) S+ 8+ 8 +-~-+S2_*1

2
geht also durch ein »9,

@]
A
5
A
IS

aus einem Punkt von 8 hervor.

Analog wie in § 13 kommt man nun folgendermassen zu einer Abbildung
xin TA: Ist x ein Punkt von T 4, so bestimmt man k< F so, dass 2 'x zu
(14, 2) gehort, dann ein ¢ im Intervall

(@]
A
oy
(A
[N~
[

so, dass x 7k 'z zu S gehort, und endlich p (gleich o oder 1) so, dass

2 =try kg
zu s gehort.
wr = xkx7tPx
wird wieder durch

(14,3) v = krxtti tra
ersetzt, und dadurch ist der Bildpunkt xx in allen Fillen g < Z — 1 definiert.

Fiir q——=g—~1 benutzt man, dass

(14,4) x? = gt, g F,

n

indem das Klement zweiter Ordnung ¢ zu [xi] gehort. Man setzt daher fir

1=

wx=krgtttia
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Falls hier p + 1 =2 ist, lisst man ¢**! nach Anleitung von (14, 1) fort. Man
erhilt also in

(14, 5) xx = krgt?'z’, p'=o0 oder 1,

die Definition des Bildpunktes xx, falls 2 auf einer mit A4 kongruenten
Achse liegt.

Dass hiermit in T'A eine mit T isomorphe Gruppe topologischer Abbildungen
hergestellt ist, ergibt sich ganz analog wie in § 13. Die Bezeichnungen sind
analog gewihlt, um den Vergleich zu erleichtern. Insbesondere entspricht (14, 1)
der Gleichung (13, 1), und (14, 4) entspricht (13, 5). Die Definitionsgleichung (14, 3)
hat genau dieselbe Form wie (13, 4), und die dem Hochstwert von g entsprechende
Definitionsgleichung (14, 5) ist das genaue Analogon von (13,6). Der Deutlichkeit
halber wurde es aber vorgezogen, die beiden Fille eines nicht-amphidromen und
eines amphidromen 4 getrennt darzustellen. — Auch der Grad der Freiheit in
der Konstruktion ist analog wie in § 13, und wie dort kann man diese durch
Wahl linearer Abbildungen einfach gestalten. Zu bemerken ist, dass ein
Fundamentalbereich von 7' in T4 hier durch die abgeschlossene Strecke s, nicht
wie in § 13 durch die halboffene Strecke s, dargestellt wird.

Sowohl fiir amphidromes wie fiir nicht-amphidromes A wird die in T A
erklirte Abbildungsgruppe I durch die urspriinglich in der Grenzpunktmenge
Gr gegebene Abbildungsgruppe 7' stetig abgeschlossen.

15. Querschnitte.

Wir betrachten den Fall ¢ > o, in welchem die Konvexfigur Kr Randseiten
hat. Unter einem Querschnitt von Kp wird die (nichteuklidisch) geradlinige
Verbindung eines Punktes einer Randseite von K mit einem Punkt einer anderen
Randseite verstanden. Vorldufig betrachten wir lediglich normale Querschuatte,
d. h. solche, die auf der gemeinsamen Senkrechten der beiden Randseiten liegen,
und deren Linge daher der kiirzeste Abstand der beiden Randseiten ist.

Sind S und 8’ zwei verschiedene Randseiten von K, so bezeichne §(S, S’
die nichteuklidische Linge ihres kiirzesten Abstandes. Bei Ausiibung eines
beliebigen f<F geht dieses Randseitenpaar in fS, S’ iber, und es ist

(15, 1) a(f8,78") = d(S, §),
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da f eine Bewegung der hyperbolischen Ebene in sich ist. Die Projektionen
der Punkte von S’ auf S bilden dort ein Intervall, dessen Linge mit = (S’, §)
bezeichnet sei. = hingt monoton von d ab, indem = von o bis o abnimmt,
wenn 0 von O bis o wichst. Dies Intervall ist zugleich die Projektion des
zn S’ gehorigen Regularitiitsintervalles des Randkreises E auf S; vgl. Fig. 1.
Durchliuft S’ alle von S verschiedenen Randseiten von Kr, so sind die ent-
sprechenden Projektionsintervalle zu einander fremd und erfiillen S iiberall dicht;
sie bilden die Restmenge der Projektion der Grenzpunktmenge Gr auf S. Ist ¢
bezgl. F' primir auf S, so kommt Gr, und ebenso Kz, bei Ausiibung von g mit
sich- zur Deckung, also gilt dasselbe fiir die Menge der Projektionsintervalle
auf §. Diese bilden also die periodische Wiederholung der innerhalb einer Ver-
schiebungslinge von g gelegenen Teilmenge. Also gibt es nur endlich viele =
oberhalb einer gegebenen Schranke und folglich nur endlich viele d unterhalb
einer gegebenen Schranke. Die Zahlen J haben also keine Hiufungswerte'.

Nun bezeichne ¢ den durch das geordnete Seitenpaar S, S bestimmten,
orientierten, nimlich von S nach 8’ gerichteten, normalen Querschnitt. Ist ¢ ein
beliebiges Element von 7, so soll der durch das geordnete Seitenpaar ¢S, ¢S’
bestimmte, orientierte, normale Querschnitt mit to bezeichnet werden. Umgekehrt
ist ¢ durch ¢ und t¢ bestimmt. Denn ist fo=t0, so ist 1t ¢=0. Also muss
das Element t~'f sowohl die Grundpunkte von S wie von S’ festlassen und
muss daher das identische Element von 7 sein. Sieht man dagegen von der
Orientierung ab, so kann o eventuell bel einem von 1 verschiedenen Element ¢
von T sich selbst entsprechen: ¢ kann das Grundpunktepaar von S in das von
S’ iiberfilhren, und umgekehrt, also ¢ »umkehren». Ein solches Element ¢ von
T ist, falls es existiert, eindeutig bestimmt und von der Ordnung 2. In diesem
Fall sei o als amphidromer normaler Querschnitt bezeichnet.

Die Gesamtheit T¢ wird als die Aquivalenzklasse, die Gesamtheit "o als die
Kongruenzklasse von o bezeichnet. Da der orientierte Querschnitt ¢ nur bei der
Identitit sich selbst entspricht, zerfillt die Aquivalenzklasse von ¢ in genau »
Kongruenzklassen, die durch

(13,2) o, 2o, x%0, ..., o

! Dies Ergebnis ist dadurch bedingt, dass die betrachtete Fliche als von endlichem Zusammen-
hang vorausgesetzt war. Fiir unendlichen Zusammenhang ist eine Randseite von K nicht not-
wendig Achse von F' und die Menge der Projektionsintervalle auf ihr daher nicht notwendig
periodisch.
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reprisentiert werden. Sieht man von der Orientierung ab, so tritt fiir amphi-
drome normale. Querschnitte, und nur fiir diese, eine Reduktion auf die halbe
Anzahl Kongruenzklassen ein, indem die einen amphidromen Querschnitt ohne
Riicksicht auf die Orientierung in sich iiberfihrende Untergruppe von T die
Ordnung 2 hat, wobei ihre beiden Elemente zu verschiedenen Restklassen [x°]

n

und [rg] von 7 nach F gehdéren.

Die Querschnittlinge d ist nach (135, 1) eine Invariante der Kongruenzklasse,
aber im Allgemeinen nicht der Aquivalenzklasse. Definiert man jedoch durch
Mittelbildung tiber alle Kongruenzklassen, die ja durch (13, 2) repriisentiert werden,
die mzttlere Querschuittlinge

n—1

T3 v/ :£ r r ’
(15,3) 5(5,8) =L 3 608,08,

r=0

so erhilt man offenbar eine Invariante der Aquivalenzklasse. (15,3) gilt auch
fir amphidrome Querschnitte, doch kommt man fir diese natiirlich auch durch
Mittelbildung iber die halbe Anzahl zum gleichen Ergebnis. Man hat also fiir
beliebiges t<= T’

(15, 4) 8 (£8, t87) = 6* (S, 8).

Wegen des festen Nenners » haben auch die Zahlen 6* keine Hiufungswerte.
Es gibt daher ein kleinstes d* sowohl absolut, d. h. bei freigelassenen Aquivalenz-
klassen 7'S und 7'S’, als auch relativ zu vorgeschriebenen Aquivalenzklassen
TS und TS8'. 1st 7S=T8’, so ist die Paarbildung natiirlich so zu verstehen,
dass 8’ alle von § verschiedenen Randseiten in T'S durchliuft.

16. Mod 7T einfache Querschnitte.

Nun seien S und S’ ein festes Randseitenpaar mit dem normalen Quer-
schnitt 0. Wie ist fiir ein Element ¢==1 von T die relative Lage von ¢ und
to? Falls S oder S’ bei ¢ festbleibt, oder falls ¢S = 8’, oder falls ¢S == ist,
schneiden ¢ und ¢¢ einander nicht, da sie auf derselben Geraden senkrecht stehen.
Falls ¢S= 38" und gleichzeitig ¢S’ = S ist, fallen ¢ und tc mit entgegensetzter
Orientierung zusammen, und ¢ ist amphidrom. In allen anderen Fillen sind
S, 8" und ¢S, tS’ vier verschiedene Randseiten von Kz, und ¢ und ¢ schneiden

einander oder haben keinen Punkt gemeinsam, je nachdem diese beiden Rand-
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seitenpaare einander trennen oder nicht trennen. Trennen sich diese Paare fiir
kein Element ¢ von 7, wird ¢ als ein mod T einfacher normaler Querschnitt
bezeichnet.

Es soll nun gezeigt werden, dass zu gegebenen (gleichen oder verschiedenen)
Aquivalenzklassen 78 und TS’ immer mod 7 einfache, normale Querschnitte
existieren, indem der folgende Satz bewiesen
wird: Ist der zu S und 8’ gehorige normale
Querschnitt ¢ nicht einfach mod 7, so lidsst
sich S’ durch eine bezgl. 7' iquivalente
Randseite so ersetzen, dass der normale
Querschnitt, den diese mit S bestimmt, eine
kleinere mittlere Querschnittlinge als ¢ hat.
— Ein zu den gegebenen Aquivalenzklassen
gehdriger Querschnitt mit kleinster mittlerer
Querschnittlinge muss nach diesem Satz
mod T einfach sein.

Das Paar S, S’ werde also durch das

Fig. 7. Paar ¢S, ¢S’ getrennt (Fig. 7). o¢ wird
durch to in zwei Stiicke der Linge g, und b, und t¢ durch ¢ in zwei Stiicke der

Linge ¢, und d, zerschnitten. Es ist also
08, 8= a, + b,, S(tS,t8") = ¢y + dy.

Nun iibe man x", 0<7=<n —1 aus. Dann wird das Paar »’S, »"§" durch das
Paar »"tS,x"tS’ getrennt, da die zyklische Ordnung der Grundpunkte auf E
bei %™ erhalten bleibt. Also schneiden sich auch »"¢ und x"te. Mit analogen
Bezeichnungen ay, by, ¢, d- fiir die Querschnittstiicke hat man dann entsprechend

den obigen Gleichungen

38, »"S8")=a, + b, O tS, »tS)=c¢, + d,,
also nach (15, 3)
n—1 n—1
* n_ I * ’ :E
3* (8, 8" " T%O (ar + by), 0% (tS,t8") - Z;,) (cr + dy),

und wegen (15, 4) kann man auch schreiben

n—1

* LA Y ’ :,,L ,
(16,1) 0*(8,8)=d*(t S, t8") 2’l§)(ar+ br + ¢ + dy).
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Andererseits sieht man aus der Figur, dass der kiirzeste Abstand von § und
t S’ kleiner ist, als die aus den Strecken a, und d, bestehende gebrochene Linie.
Denkt man sich noch x" ausgeiibt, so erhilt man

S S, »tS') < ar + dr

80 tS, x" 8') < ¢ + by.
Durch Summation iiber r, Addition und Vergleich mit (16, 1) erhiilt man daher
(16, 2) 0% (S, t8") + 6* (¢S, 8") < 26*(8, 8').

Da man nach (15,4) 6*(¢S,8") durch 6*(S, ' §’) ersetzen kann, kann man
aus (16, 2) schliessen: Behilt man S bei, ersetzt aber S’ durch ¢S’ oder durch
t~18’, so erbidlt man in mindestens einem der beiden Fille eine Verkleinerung
der mittleren Querschnittlinge; w. z. b. w.

17. Der allgemeine Fall des Hauptproblems.

Wir greifen nun unser Hauptproblem, die Konstruktion von 7' als Gruppe
topologischer Abbildungen von K7 auf sich, unter der Voraussetzung an, dass es
mindestens eine mod 7 einfache Achse gibt. Diese Voraussetzung ist jedenfalls
fir ¢ > o stets erfiillt, indem Randseiten von Kp ja mod T einfach sind. Auch
fiir geschlossene Flichen, also fiir ¢ = o, ist sie, wie spiter gezeigt werden soll,
im Aligemeinen erfiillt; es gibt zwar fiir solche einen Fall, in dem sie nicht er-
fiilllt ist, aber dieser stellt, wie sich spiter ergeben wird, etwas sehr spezielles
dar und erfordert gesonderte Behandlung (§ 23—30).

In § 12 wurde die Einteilung von Ky durch » Aquivalenzklassen von mod 7'
einfachen und zu je zweien mod 7 fremden Achsen untersucht. Diese Anzahl
r ist durch die gegebene Gruppe F beschrinkt. Denn zunichst zerfillt jede
Aquivalenzklasse in eine Anzahl =1 von Kongruenzklassen. Sei R die Gesamt-
anzahl von XKongruenzklassen, wobei somit R = r ist. Jeder Kongruenzklasse
entspricht auf der Fliche Ky mod I eine geschlossene geoditische Linie, die
einfach, d. h. ohne Doppelpunkte ist, da eine mod 7 einfache Achse a fortiori
mod F einfach ist. Zwei verschiedene Kongruenzklassen ergeben dabei zwei
verschiedene, nicht homotope geschlossene geoditische Linien ohne gemeinsame
Punkte. Man erhilt also insgesamt R solche. Auf einer Fliche endlichen Zu-
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sammenhangs gibt es aber nur eine beschrinkte Anzahl unter einander nicht-

homotoper, einfacher und zu einander fremder Riickkehrschnitte.

Nun sei

(17,1) A, A, ..., Ar

ein System von bezgl. T indquivalenten Achsen, die einzeln mod 7 einfach und
zu je zweien mod 7 fremd sind, und die in dem Sinne ein maximales System
bilden, dass man nicht eine Achse A,;; so hinzufigen kann, dass das erweiterte
System noch dieselben Eigenschaften hat. Fir ¢ > o kommt unter (17, 1) je ein
Reprisentant jeder Aquivalenzklasse von Randseiten von Kr vor. Betrachtet
man die Einteilung von K durch die Achsenmenge

(17,2) TA, +TA, +---+ TA4,,

so kann man die Maximaleigenschaft des Systems auch folgendermassen aus-
driicken: Ist B ein beliebiger der in K durch die Achsenmenge (17,2} ent-
stehenden Einteilungsbereiche und Tz die zu B gehorige Untergruppe von T
(§ 12), so gibt es in B keine innere, mod T einfache Achse. Denn wire 4,.;
eine solche, so wiirde A,;, durch ein beliebiges Element ¢ von 7' entweder auf
eine A,4+; nicht schneidende Achse von B abgebildet, ndmlich wenn ¢ zu T’
gehort, oder auf eine Achse des von B verschiedenen Bereiches ¢ abgebildet,
nimlich wenn ¢ nicht zu Tz gehort; also konnte man A,.; dem System (17, 1)
hinzufiigen, was der Maximaleigenschaft widersprechen wiirde. — Jede mod 7'x
einfache Achse von B ist also Randseite von B.

Nun erweitert man zunichst nach § 13 und 14 die Gruppe T auf die
Aquivalenzklasse jedes der r Elemente (17, 1). Da diese Aquivalenzklassen
keine gemeinsamen Punkte haben, gehen diese r Erweiterungen unabhingig von
einander und mit dem in § 13 und 14 angegebenen Grad der Freiheit vor sich.
Danach ist 7 nun eine in der gesamten durch Gr abgeschlossenen Achsenmenge
(17, 2) definierte Gruppe topologischer Abbildungen.

Damit liegt auch in der gesamten Randpunktmenge eines Einteilungsbereiches
B die Untergruppe Ts als Gruppe topologischer Abbildungen vor. Das nichst-
liegende Ziel ist, diese ins Innere von B zu erweitern, also T’z als Gruppe topo-
logischer Abbildungen des abgeschlossenen Bereiches B auf sich so darzustellen,
dass sie auf dem Rande von B die bereits konstruierte Abbildungsgruppe T’y ist.
Nachdem dies fiir einen einzelnen Bereich B geleistet ist, ist noch die Erweiterung
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zu einer Gruppe 7 in der ganzen durch B bestimmten Klasse #quivalenter
Bereiche klarzulegen.

T enthiilt eine Untergruppe F von F, und diese ist zufolge der Funktional-
gleichung Normalteiler von T'5. Sei np die Ordnung der Faktorgruppe T'n/Fi.
Das ist die hochste in 75 vorkommende Relativordnung eines Elements, also die
in § 12 als Relativordnung von Tz bezeichnete Zahl, die dort mit A bezeichnet
wurde.

Tp, Fp und np spielen somit fir den Bereich B dieselbe Rolle wie T, F
und » fiir den Bereich Kp. Die Erweiterung von 7'y zu einer Abbildungsgruppe
in B lisst sich daher auffassen als ein Sonderfall der allgemeinen Aufgabe der
Erweiterung von T' zu einer Abbildungsgruppe in Kz, ndmlich der Sonderfall, in
welchem K Randseiten (7 > o) aber keine mod T einfache iunere Achse besitzt.
Daher wird dieser Sonderfall der allgemeinen Aufgabe zunichst im folgenden

Paragraphen behandelt.

18. Erweiterung von 7' auf K; bei Nicht-Existenz von mod 7T
einfachen inneren Achsen und ¢ > o.

S sei eine beliebig ausgewiihlte Randseite von K7, S’ eine von S ver
schiedene, aber mit § bezgl. T dquivalente Randseite derart, dass der von S
nach S’ gerichtete normale Querschnitt ¢ mod 7 einfach ist. Eine solche Wahl
von S’ ist nach § 16 moglich.

Zunichst wird angenommen, dass ¢ nicht amphidrom ist, dass es also kein
Element von T’ gibt, welches S und S’ vertauscht.

¢ sei bezgl. T primir auf 8. Der positive Grundpunkt V; und der negative
Grundpunkt U; von ¢ sind die Endpunkte von 8, und S kann als durch ¢ orien-
tiert betrachtet werden. In Fig. 8 hat man Kr bei Durchlaufung von S zur
rechten Hand. Sei ¢ eines der Elemente von 7, welche S in die mit § dquivalente
Randseite S’ iiberfithren. Dann ist ¢ = gt¢! primir auf S’ und orientiert S’
so, dass Kr zur Rechten liegt. Die Gesamtheit der Elemente von 7, welche S

in 8’ iberfithren, kann in der Form
otr=1"¢

geschrieben werden, wo » alle ganzen Zahlen durchliuft. Keines dieser Elemente
fiihrt 8" in S iiber, da ¢ nicht-amphidrom vorausgesetzt wurde. Die Endpunkte

i



66 Jakob Nielsen.

von {798’ gehoren daher beide dem Bogen V;Uy von E oder beide dem Bogen
Ve U; von IV an', und zwar tritt fir geniigend kleines » das erstere, und fiir
geniigend grosses » das letztere ein. Man kann daher denjenigen Wert », von v
bestimmen, fiir den 198" auf ¥V, Uy und t"*198 auf Vy U, aufsitzt. Bezeichnet

man dann
7= 1"y,

so hat man die in Fig. 8 dargestellte Lage der Randseiten z.8" und #'#.8 und
damit auch der orientierten Querschnitte z¢ und ¢ ze. Also miindet ¢ auf S’

zwischen den beiden Punkten ein, von denen 7o und #'v¢ ausgehen. 7o geht

Fig. 8. Fig. 9.

von einem Punkt zwischen den Einmiindungspunkten von ¢ und #~'o aus. Ubt
man 77! aus, so findet man, dass ¢ auf § zwischen den Einmiindungspunkten
von ¢ und v ¢ 1o =17 lg ausgeht; es ist ja ¥ =oto =gtz

Nun wihle man (Fig. ) auf S willkiirlich einen Punkt P. Da 7 schon als
Abbildungsgruppe auf dem Rand von Kr konstruiert ist, ist die ganze Aquivalenz-
klasse TP schon definiert. Speziell sind P und ¢ tP zwei verschiedene Punkte
von S’. Zwischen diesen wiihle man beliebig einen Punkt @ und zeichne den
gerichteten Querschnitt s =P, der nun im Allgemeinen nicht mehr auf § und
S’ senkrecht steht. Bezeichnet ¢ jetzt ein beliebiges Element von 7', so sei gs
der Querschnitt, der von ¢ P nach ¢@ fithrt. Es wird nun behauptet, dass s

' Bogen des Randkreises F werden durch Anfangs- und Endpunkt bezeichnet, wobei rechts-
liufiger Umlauf um E voransgesetzt sei.
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einfach mod 7 ist, d. h. fiir kein ¢<= T von ¢s geschnitten wird. Das sieht
man durch Betrachtung folgender Einzelfille:

1) Ist pS=3S, so ist o=1", also ¢S’=1"§’. Fiir »> 0 liegt ¢ P auf PV, und
0@ auf der Randseite £ 8, die zum Bogen V; Uy gehort; also schneidet s nicht s.
Analog fiir » < 0.

2) Ist 08" =8’, so ist o =", und eine analoge Betrachtung ergibt wieder,
dass ¢s nicht s schneidetf.

3) Ist @S =28’ so ist ¢ =t fithrt also von #”7 P nach einem Punkt der
Randseite ¢*z8’. Fiir » >0 liegt "z P auf QVy, und die Randseite {*7z S
gehort zum Bogen VyU;. Also schneidet oo nicht o. Analog fir » =< o.

4) Ist 9§ =S, so bemerkt man durch Ausiibung von ™, dass P zwischen
t1@Q und 71t 'Q={"'71Q liegt, und nach dem in Fig. 8 iiber die Rand-
seitenlage gefundenen ergibt sich auch hier kein Schnittpunkt.

5) Liegt keiner der Fille 1)—4) vor, so sind S, 8 und 98, 98 vier ver-
schiedene Randseiten von Ky, und die beiden Paare trennen einander nicht, da
der normale Querschnitt ¢ nicht von gg geschnitten wird. Dann wird aber auch
s nicht von ¢s geschnitten.

Damit ist gezeigt, dass der Querschnitt s in der Tat mod T einfach ist.

Wie fiir den normalen Querschnitt ¢ gilt auch fiir den Querschnitt s, dass
seine Aquivalenzklasse T's in n Kongruenzklassen zerfillt, die entsprechend (13, 2)

durch
s, us, x%s, ..., ¥ ls

reprisentiert werden. Dementsprechend ergibt sich die Brweiterung von T auf
T's, die wir nun vornehmen wollen, — in den Endpunkten liegt sie ja schon
vor — hier in sehr einfacher Weise: » bezeichne eine beliebig gewihlte topolo-
gische Abbildung des gerichteten Querschnitts s auf den gerichteten Querschnitt
xs, von xs auf x%s, ..., von «" 25 auf »*!'s. Um x auch auf x* !¢ zu definieren,
setzt man dort

v = frx Vg

da ja x"=f in T sein sollte. Damit ist » in einem Fundamentalbereich fur F
in Ts erklirt. Durch die Funktionalgleichung, x fx = frx2 wird » danach in
ganz 7's erklirt. Ein beliebiger Querschnitt aus T's ist nun durch ein beliebiges
Element von I auf denjenigen Querschnitt topologisch abgebildet, auf den seine
Endpunkte bereits abgebildet waren, und die Funktionalgleichung ist dabei
erfiillt.
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Noch einfacher spricht sich diese Erweiterung aus, wenn man auf die Frei-
heit in der Wahl der topologischen Abbildung verzichtet, indem man sie, wie
friher schon angedeutet, speziell wihlt: Bildet man einen beliebigen Querschnitt
aus T's durch ein beliebiges Element o< T lénear auf den Querschnitt ab, auf
den seine Endpunkte bei ¢ abgebildet sind, so ist das eine richtige Erweiterung
von 7 auf Ts, denn die Funktionalgleichung wird dabei von selbst erfiillt.

Duarch die Querschnittmenge T's wird Kr in nichteuklidisch-konvexe Bereiche
zerschnitten, deren Rand aus geradlinigen Stiicken gebildet wird. Diese sind
nimlich 1) Querschnitte, 2) Stiicke von
Randseiten aus der Aquivalenzklasse 7'S,
die zwischen einem Ausgangspunkt und
einem Einmiindungspunkt von Quer-
schnitten liegen, 3} eventuell iiberdies
noch Randseiten von Ky, die nicht zur
Aquivalenzklasse 7S gehoren.

Nun betrachte man (Fig. 10) den-
jenigen Kinteilungsbereich C, der an s
grenzt und bei Durchlaufung von s zur
Linken liegt. Aus der Figur sieht man,
dass dasjenige polygonale Randstiick R

von O, zu dem s gehért und das ab-
Fig. 10. wechselnd aus Randstrecken erster und

zweiter Art gebildet wird, durch 7 so auf

sich abgebildet wird, dass es dabei um zwei Strecken vorwirts riickt. Ist also
7 von endlicher Ordnung A, so ist R ein konvexes Polygon mit 24 Seiten und
bildet den vollstindigen Rand von . Angenommen, 7 sei von unendlicher
Ordnung. Dann hat B unnendlich viele Seiten, diese hiiufen sich gegen die Grund-
punkte von z, und die Achse 4, von 2 gehort zu C. Das Randstiick B verlduft
in einem Abstandsstreifen von A4,. Dann ist 4, einfach mod 7. Denn man
nehme an, A, wiirde von ¢4,= A, geschnitten. Dann betrachte man den-
jenigen Einteilungsbereich C* der links von s"=ps liegt. Fir diesen spielt
" = p7o~! dieselbe Rolle, wie 7 fiir (. Es ergibt sich also ein polygonales
Randstiick R* von C* in einem Abstandsstreifen von A, =¢4.. Da sich 4,
und A, schneiden, miissen. sich die beiden Abstandsstreifen, also auch R und
R* schneiden, und das ist unmoglich, da das von R und A4, umschlossene Gebiet -
ganz zu C gehort. Also ist A, mod T einfach und darum nach der Voraussetzung
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dieses Paragraphen Randseite von Kp und damit auch von C. Der vollstindige
Rand von C wird also im Falle eines = von unendlicher Ordnung durch R, 4.
und die Grundpunkte von 7 gebildet.

Sowohl bei endlicher wie bei unendlicher Ordnung von 7 gilt, dass C links
von allen zu seinem Rand gehorigen gerichteten Querschnitten aus der Menge
T's liegt, und ferner, dass = primér in T ist. Wire nidmlich 7 nicht primir, so
konnte man ein Element ¢< T, von dem 7 eine Potenz ist, so wihlen, dass das
Randseitenpaar ¢S, ¢7v8 das Paar S, ¢S trennte, und dann wiirden s und ¢s
einander schneiden.

Fiir den anderen an s grenzenden Einteilungsbereich C’ spielt ¢ =<t =1tz
dieselbe Rolle, wie 7 fiir €. Hierbei liegt C’ rechts von allen zu seinem Rand
gehorigen Querschnitten.

Aus der obigen Betrachtung geht zugleich hervor, dass durch ein beliebiges

Element ¢ von 7 der vollstindige Rand von € auf den vollstindigen Rand des
links von gs liegenden Einteilungshereiches abgebildet wird. Man kann diesen
Bereich daher in eindeutiger Weise durch ¢ C bezeichnen. Somit reproduziert
sich die durch 7's bewirkte Einteilung von Kp bei ganz 7. Insbesondere bilden
diejenigen Elemente ¢ von 7, fiir welche ¢ C=C ist, eine Untergruppe I¢ von T.
Fir ein solches ¢ muss s auf einen zum Rand von C gehdrigen Querschnitt ab-
gebildet werden, und diese werden durch die Menge t*s erschopft. Also wird
T¢ von 7 erzeugt; ebenso wird T¢ von 7' erzeugt. Wiihlt man in einem belie-
bigen Bereich der Einteilung eine zu T's gehorige Randstrecke, so lisst sich
diese durch ein Element von T auf s abbilden, und der Bereich muss dabei C
oder C’ entsprechen, je nachdem er links oder rechts von der gewiihlten Rand-
strecke liegt. Man sieht daher:

Die durch T's hervorgebrachten Einteilungsbereiche zerfallen in genau zwei
Aquivalenzklassen. Die zu einem Einteilungsbereich gehorige Untergruppe von
T ist entweder zyklisch oder frei mit einer Erzeugenden.

Es ist nun leicht, durch einen letzten Schritt zu einer Einteilung zu gelangen,
bei der die zu den einzelnen Bereichen gehorigen Untergruppen von 7 nur aus
der Identitit bestehen:

Wir wollen den Bereich C unterteilen und nehmen zuniichst an, dass z von
unendlicher Ordnung ist. Man verbindet (Fig. 11) einen auf S zwischen P und
7' ¢ gewihlten Punkt X mit einem beliebigen Punkt ¥ von A, durch einen
Querschnitt r. Das Bild ¢r von » bei o< T soll der die Punkte ¢ X und ¢Y
verbindende Querschnitt sein. Dann ist r einfach mod 7. Denn in C hat r



70 Jakob Nielsen.

nur die Bilder 7*7, — 0 <y <, und diese treffen » nicht; siehe die Figur.
C wird dureh T¢r und entsprechend die ganze Aquivalenzklasse T C durch 7T'»
in Sechsecke eingeteilt. Sei D das an s stossende. Man erweitert nun un-
mittelbar 7' auf T'», wie dies oben bei s geschah, etwa linear. Die Einteilung
reproduziert sich dann bei 7. Dass die zu D gehérige Untergruppe von 7' nur
aus der ldentitit besteht, sieht man z. B. daran, dass D nur eine zu 7's gehorige
Randseite hat.

Sodann nehmen wir an, dass ¢ die endliche Ordnung A hat (Fig. 12). Dann
muss A > 2 sein, da 7 sonst S und S’ vertauschen wiirde, was der Anfangs-

TS

Fig. 11.

voraussetzung eines nicht amphidromen Querschnittes widerspriche. C ist ein
2i-Eck. Man wihle in C beliebig einen Punkt Y und setze fest, dass

Y=2Y=22Y = - =q¢1Y
sein soll. Tst nun %=,u, so wihle man in xC, x*C, ..., »1C willkiirlich
Punkte, die mit xY, »*Y, ..., »*"1Y bezeichnet werden. Nun ist jeder mit C

bezgl. T dquivalente Bereich C* mit einem der u Bereiche
C, »C,..., »1C
bezgl. F dquivalent, 4. h. kongruent. Ist
C'=kxwC, o=q=p—1, kcF,
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so bestimme man in C* den Punkt £x¢Y. In der so bestimmten Punktmenge,

die wir 7'Y nennen, wird nun die Abbildung » durch
wkndY =krtt'Y
definiert, falls ¢ < p—1 ist. Wie in (13, 5) gibt es eine Darstellung
wW=g1’, o<o=Ai—1, gc<F|
(der Wert 6 = 0 kommt hier nicht in Frage), und man setzt
wkn ™ Y =krgeY =Fkig Y.

Damit ist die Abbildungsgruppe T in ganz T'Y erklirt.

Nun wiihlt man wieder einen Punkt X auf S zwischen P und z—!¢ und
bezeichnet mit » die Verbindungsstrecke X Y. Fiir beliebiges ¢ 1" sei g7 die
Verbindungsstrecke von ¢X und ¢Y. Dann ist r einfach mod T, abgesehen
vom Endpunkt Y, deun von Ty liegen nur "7, 0 =y =1 —1, in C, und diese
haben nur Y gemeinsam. Man kann daher sofort 7' auf 7'» erweitern, etwa
linear.

Unter den durch T» in T C entstehenden Einteilungsbereichen, die alle
Finfecke sind, sei D der an s grenzende. Wieder gehort zu dem Bereich D
nur die Untergruppe 1 von 7. Der vollstindige Rand von [} wird durch ein
von der Identitit verschiedenes Element von 7' auf den vollstindigen Rand eines
von D verschiedenen Bereiches abgebildet; dieser kann durch das Bild der allein
zu T's gehdrigen Randstrecke s des Fiinfecks D bestimmt werden.

Die Erweiterung von 7 auf 7C wird nun fiir ¢ von endlicher oder un-

endlicher Ordnung gemeinsam besprochen. 7z sei von der Relativordnung 4,
lu=mn, *=g¢g1°, O=0c=pu-—I.

Sei 7 eine topologische Abbildung von D auf D, von 7D auf +°D, ...,
von ¢*2D auf +** D, die sich an die auf dem vollstindigen Rand dieser Bereiche

gegebene stetig anschliesst. Wir betrachten nun die Bereichmenge
(18, 1) M=D+«D+ D+ -+ 21D,

die fir ein z von endlicher Ordnung den vollstindigen Bereich C und fiir un-
endliche Ordnung von t einen Teilbereich von C ausmacht. Der Bereichmenge
M entspricht in x7C, 0 < ¢ =< p—1, eine ebensolche Bereichmenge, die durch
die Abbildung der Riinder der Teilbereiche, die ja bereits vorliegt, vollstindig
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bestimmt ist; wir bezeichnen diese mit M,. Nun sei x eine topologische Ab-
bildung von M auf M, von M, auf M,, ..., von M,y auf M, , die sich an
die auf den Rindern der Teilbereiche gegebene stetig anschliesst.

(18,2) M+ M+ -+ M

ist ein Fundamentalbereich fiir ¥ in T C, und die Erweiterung von I auf 7'C
ergibt sich nun fast wortlich wie in § 13. Es wird geniigen anzugeben, dass
hier = statt ¢, D statt s und M statt S steht. Es ist 2t =h<F, wobei i fir
ein ¢ von endlicher Ordnung die 1 ist. Nach Auslassung der abgeschlossenen
bezw. halboffenen Randstrecke z» (fiir ein z von wunendlicher bezw. endlicher
Ordnung) ist D ein Fundamentalbereich fiir 7 in T C.

Ganz entsprechend, und unabhingig von der Konstruktion in T C, wird T
auf die Aquivalenzklasse 7'C’ des rechts von s gelegenen Binteilungsbereiches
O’ erweitert. Die beiden Erweiterungen schliessen sich stetig an einander, da
TC and T C’ nur lings T's aneinander grenzen und beide Erweiterungen auf I's
ja mit der dort bereits vorliegenden Gruppe I iibereinstimmen.

Damit ist dann T von Gy zu einer in ganz Kp + G bestehenden Gruppe
topologischer Abbildungen erweitert, wie es verlangt war. Zur Verdeutlichung
des Ergebnisses sei noch das folgende hinzugefiigt:

Der Teilbereich D von C bildet mit dem entsprechenden Teilbereich D’ von
C’ zusammen einen Fundamentalbereich fir 7 in Kr, wenn man, wie oben an-
gegeben, eine geeignete Menge von Randpunkten fortlisst. Identifiziert man
bezgl. T iquivalente Randpunkte von D + D', so entsteht die Modulfldche Kr
mod T der konstruierten periodischen Abbildung, und Kr mod I'ist eine regulire
Uberlagerungsfliche mit 2 Blittern iiber K mod 7. Je nach den Ordnungen
oder Relativordnungen von ¢ und 7', die von einander unabhingig sind, ergeben
sich fiir gegebenes n eine endliche Anzahl von Typen dieser Uberlagerung.
Identifiziert man in den Figuren 11 bezw. 12 die Punkte von » mit den ent-
sprechenden von zr, so hat die aus 1) entstehende Fliche das Geschlecht Null
und zwei bezw. eine Randkurve. Analoges gilt fiir die aus D’ entstehende Fliche.
Figt man diese beiden Flichen lings des Randstiickes s zusammen, so hat die
entstehende Modulfliiche das Geschlecht Null. Die zu den Randseiten S und §
von Kr gehorigen Randstiicke von I und D’ schliessen sich dabei zu einer
Randkurve der Modulfliche zusammen (Fig. 13). Sind ¢z und 7’ beide von un-
endlicher Ordnung, so ergibt das auf A4, gelegene Randstiick von D und ebenso
das auf A4, gelegene Randstick von D’ je eine weitere Randkurve der Modul-
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fliche, und diese ist also homoéomorph einer Kugelfliche, aus der drei Elementar-
flichenstiicke entfernt sind (Kugel mit drei Loéchern). Dabei ist Kr mod F
unverzweigt iiber Kr mod 7. Ist dagegen 7 von endlicher Ordnung, so entsteht,
wie man aus Figur 12 sieht, aus dem Eckpunkt ¥ von D ein Punkt der Modul-
fliiche, iiber welchem Ky mod F verzweigt ist, indem je 1 Blitter um den Ver-
zweigungspunkt zusammenhingen. Wenn also = oder 7’ bezw. beide von endlicher
Ordnung sind, so werden eine bezw. zwei Randkurven der oben gefundenen
Modulfliche durch Verzweigungspunkte ersetzt.

Fig. 13. Fig. 14.

Zu Anfang dieses Paragraphen wurde angenommen, dass der von S nach §’
filhrende normale und mod 7 einfache Querschnitt ¢ nicht amphidrom sei. KEs
bleibt die Anderung der Konstruktion kurz zu besprechen, die erforderlich ist,
wenn ¢ amphidrom ist.

Sei z das eindeutig bestimmte Klement von 7', welches S und S’ vertauscht.
Dann ist ¢*==1. Ist wieder ¢ bezgl. T primir auf S, so ist ¢’ =vts ! =tz
primér auf S'=¢S. Man wihlt wieder (Fig. 14) einen Punkt P willkiirlich auf S.
Dann ist 7 P zufolge der schon auf den Rand von K erweiterten Abbildungs-
gruppe 7' ein bestimmter Punkt von §’. Sei s der P und 7 P verbindende, im
Allgemeinen nicht normale Querschnitt. Wir sehen hier von einer Orientierung
von s ab. Fiir beliebiges o= 7 sei gs der ¢ P und g7 P verbindende Querschnitt.
Dann ist s wieder einfach mod 7: Fiir ¢ = {* bezw. ¢ =t'*, v+ 0, also S bezw.
S’ fest bei g, sieht man wie friiher, dass s nicht von ¢s geschnitten wird.
Fir ¢=7 kommt s mit Vertauschung der Endpunkte mit sich zur Deckung.
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Fir ¢8'= 8, o=+ 1, hat man ¢ =7, » % 0, und dabei liegen gz P =P und
08 =18 auf der gleichen Seite von s, sodass gs nicht s schneidet; analog fiir
¢8=2_8', o+ 7 In allen anderen Fillen erhilt man wieder zwei einander
nicht trennende Paare von Randseiten von Ky, da 6 mod 7 einfach war. Also ist s
einfach mod 7.

Die Aquivalenzklasse von s zerfillt hier in g Kongruenzklassen. Man er-

kennt daraus leicht den Grad der Freiheit, den man bei der Erweiterung von T
auf T's hat. Der einfachen Darstellung halber benutzen wir die spezielle Fest-
setzung: Ein beliebiger Querschnitt aus 7's wird bei o< T auf denjenigen Bild-
querschnitt linear abgebildet, auf dessen Endpunkte seine Endpunkte bereits
abgebildet sind. Z. B. wird dann s bei 7 mit umgekehrter Durchlanfung auf
sich abgebildet, wobei der Mittelpunkt Y festbleibt.

Nun betrachtet man wieder die durch 7's bewirkte Binteilung von Ky in
konvexe Bereiche. Alle Eckpunkte der Einteilung gehdren zu 7' P und bilden
ganz T'P. Sei C' einer der beiden an s grenzenden Bereiche. In der Figur ist
ein Teil seiner Berandung angedeutet. Setzt man wieder ¢’ = v¢=t'7, so wird
das Randstiick R von (', zu dem s gehort, wieder so auf sich abgebildet, dass
es um zwei Randstrecken vorwirts riickt. Es kommt also wieder darauf an, ob
7’ von endlicher Ordnung A’ oder von unendlicher Ordnung ist. Im ersten Fall
ist C' ein 22-Eck, im zweiten Fall wird C’ von dem Randstiick R, das un-
endlich viele Seiten hat, der Achse von A,, die mod 7 einfach, also Randseite
von Ky ist, und den Grundpunkten von 7 berandet.

Ein Unterschied gegen den vorigen Fall besteht darin, dass hier die Aqui-
valenzklasse T C’ bereits ganz K» ausmacht; denn jeder Einteilungsbereich enthilt
ja eine mit s bezgl. T dquivalente Randseite, ist also mit einem der beiden an
s grenzenden Bereiche i#quivalent, und diese sind unter sich dquivalent, da sie
sich bei = vertauschen.

Die Konstruktion von T in 7 C’ = Ky geschieht nun im iibrigen genau wie
frither, indem man in C’ einen Teilbereich D’ konstruiert, dessen zugehorige
Untergruppe von T nur aus der Identitit besteht.

Im Grunde ist dieser Fall eines amphidromen Querschnitts nur eine Aus-
artung des erst betrachteten Falls eines nicht-amphidromen Querschnitts und
lisst sich unter diesen durch folgende Betrachtung subsumieren: Bei nicht
amphidromem Querschnitt musste 7, wenn es von endlicher Ordnung war, eine
Ordnung A = 3 haben, wobei C ein 2A-Eck bildete. Liisst man hier auch den
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Wert A==2 zu, so muss C ein Viereck werden, von dessen Seiten zwei gegen-
iibérliegende auf S und §' liegen, wiihrend die beiden anderen von Querschnitten
gebildet werden, von denen der eine von S nach S§’, der andere von S nach S
gerichtet ist. Bei unserer Konstruktion gibt es aber immer nur einen Querschnitt
zwischen S und §'. Man wird also zu einer Ausartung des Vierecks durch
Zusammenfall von zwel Gegenseiten gefiihrt, sodass das Viereck zu einer doppelt
durchlanfenen Strecke, eben dem amphidromen Querschnitt, wird. Der in dem
2-Eck enthaltene Punkt Y, der zu einem Verzweigungspunkt der Ordnung 2
filhrte, wird bei der Ausartung zum Mittelpunkt Y von s, der bei der Uber-
lagerung von Kr mod 7' durch Ky mod F einen Verzweigungspunkt der Ordnung
2 hervorruft. Auch die Reduktion der Anzahl von Aquivalenzklassen der Ein-
teilungsbereiche von 2 auf 1 wird dadurch verstindlich, indem im amphidromen
Fall die Querschnittmenge T's selbst die eine Aquivalenzklasse vertritt.

19. Erweiterung von T auf K, bei Existenz von mod T ein-
fachen Achsen.

Wir kehren nun zu dem allgemeinen Fall von § 17 zuriick. Voraussetzung
ist also nur die Existenz von mindestens einer mod 7' einfachen Achse. Die
Einteilung von K7 durch die Aquivalenzklassen (17,2) eines maximalen Systems
(17,1) von mod T einfachen und paarweise fremden Achsen liegt vor, und 7 ist
auf diese Achsenmenge erweitert.

B sei ein beliebig herausgegriffener Einteilungsbereich, Tz die zu B gehorige
Untergruppe von 7 und 4, das in § 17 mit np bezeichnet wurde, die Relativ-
ordnung von T, d. h. die Ordnung von T3/Fgp oder der damit isomorphen
Gruppe (T'B)/F. Setzt man Au ==, so zerfillt 7B in u konjugierte Kongruenz-
klassen, die durch

(19,1) B, xB, ¥*B, ..., » B

reprisentiert werden; siehe (12, 1).

Nun kann man zunichst nach § 18 die Gruppe T zu einer in B bestehenden
Gruppe von topologischen Abbildungen erweitern, da die Voraussetzungen von
§ 18, wie in § 17 dargelegt, ja hierbei erfiillt sind. Ist nun u > 1, so ist das
gleiche zunichst fiir die iibrigen pu —1 Bereiche von (19,1) zu leisten. Nun
liegt bereits eine topologische Abbildung x des Randes von B auf den Rand von
2B vor. Dadurch werden insbesondere die auf dem Rande von B als Einteilungs-
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punkte benutzten Punkte auf den Rand von » B iibertragen, und man kann dort
die den Querschnitten von B entsprechenden Querschnitte ziehen. Dann kann
man # durch eine etwa wieder lineare Abbildung der Querschnitte von B auf
die entsprechenden von x B erweitern.

Nun ist die Gruppe T.p = x Tpx~! des Bereichs x B der Gruppe T’ isomorph.
Ist das erzeugende Element = der Gruppe I'¢ eines Einteilungsbereiches C in B
von einer endlichen Ordnung, die hier mit A, bezeichnet sei, ist also C ein
2.-Eck, so hat auch die Gruppe 7%c=xTcx™! des entsprechenden Einteilungs-
bereiches x C' in x B eine Erzeugende xzx~' derselben Ordnung A,, und x C ist

. . A . .
ebenfalls ein 2z 1,Eck. Hs sei y,= R wobei man erinnert, dass A= np dem n
T

von § 18 entspricht, wihrend fiir 2, und «, in § 18 A und u geschrieben wurde.
Das in 18 mit x bezeichnete Element ist jetzt ein gewisses Element xz von Tg.
Bei der Erweiterung von 7' auf B nach § 18 wurden dann in den Bereichen

(19,2) C, %, 0, ..., o C
beliebig u. Punkte gewihlt, die mit
(I9a 3) Y, xBY, C zif—l Y

bezeichnet sind. Die Rinder der Bereiche (19, 2) sind durch x auf Rinder ent-
sprechender Bereiche in x B abgebildet, die mit

(19,4) xC, %, C, . ., xx";;—l ¢

zu bezeichnen sind. In diesen wihit man nun je einen Punkt und bezeichnet
ihn beziehungsweise mit

(19,5) 2 Y, xn, Y, ., xx’;)f—l Y,

indem die Punkte (19,5) die Bilder der Punkte (19,3) bei der festzusetzenden
Abbildung % von B auf x B sein sollen. — Ist 7 dagegen von unendlicher Ord-
nung, so sind die mit den Bezeichnungen (19, 3) versehenen Punkte Randpunkte
von B, ihre Abbildung durch x ist also bereits festgelegt. (Es ist m.a. W. die
Willkiir in der Wahl von Y als ¢nnerem Punkt von C im Falle eines 7 von
endlicher Ordnung, die diese genaue Festsetzung der Bildpunkte (19, 5) von (19, 3)
bei x erforderlich macht.)
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Die in § 18 durch den Buchstaben X gekennzeichneten Punkte liegen alle
auf dem Rande von B, ihre Bilder bei x sind also definiert. Also kann man
nun auch die zur Herstellung der D-Bereiche verwendeten Teilungslinien der
Bereiche (19,2) (also die mit » = X Y u. s. w. bezeichnete Linien der Figuren
11 und 12) durch eine etwa lineare Abbildung x auf die Bereiche {1g,4) iiber-
tragen. Wie in (18, 1) und (18, 2) bestimmt man nun einen Fundamentalbereich
fir Fg in 75 C, bestehend aus A, u,=Ai D-Bereichen. Die bereits auf den
Rindern dieser 4 D-Bereiche vorliegende Abbildung » erweitert man beliebig topo-
logisch auf das Innere. Dann kann man danach durch die Funktionalgleichung
xf=frx eine Abbildung » von ganz T3 C auf die entsprechende Bereichmenge
in x B erzielen.

Ist der zur Einteilung von B verwendete Querschnitt amphidrom, so erschopft
TpC ganz B. Ist er nicht amphidrom, so gibt es noch genau eine weitere
Aquivalenzklasse 75 (" von Bereichen, und diese wird ganz entsprechend behan-
delt. Danach ist dann die Abbildung » des Bereiches B auf den Bereich x I3
hergestellt, und » Tgx ist also als Gruppe vou topologischen Abbildungen von
x B in sich dargestellt.

Ist u > 2, so setzt man in der gleichen Weise » als topologische Abbildung
von x B auf x*B, von »*B auf »*B, ..., von »* 2B auf z*~1B fest. Um nun x
auch in »*'B zu erkliren, wiihlt man in Tp ein zur Restklasse [x“] gehoriges
Element. p ist ja der kleinste positive Exponent, fiir welchen 7z in [x#] vertreten
ist. Sei @ ein solches Element von 7Tx. Es gibt also ein g< F so, dass

w=ge
ist. Gehort der Punkt x zu »“' B, so setzt man

rx =ty g = gy t—1yg

und das ist definiert, da x~“—Vz zu B gehort.

Da jeder Bereich der Aquivalenzklasse T B mit einem der u Bereiche (19, 1)
kongruent ist, kann man danach mittels der Funktionalgleichung die ganze
Grupy . T auf ganz T B erweitern.

Lirschopft die Aquivalenzklasse 7B nicht ganz Kr, so wende man dasselbe
Verfahren auf eine zweite Bereichklasse an und fahre so fort, bis man nach
erdlich vielen Schritten zu HEnde kommt. Da die Abbildung zweier Nachbar-
bereiche auf der ihnen gemeinsamen Achse aus der Menge (17,2) mit der dort
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im Voraus konstruierten iibereinstimmt, ist es sichergestellt, dass die Gruppe T
dabel aus in ganz Ky stetigen Abbildungen besteht.

Dadurch ist das Hauptproblem unter der in § 17 gemachten Voraussetzung,
dass es mindestens eine mod 7 einfache Achse gibt, gelost. Wenn wir aunch
die Allgemeinheit der Konstruktion stellenweise dadurch eingeschrinkt haben,
dass wir zur Vereinfachung der Ausdrucksweise von linearen Abbildungen Ge-
brauch machten, so wird der Grad der Freiheit in der Konstruktion von 7' in
Ky doch geniigend deutlich ans der Darstellung hervorgehen.

Gibt es » indquivalente B-Bereiche, und wihlt man in dem ¢-ten derselben
den in 8§ 18 mit D + D bezeichneten Teilbereich D; + D; aus, — im Fall eines
amphidromen Querschnitts besteht D; nur aus dem Querschnitt, — so bilden

(19,6) D,+D,+Dy+ D+ +D,+ D,

einen Fundamentalbereich fiir 7 in Kr, wenn man die Randpunkte von (19, 6)
geeignet mitzihlt. Durch Identifizierung bezgl. T #quivalenter Randpunkte von
(19,6) erhilt man die Modulfliche Kr mod T, die nun auch positives Geschlecht
erhalten kann. Sie hat so viele Randkurven, wie es bezgl. T Aquivalenzklassen
von Randseiten von Kr gibt.

20. Mittlere Verschiebungslinge.

Die dargestellte Losung der Aufgabe, T als Abbildungsgruppe in Ky zu
konstruieren, beruhte auf der vorausgesetzten Existenz einer mod 7T einfachen
Achse. Es bleibt also die Berechtigung dieser Voraussetzung zu untersuchen.

Um die Existenz mod T einfacher Querschnitte nachzuweisen, wurde in § 15
eine Mittelbildung der Linge normaler Querschnitte fiir ein vollstindiges System
(15,2) von inkongruenten innerhalb einer Aquivalenzklasse vorgenommen und in
§ 16 bewiesen, dass ein Querschnitt mit kiirzester mittlerer Linge mod T
einfach ist. Es soll nun zum Nachweis der Existenz mod 7T einfacher Achsen
dasselbe Verfahren auf Verschiebungslingen statt Querschnittlingen angewandt
werden. Doch liegen die Verhiltnisse bei Achsen etwas verwickelter als bei
Querschnitten.

Sei t ein Element unendlicher Ordnung in 7' mit der Relativordnung ! und
t'=f< K. Dann ist nach (8,1) die Verschiebungslinge L; von ¢ durch

(20,1) L= ]I L;
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definiert. Sei A die Multiplizitit von ¢, d. h. nach § 10 die Relativordnung des
primiren Elements, von dem ¢ eine Potenz ist. Ist Ap =n, so zerfillt nach
§ 11 die Aquivalenzklasse von ¢ in u konjugierte Kongruenzklassen. Wie in
§ 11 bemerkt, haben kongruente Elemente gleiche Verschiebungslinge, sodass
man von der Verschiebungslinge einer Kongruenzklasse sprechen kann. Wir
definieren nun:

Der Mittelwert der Verschiebungslinge der p durch ¢ bestimmten Kongruenz-
klassen wird mit L} bezeichnet und mittlere Verschiebungslinge von t genannt.

L* ist eine Invariante gegeniiber Transformation innerhalb I. Denn in T
konjugierte Elemente gehoren zu derselben Aquivalenzklasse, bestimmen also
dasselbe System von Kongruenzklassen.

Die Zahlen L* haben keine Hiufungswerte. Denn die Zahlen L haben nach
§ 9 keine Hiufungswerte, und zwischen diesen findet Mittelbildung iiber eine
durch » beschrinkte Anzahl statt.

Reprisentanten der u konjugierten Kongruenzklassen erhilt man nach § 11
durch Transformation von ¢ mit »”, o=y =y —1, und diese Elemente haben
alle die Relativordnung /. Also ist

=1

(20’ 2) L?: E’ 2 L%mt‘/,_v bl
“ =0

und nach (20,1) kann man auch schreiben

t—1 t—1
¢ 1 £

s 1 -1 )
(2Ov 3) Lt - yl Z Lz"fx_" = Hl go L}]m .

p=0
Ferner kann man, ohne u bestimmen zu miissen,

n—1 n—1
1

« 1 x _ I
(207 4) Li = " Z-,O Lz"tx“‘" - 'IZZJOL/I"

schreiben, denn in (20,4) wird jede Kongruenzklasse . Male gezihlt, was ohne
Binfluss auf die Mittelbildung ist.
Fir Elemente der maximalen Multiplizitit A=1n ist L*= L, da p=1 ist.
Es sei bemerkt, dass auch fiir Elemente von I die mittlere Verschiebungs-
linge im Allgemeinen von der gewdhnlichen verschieden ist, ndmlich im All-
gemeinen nur dann L*= L ist, wenn das Element die Multiplizitit » hat, also
n'® Potenz eines Elements von T ist. Hat das Element eine kleinere Multiplizitiit,
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gso ist g >1, und es findet Mittelbildung statt. Doch kann natiirlich »zufillig»
der gemittelte Wert gleich dem urspriinglichen sein.

Erhebt man ein Element ¢ unendlicher Ordnung zur s»**® Potenz, so ist die
mittlere Verschiebungslinge von ¢ das |7|fache derjenigen von f. Denn wenn
auch ¢ eine kleinere Relativordnung als ¢ haben kann, so gilt nach (8,4)

Lt" == I 7" Lt
und fiir jedes »

L,‘v e e L('ﬂ T T I r I Ln" ta™ "
also nach (20, 4)
n—1 | ” I n—1

* I *
(20’ 5) Ltr:;’l Z Lx"t"x_“'_ Z Lx"'t;\:’_“’:|r|Lt'
»=0

7
v={

21. Ein Hilfssatz.

Zur Erleichterung der Ubersicht in dem folgenden Paragraphen 22, der
iber die Existenz mod 7 einfacher Achsen entscheiden soll, wird in diesem
Paragraphen ein metrischer
Hilfssatz vorweggenommen.

Sei G (Fig. 13) eine
orientierte Gerade der hy-
perbolischen Ebene und 4.,

— oo <y < oo, eine Folge

von orientierten Geraden in
derselben durch G bestimm-

Fig. 15. ten Halbebene, die folgende
drei Bedingungen erfiillen:
1) Jede Gerade A, ist mit G »gleichgerichtet>, d. h. G und A4, iiberqueren
ihre gemeinsame Senkrechte in gleichem Sinn, oder anders ausgedriiekt, eine
positive Strecke auf A, hat auf (/ eine positive Projektion.
2) A,41 schneidet 4, in einem mit 2.4 bezeichneten Punkt derart, dass der
positive Halbstrahl von A,;; in dem Gebiet zwischen .G und A4, liegt.
3) Die Folge 4, kommt bei einer gewissen Verschiebung g mit der Achse

G mit sich zur Deckung; es ist also g4, = A4,;: fiir ein festes &.
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Unter diesen Voraussetzungen sagt der Hilfssatz aus:
(21, 1) Ly < (v, Zos1) + (@1, Togo) + - + (@ors—, Totg).

Daher bedeutet L, die Verschiebungslinge von ¢, und (x,, #,+1) bezeichnet die
mit dem der Orientierung von 4, entsprechenden Vorzeichen gerechnete Linge
der Strecke von z, nach z,i;. — Die rechte Seite von (21,1) ist wegen der
Periodizitit unabhiingig von dem Werte von ».

Da gz, = x,+; ist, ist es klar, dass

L, < I(xv, xv-H)I + ot I(xr+§—'17 xa’+§)l

ist, denn die rechte Seite ist grosser Xg+q AS’-i
als die direkte Entfernung von xz,

nach x,+; und diese ist wieder A?
grosser als L, Wenn also unter

den & Streckenlingen in (21, 1) keine Aen
negativen vorkommen, ist der Satz

trivialerweise richtig. G

Es sei also etwa (x,, zp41) < 0. Fig. 16
Dann miissen A4, und A,y ein-
ander schneiden (Fig. 16). Der Schnittpunkt sei mit x,+, bezeichnet. Wo nun

auch x,_ auf 4,—; und x,+2 auf 4,4, liegen mogen, so gilt

(x()—l) x@) + (.’L‘g, x(;-l—]) + (.Z',\,_H, flf(),}_._))
= (2p—1, Xpy1) + (x‘;+1,xg) + (2, 96'9+1) + (:L'(,H,xz,ﬂ) + (@11, Tpr2)
> (@1, Tpr1) + (Xot1, Tota);

denn man hat die beiden positiven Glieder (p+1,%,) und (%o+1,zp+1) fortgelassen,
und deren Summe ist nach der Dreiecksungleichung grosser als der numerische
Wert des ebenfalls fortgelassenen negativen Gliedes (z,, o+1)-

Indem man also 4, und alle ihr bei den Potenzen von g entsprechenden
Geraden fortlisst und dementsprechend A,+. als den Nachfolger von 4, auf-
fasst, wodurch :c;“ an die Stelle der zwei Punkte x, und z,4, tritt, hat man
wieder eine Geradenfolge, die die Voraussetzungen 1) bis 3) erfiillt, bei der jedoch
£ durch £—1 ersetzt ist. Das Verfahren ist also fortsetzbar und muss nach

endlich vielen Schritten dadurch abbrechen, dass keine negativen Strecken mehr
6
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vorkommen. Insgesamt hat man bei dem Reduktionsverfahren aus der rechten
Seite von (21, 1) mehr positives als negatives fortgelassen und dabei schliesslich
einen Rest erhalten, der > L, ist. Also ist die Richtigkeit von {21, 1) nach-
gewiesen,

Als Korollar erhdlt man, dass die rechte Seite von (21, 1) positiv ist, da
Ly positiv ist,

22. Verkleinerung der mittleren Verschiebungslinge.

In diesem Paragraphen wird ein Verfahren angegeben, das im Allgemeinen
gestattet, aus einem primiren Element unendlicher Ordnung von T, dessen Achse
nicht mod 7 einfach ist, ein anderes primires Element unendlicher Ordnung
abzuleiten, das eine kleinere mittlere Verschiebungslinge hat.

Den Grundgedanken des Verfahrens kann man sich durch folgende Uber-
legung klarmachen, indem man einen Augenblick I’ an Stelle von T treten lisst.
Einer mod F' nicht einfachen Achse entspricht auf der Fliche ¢ = Kp mod I
eine geschlossene geodiitische Tinie ¢ mit mindestens einem Doppelpunkt. Sei P
ein beliebig gewihlter Doppelpunkt von . Durchlinft man o von P aus, bis
man zum ersten Mal wieder nach P zuriickkehrt, so hat diese Teilschleife a,
von a eine kiirzere Liinge als ¢ und weist in P einen Knick auf. a, ist nicht
auf @ auf einen Punkt zusammenziehbar, also nicht homotop Null; a, ist daher
einer geschlossenen geoditischen Linie homotop. Diese ist kiirzer als a,, da «,
einen Knick aufweist, also um so mehr kiirzer als ¢. Die komplementire Teil-
schleife a,, die man erhilt, wenn man nach dem ersten Eintreffen in P gerade-
aus fortsetzt bis zum zweiten Bintreffen in P, ist ebenfalls kiirzer als @, und das
gleiche gilt daher von der mit a, homotopen geschlossenen geoditischen Linie.
Endlich kann man auf ¢ zu einer geschlossenen Kurve g, gelangen, indem man
erst @, und dann in umgekehrter Durchlaufungsrichtung a, durchliuft, was einer
»Umschaltung» der in P zusammenstossenden Kurvenzweige entspricht. Dabei
hat «, die gleiche Linge wie a, aber da ¢, zwei Knicke in P aufweist, ist die
mit a; homotope geschlossene geoditische Linie wieder kiirzer als 4. Man kann
also aus einer mod I nicht einfachen Achse nach Auswahl eines Schnittpunkts
mit einer #quivalenten Achse in dreifacher Weise eine andere Achse ableiten,
die eine kiirzere Verschiebungslinge aufweist. — Tritt nun T an die Stelle von
1", so hat man es nicht mit einer Bewegungsgruppe zu tun, und man hat keine

entsprechende Fliche zur Verfiigung; dadurch wird die Schlussweise etwas
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komplizierter, — u. a. muss man mit der mittleren statt mit der gewdhnlichen
Verschiebungslinge rechnen, — aber der Grundgedanke ist doch ganz analog.

Sei ¢ ein primires Element unendlicher Ordnung von T, ! seine Relativ-
ordnung, ¢ =f<F, Im=mn und A die durch ¢ orientierte Achse von f. Die
Aquivalenzklasse von A zerfillt in m konjugierte Kongruenzklassen; denn ! ist
die Multiplizitit von A, da ¢ primér ist. Hierbei ist 1 =/=n und dement-
sprechend » = m = 1.

Nun soll 4 nicht einfach mod 7T sein. Sei P (Fig. 17) ein solcher Punkt
von A, in welchem A4 von einer bezgl. T dquivalenten Achse geschnitten wird,
die wir mit A_, bezeichnen. Sei 7 ein
solches Element von 7, dass t714A =4,
ist, und die Orientierung von A4 sei durch
7! auf A_, iibertragen; das zu dieser Orien-
tierung gehorige primire Element auf A4
ist dann v '¢z. Dann geht A_; in A durch
¢ und daher auch durch alle Elemente {7, P

— o << g < », und durch kein weiteres A
Element von T iiber.

Zur Festlegung der geometrischen Vor-
stellung darf man annehmen, dass 4 durch LA
A_; von rechts nach links iitberkreuzt wird,
wie esin Fig. 17 gezeichnet ist. Ubt man nun Fig. 17.
7 auf dieses Achsenpaar aus und beachtet,
dass ¢ die zyklische Ordnung und die Orientierung der Grundpunktmenge be-
wahrt, so geht A_; in A und 4 in eine Achse 74 = A, Gber, welche A von links
nach rechts iiberkreuzt. Der Schnittpunkt wird symbolisch mit ¢ P bezeichnet.
Es ist nichts dariiber bekannt, ob A4_; und A, einander schneiden, oder in
welcher Reihenfolge P und 7P auf A liegen; sie konnen eventuell auch zu-
sammenfallen,

Allgemein soll fiir beliebiges ¢<= 7T der Schunittpunkt von ¢ A—; und ¢4 mit
¢ P bezeichnet werden. Dabei ist zu beachten, dass P nur diesen Achsenschnitt
vertritt: Bin anderes Achsenpaar, das sich etwa auch in P schneidet, geht bei
¢ in ein Achsenpaar iiber, dessen Schnittpunkt im Allgemeinen von ¢ P ver-
schieden ist.

Wie in § 21 werden Streckenlingen durch Angabe von Anfangs- und End-

punkt auf Achsen bekannter Orientierung mit Vorzeichen gerechnet. So ist die
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Strecke (P,7P) auf 4 in dem der Figur entsprechenden Fall positiv; die fol-
genden Rechnungen beriicksichtigen aber auch den Fall, dass sie Null oder
negativ ist.

Fiir beliebiges ¢ <= T sind ¢ P und ¢t P zwei Punkte der Achse p4. Indem
die Orientierung auf dieser aus der von A4 durch ¢ iibertragen ist, bezeichnet
(e P, ot P), oder wie wir auch schreiben werden ¢ (P, zP) eindeutig eine Strecken-
linge mit Vorzeichen. Falls 4_; und 4, einander schuneiden, braucht dies Vor-
zeichen nicht notwendig gleich dem von (P,7P) zu sein. Falls jedoch ¢ zu F
gehort, also eine Bewegung darstellt, so sind nicht nur die Vorzeichen gleich,
sondern es gilt sogar (P, ovP)= (P, tP). Wir reservieren die Bezeichnung
»kongruent» fiir zwei Strecken dieser Art, die einander bei einem Element von
F entsprechen.

Die Strecke mit dem Anfangspunkt P und dem Endpunkt zP bestimmt also
eine Aquivalenzklasse. Diese zerfillt in » Kongruenzklassen. Vertreter derselben
erhilt man z. B., indem man die Strecke den Abbildungen

(22, 1) I o, x5 .., xL

b)

unterwirft. An ihrer Stelle kann man auch »n anders gewiihlte Elemente von T
nehmen, wenn sie nur samtliche » Restklassen. von:7T nach F vertreten.

Nun bilden wir die Summe der Lingen von x inkongruenten Strecken und
bezeichnen sie mit a:

n—1 n—1
(22, 2) a= X »(P,aP)= D\« P,xP).
»=0 =0
Dann hat man auch
m—1 —1 .
(22,3) a=3 Nt (PP,
a==0 ﬂ=0

denun die Elemente x*¢* vertreten fir o<e=m—1, 0= g =10-—1, simtliche
Restklassen, da #f fiir o <f =<1[1—1 in einer gewissen Reihenfolge zu den Rest-
klassen [x%, [x™], [«*™], ..., [x*~V7] gehort.

Man kann nun fragen, wie sich die Grosse @ dndert, wenn man z durch ein
anderes der Elemente {77 ersetzt, welche A_; in A tberfiihren. , Zunichst werde
g =1 angenommen, also 7 durch =, = {v ersetzt. Der Punkt P bleibt derselbe
wie zuvor, aber nun #ibernimmt 7, P={zP die Rolle von tP. Der neue Wert
a, von a ldsst sich dann aus (22.3) berechnen:
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m—1 1—1

ay = Z x* 8 (P, tz P)

a=0 (3:0
= Z Z »* (P, vP) + (v P, tz P)]
e
= a + Z x*t¢ (P, {1 P)
e f
= g + 2 x*{(zP,ttP) + (tz P, t*}sP) + --- + (12 P, 2 P)},

also, da die Strecken der geschweiften Klammer alle auf A4 liegen,

a=a+ D\ x*(¢P, t'tP)

also, da #=f und daher x*# = x*f= f,x® ist,
a, =a+ Z (x*z P, frax®zP)

m—1

=a++ ZLfI“‘

a=0

Nun ziehen wir (20,3) heran. Dort bedeutete ! ebenso wie hier die Relativ-
ordnung von £, und es war ul=mn, wo A die Multiplizitit von ¢ war. Diese ist
aber hier I/, da ¢ primir ist, also ist x =m und ul=x. Somit erhilt man

(22, 4) a,=a+ nLi.

Bei Ersetzung von 7 durch ¢z erhiilt a also den Zuwachs »L{. Da {7 mit
7 vollig gleichberechtigt ist, folgt allgemein fiir beliebiges ¢g=o0, dass bei Er-
setzung von z durch #7 die Grosse ¢ durch

(22, 5) ag=a+ gnli

ersetzt wird.

tP ist der Punkt, in dem A4 von {A—, geschnitten wird; siehe Fig. 17.
Dabei ist (P,tP)> o0, wie aus der Abbildung der Grundpunkte von A—; bei ¢
folgt. Uber die Liage von ¢P relativ zu P und ¢P ist aber nichts bekannt.
Analog wie vorher die Strecke (P, zP) betrachten wir nun die Strecke (tP,zP)
und setzen entsprechend (22, 2)
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(22, 6) b= D« (tP,zP)

i Z xt8(tP, 1 P)
— 23 D)

Da mit »*{f auch x*#3¢ alle Restklassen durchliuft, kann man den Faktor ¢ fort-

lassen und erhilt

b= D 2 tf(P,t7 e P)= a,
« f
also nach (22, )
(22,7) b=a—nL

In (22,5) kann man q so wihlen, dass 0 < a, < n L{ wird. Das zu diesem
q gehorige Element #77 ist ein eindeutig bestimmtes aus der Reihe der Elemente,
welche A, in A iiberfilhren. Um die Bezeichnung nicht #indern zu miissen,
withlen wir hinfort dieses Element als das urspriingliche, mit ¢ bezeichnete. Fiir
die zugehérige, durch (22, 2) definierte Grosse a gilt dann

(22, 8) o=a<nli,
und fiir die durch (22, 6) definierte Grosse b gilt nach (22, 7)
(22, 9) —nli=b<o.

Nun soll gezeigt werden: Wenn 7 unendliche Ordnung hat, so hat t© eine
klesnere mittlere Verschiebungslinge als t

Sei 4 die Relativordnung von = und Au=n, ferner t*=g< F. Voraussetzung
ist also g=+1. Die Achse A4,= A, schneidet nicht A4; sonst wiirde das Bild
74 =A4A_; von A bei 77! nicht A schneiden, entgegen der Ausgangsannahme.
Es bestehen nun die beiden Moglichkeiten, dass 4, rechts oder links von der
gerichteten Achse A liegt.

Zunichst sei angenommen, dass A4, rechts von A liegt (Fig. 18). Wir
betrachten die Achsenmenge 4, =1"4, — <y <. Dabei ist dann 4 auch
durch 4, bezeichnet. Die Grundpunkte der Achsen A,, und auch diese Achsen
selbst, hiufen sich fiir » > © gegen ¥, und fiir » > — © gegen U, und treffen
alle nicht 4,. Die positiven Grundpunkte der A4, bilden eine monotone Folge
im Intervall von U, bis V,, ebenso die negativen. Alle 4, sind mit 4. gleich-
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gerichtet. Der im Punkte #**! P beginnende positive Halbstrahl von 4,.; liegt
im Gebiet zwischen A, und 4,. Bei Ausiibung von ¢ wird 4, in A, iber-
gefithrt; also bei Ausiibung von g=1* geht 4, in A,; iiber; und g ist eine
Verschiebung lings A,. Man sieht also, dass die Folge 4, die Voraussetzungen
des Hilfssatzes in § 21 befriedigt. Der Geraden G entspricht hier 4., § hat
den Wert A, und der Schnittpunkt x, trigt hier die Bezeichnung *P. Also

erhilt man, indem man in (21,1) v = 0 setazt,
(22, 10) Ly <(P,zP) + (¢P,o*P) + - + («*1P,2* P),

und die rechte Seite von (22, 10) ist positiv.

Fig. 18. Fig. 19.

Liegt A, links von 4 (Fig. 19), so macht das nur den Unterschied, dass
die A, entgegengesetzt gerichtet sind wie 4.. Wenn man also, um die Voraus-
setzungen von (21, 1) zu erfiillen, alle 4, mit der entgegengesetzten Orientierung
versihe, so wiirde man wieder (22, 10) erhalten. Wir wollen indessen an der
Orientierung von A festhalten und haben daher in diesem Fall (22, 10) durch

(22, 11) L,<—{(P,eP) + («P,2*P) +--- + (+* 1P, 7" P)}

zu ersetzen. Die geschweifte Klammer hat also in diesem Fall einen negativen
Wert.

Ist nun ¢ ein beliebiges Element von 7', und iibt man ¢ auf die Menge der
hier betrachteten Achsen aus, so geht die Achse 4, des Elements z"t7— in die
Achse ¢ A, des Elements g¢¢"tv ¢! und die Achse A, in die Achse ¢A, des
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Elements ¢z¢™! iiber, das ebenfalls die Relativordnung A hat. Dies Element
verschiebt die Folge ¢4, um einen Schritt, und seine A* Potenz gpgo™
Verschiebung lings ¢ A,. Ferner liegt p 4, rechts bezw. links von ¢ 4, je nach-
dem A, rechts bezw. links von A liegt. Nimmt man das erstere an, so erhilt
man auf Grund der gleichen Betrachtung entsprechend (22, 10) die Ungleichung

ist eine

(22, 12) Loge—1 < (eP, ez P) + -+ + (9" P, 01" P)
i—1
= Z(gfz"P, o7t P).
3=0

Lisst man nun hierin ¢ die Elemente »7, 0 =y =< u -1, durchlaufen, wo

u =2 ist, und addiert man die entsprechenden Ungleichungen {22, 12), so er-
) p

hilt man
u—1 p—1 i—1

(22713) 2 Ly gt < Z ny'ld‘(P,’tP).
=0 =0 d=0

Die Elemente 77, 0 <d <1-—1, gehoren in einer gewissen Reihenfolge zu
den Restklassen [x%), [x4], ..., [x*=1#]. Also durchlaufen die Elemente x?7? alle
Restklassen, und die rechte Seite von (22,13) hat demnach den durch (22, 2)
definierten Wert ¢«. Um die linke Seite zu berechnen, schreiben wir zunichst

x‘:’g KT == gn

und beachten ferner folgendes: Es ist nicht bekannt, ob 7 primiir ist. Ist A’ die
Multiplizitit von z, so geht A in A" auf. Setzt man A'u' == g, so muss '
in u aufgehen. Nun besagt (20, 3) mit Verwendung der in diesem Paragraphen

benutzten Bezeichnungen
I w'—1

*__
(22) I4) Lt - ‘ul ) Z L!]]Y'
=0

Hierin ist es statthaft, 4’ durch u zu ersetzen, auch wenn v nicht primir, also

;o . . ¥
¢ ein echter Teiler von u ist. Denn das bedeutet nur, dass man i—:—,=i
Male durch die konjugierten Kongruenzklassen von z hindurchzidhlt und den-
selben Faktor im Nenner hinzufiigt, wodurch an dem Mittelwert nichts geiindert

wird. Also hat die linke Seite von (22, 13) den Wert
ui L =nlLz,
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und (22, 13) ergibt somit
(22, 15) nl; < a.

Liegt A, links von 4, so hat man nach (22, 11) in dieser ganzen Betrachtung
nur das Vorzeichen der rechten Seite zu indern, also erbilt man

nlLt < —a.

Zufolge der getroffenen Wahl von 7 galt aber (22, 8); also ist @ nicht negativ.
Somit folgt, dass A, bei dieser Wahl von ¢ nicht links von 4 fallen kann.
Also ist (22, 15) immer giiltig, und zusammen mit (22, 8) ergibt das

(22, 16) Lr< L

wie oben behauptet. — Ist 7 nicht primiir, so hat das primire Element, von dem
es eine Potenz ist, nach (20,5) eine noch kleinere mittlere Verschiebungslinge.
Zugleich ergibt sich aus (22, 15), dass a > 0 ist. Also kann das Gleichbeits-
zeichen in (22,8) und dann auch in (22, 9) nicht eintreten, wenn = von unendlicher
Ordnung ist.
In gleicher Weise soll nun das Element

(22, 17) T =qct!

untersucht werden, das die Achse

tA =t A=17"14 b
inAund 4 in © A =74 = A, tberfiihrt A
(Pig. 20). Fiir dieses Element spielt
die durch (22,6) definierte Konstante b K tP A
dieselbe Rolle, wie vorher a, denn (¢P,zP) vtP=tP
ist jetzt die Grundstrecke, wie es vorher A
(P, zP) war. Genau die gleiche Betrach-
tung fiihrt daher, falls 7" unendliche Ord-
nung hat, entsprechend (22, 15) auf die

Ungleichung
Fig. 20.

(22, 18) n Ly <—b,

wenn die Achse A, links von A liegt. Das negative Zeichen riihrt daher, dass
A, und A dann entgegengesetzt gerichtet sind. Nihme man A4, rechts von 4
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an, so wiirde man entsprechend auf n Ly < b gefiihrt, was (22,9) widerspricht
und daher auszuschliessen ist. Aus (22, 18) und (22,9) folgt

(22, 10) Ly < L}

entsprechend (22,16). Wenn 7 unendliche Ordnung hat, ist demnach wieder
das Gleichheitszeichen in (22,8) und (22,9) auszuschliessen.
Als dritter und letzter Fall wird nun noch das Element

(22, 20) 7 =7dr=qt"17

untersucht. Es fithrt A, =714 in 7 A = A, iber, iiberspringt also 4. Dem-
entsprechend hat man hier statt der aus einer Achse 4 abgeleiteten Achsenfolge
die aus dem Achsenpaar 4_; und 4 durch die Potenzen von ¢’ abgeleitete
Achsenfolge zu betrachten.

Nun wird wieder angenommen, dass 7’ von unendlicher Ordnung ist. Sei
A’ die Relativordnung von 7"’ und ¢'*'=g¢”" < F, wobei ¢" 1.

Zunichst soll gezeigt werden, dass A4 nicht von A4, geschnitten wird. Das
erfordert eine etwas ausfithrlichere Betrachtung als bei 4, bezw. 4., wo es sich
unmittelbar ergab. Man vergegenwirtige sich zuniichst, dass ¢’ zwei Punkte,
U, und V., von E festlisst und in den beiden dadurch auf E bestimmten
» Verschiebungsintervallen» entgegengesetzte Verschiebungsrichtung hat, da dies
bei ¢g” der Fall ist (Fig. 21). Ein Grenzpunkt z auf E und sein Bild "z
miissen zum gleichen Verschiebungsintervall gehéren, und ihre gegenseitige Lage
muss der Verschiebungsrichtung entsprechen. Dies wird im folgenden auf die
Grundpunkte U_; und V_; von A_; und die ihnen bei ¢’ entsprechenden Grund-
punkte U, und V, von A4, angewendet. Teilbogen von E werden wieder, wie in
der Fussnote 8. 66 angegeben, rechtsliufig gezihlt. In allen Fillen ist also
entweder U1 U, oder U, U—, Teil eines Verschiebungsintervalles, ebenso entweder
ViV, oder V,V_,.

Wenn nun erstens A_; und 4, einander schneiden, so hat man das Bild
der Fig. 22. Wire U, U_; Teil eines Verschiebungsintervalles, so miisste die
Verschiebungsrichtung in diesem linksliufig auf E sein, aber dann koénnte V_;
nicht in V), dbergehen. Also ist U_; U, Teil eines Verschicbungsintervalles, und
dessen Verschiebungsrichtung ist rechtsliufig. Ebenso folgt, dass V_; V¥, einem
rechtsldufigen Intervall angehért. Also sind U—; U; und V_; V, Teil eines und
desselben Verschiebungsintervalles, werden also durch die Grundpunkte von 7"
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nicht getrennt. Diese Grundpunkte liegen also beide in U; V-1 oder beide in
V,U_,. Also schneidet A4, keine der drei Achsen. Die beiden mdglichen Lagen
vou A, sind in PFig. 22 gestrichelt gezeichnet mit Angabe der zu 7"’ gehérigen
Orientierung.

Wenn zweitens 4-; und A, einander nicht schneiden, so hat man das Bild
der Fig. 23. Ist U, U~ Teil eines Verschiebungsintervalles, so ist die Ver-
schiebungsrichtung desselben linksliufig. Dann kann »picht V1 ¥V, Teil eines
Verschiebungsintervalles sein, denn dieses miisste rechtsliufige Verschiebungs-
richtung haben, und die Intervalle haben den gemeinsamen Teil U, V,. Also

U, V,

U ”
_t

Fig. 21. Fig. z2.

muss V, V_; Teil eines Verschiebungsintervalles sein, und zwar desselben wie
U,U—_;. Also liegen beide Grundpunkte von 7z’ in ¥V_; U,. — Ebenso folgt:
Ist U_1 U, Teil eines Verschiebungsintervalles, dann auch V.5V, und beide
Grundpunkte von 7’ liegen in V¥, U_;. — Siehe die gestrichelten Achsen.

In allen Fillen schneidet 4, also weder 4 noch A_;. Die folgenden Be-
trachtungen gelten fiir alle nach den Figuren moglichen Lagen der Achse 4. .

Nun nimmt man als Achsenfolge, die der Folge 4, des Hilfssatzes von § 21
entspricht, die Folge

— f— ’
et A VA Ay, A A, TTA TR A, T4, L

Siehe Figur 24, die einer der moglichen Achsenlagen von A, entspricht. A,»

spielt wieder die Rolle von G und g” diejenige von g, aber 21" hier diejenige
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von £ Die Achsen 1”4 sind entweder alle mit A.- gleichgerichtet (wie in
Fig. 24) oder alle entgegengesetzt gerichtet. Ebenso sind die Achsen ¢’ A_;
entweder alle mit A, gleichgerichtet oder alle entgegengesetzt gerichtet (wie in
der Fig. 24). Um den Hilfssatz anwenden zu konnen, kann man sich eventuell
entgegengesetzt gerichtete fiir einen Augenblick umorientiert denken. Die der
rechten Seite von (21, 1) entsprechenden Teilstrecken sind hier teils (P,zP) und
die bei den ersten A’ — 1 Potenzen von 7’ entsprechenden, teils (zP, "’ P) und
die bei den ersten ’—1 Potenzen von 7"’ entsprechenden. Nun ist nach (22, 20)

(zP, 7" P)=(zP, st s P)=t'(t P, ¢ P),

Fig. 23. Fig. 24.

also ist nach (22,6)

n—1 n—1
D% (@P, 7" P)= D (tP, tP)=b,

y=0 v=0

withrend nach (22,2) X »”(P,7P)=a war.

Man erhilt daher aus der Ungleichung (21, 1)

i—1 -1
(22, 21) Ly <+ 2 7P, TPt Z 7P, 7" P),
d=0 =0

wobei das Vorzeichen des ersten bezw. zweiten Gliedes das positive ist, wenn 4
bezw. 4, mit A, gleichgerichtet ist, sonst das negative.
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Ubt man wieder die Elemente x?,
Oéyé,u”-—l, n =y

auf dieses Achsenbild aus, wobei Gleichrichtung oder Ungleichrichtung erhalten
bleibt, bildet die (22,21) entsprechende Ungleichung und addiert alle &’ Un-
gleichungen, so erhilt man analog wie in (22, 13)

u''—1 u'’—1 a"—1 @' —1a"—1
DQLypr<t D D wd(PP)+ D D@ zP, " P),
y=0 y=0 d&=0 =0 =0

also entsprechend (22, 15)
(22, 22) nliy<tath

Nun ist a —b=mnL{ zufolge (22,7) und |a + b| < nL? zufolge (22,8) und
(22,9). Also ist fiir jede Vorzeichenkombination

rtatb=nlf
und aus (22,22) schliesst man daher entsprechend (22, 16) und (22, 19)
(22, 23) Ly < Lt.

Natiirlich konnen nur solche Fille der Achsenlage A, wirklich vorkommen,
die fiir die rechte Seite von (22, 22) einen positiven Wert zur Folge haben. Der
Fig. 24 entspricht die Vorzeichenkombination, die rechts in (22,22) a—b ergibt,
und dies ist positiv.

23. Der Spezialfall.

Nun wihle man ¢ als ein Element unendlicher Ordnung und kleinster mitt-
lerer Verschiebungslinge in 7. Nach (20, 5) ist ¢ notwendig primir. Ist A; nicht
einfach mod T, so wende man auf ¢t das Verfahren des vorigen Paragraphen an.
Wiire dabei auch nur eines der Elemente 7, 7 oder 7"’ von unendlicher Ordnung,
so ergibe sich wegen (22, 16), (22, 19) oder (22,23) ein Widerspruch, da L{ schon
absolutes Minimum in 7 ist. Man hat daher folgenden Satz:

Entweder gibt es bei gegebener Gruppe 7 mod T einfache Achsen,
oder es gibt ein solches Element ¢ unendlicher Ordnung von 7, fir
welches die Konstruktion von § 22 zu Elementen 7, 7 und 7" fithrt, die
simtlich von endlicher Ordnung sind.
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Die Existenz eines ¢ der letztgenannten Art wollen wir als den Spezialfall
bezeichnen, da sich zeigen wird, dass er in der Tat etwas sehr spezielles ist,
sodass man sagen kann, dass es »im Allgemeinen» mod 7 einfache Achsen gibt.
Es wird sich iiberdies zeigen, — was man aus dem bisherigen noch nicht
schliessen kann, — dass es im Spezialfall keine mod T einfachen Achsen gibt
(§ 30), dass also die beiden Fille des obigen Satzes einander ausschliessen. Ins-
besondere wird sich also ergeben, dass der Spezialfall nur bei geschlossenen
Flichen eintreten kann, und dass er auch fiir solche etwas sehr spezielles dar-
stellt.

Wegen der Nichtexistenz einfacher Achsen fiigt sich die Losung des Problems
dieser Abhandlung fir den Spezialfall nicht der friilieren allgemeinen Lésung
ein, sodass die Konstruktion von 7' als Gruppe topologischer Abbildungen von

K hier auf neuvem Wege gelost werden muss.

24. Eine Ungleichung zwischen den Ordnungen.

Fiir die noch folgenden Paragraphen 24 bis 30 ist nun nach § 23 lediglich
folgendes vorausgesetzt: t ist ein primires Element unendlicher Ordnung von
T mit mod 7T nicht einfacher Achse A, ferner P ein Punkt dieser Achse, in
welchem sie von einer bezgl. T dquivalenten geschnitten wird, und die nach § 22
gebildeten Elemente 7z, 7= ¢t und «"=+17=1¢{""7 sind alle von endlicher
Ordnung.

Die Ordnungen von 7, 7 und 7" seien bezw. mit 1, 2’ und 1" bezeichnet.

Man hat also

(24, 1) 7h=1.
(24, 2) T =1,
(24,3) =
Dabei kann nicht A =2 sein, denn die Achsen 17 '4 = 4_; und 74 = 4, sind

verschieden. Ebenso kann nicht A'== 2 sein, denn ¢ 14 = fo 14 == t4d_ und
4 . - Y ” ) . . . . .
v d=14= 4, sind verschieden. Uber 2" weiss man in dieser Beziehung nichts

spezielles. Man hat also

(24, 4) Az3, V=3, V=
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Es soll nun gezeigt werden, dass die kleinen Werte dieser Ordnungen iiber-
dies durch die Ungleichung

(24,5)

eingeschrinkt werden.

Zuniichst bemerkt man, dass = und ¢ vollig gleichberechtigt auftreten, wie
dies auch aus § 22 hervorgeht. Vertauscht man ihre Rolle, so hat man 7’ =<'z
durch 77’ =77 7' zu ersetzen, und dies ist ebenfalls von endlicher Ordnung,
nimlich von derselben Ordnung A" wie 7”’.

Nun werden die folgenden Fille der Werte der Ordnungen ins Auge gefasst.

1) Bs sei A =2, also ¥"*=1. Wiire nun A =3, also ¢°=1, so hitte man

1

wegen t=1"l7

1 2 __ =12

[ ) 3 ’
T Tt =17 T =T T — T T —

T =1 T.

Das ist unméglich, da 7" von endlicher und ¢ und daher auch z'f{: von
unendlicher Ordnung ist. — Ebenso kann A’ ==3 nicht mit A’ =2 zusammen
bestehen.

B

J gehort, folgt, dass ¢ =17"77! zu

n_n n n_38n _r An
x: ¢ :[7_4] oder zu |x? *]: % 4]: z?

gehort. In beiden Fillen ist ’=4. Ebenso folgt 2 =4, wenn man A’ == 4 vor-

n 3n
Wiire 1 = 4, so gehorte 7 zn der Restklasse [x*] oder zu [x*]. Da 7”7 zu

Wi

aussetzt. Nun bilde man den Xommutator & der beiden Elemente

. r_ [
gt V=171 und t=1""1:
[ [ L 1 ’
k=ar1-g lg-g o177,
: . .
Wegen z* == ¢ == 1 wird dies
7 ! ’ ’
h=zr1 77117

"2 ! 14
und wegen v " =7t 11 T = 1

Mgl

h=adtd =1z

Also miissten die betrachteten zwei Elemente vertauschbar sein. Das ist un-
moglich, weil ¢ und 2#27! primire Elemente auf 4 und der davon verschiedenen

Achse 74 und daher nicht vertauschbar sind.
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Man sieht somit, dass man im Falle 1’=2 stets >4 und A'>4 haben muss;
also ist (24, 5) im Falle " = 2 befriedigt.

2) Zwei der drei Ordnungszahlen sind 3. Zwei der drei Elemente 7z, 7 und

n 2n
7’ gehéren also zu [x3] oder [x3 ] Das dritte ist Produkt der mit den
Exponenten + 1 oder —1 versehenen beiden andern. Da es nicht zu [ =F

gehort, muoss es ebenfalls zu [x3] oder [x'”’] gehoren. Algo ist auch die dritte
Ordnungszahl 3, und man hat

P=1%=4%=1.
Betrachtet man nun denselben Kommutator %, so erhilt man durch Anwendung
dieser Relationen

3

’ ’ ’ r —1
k=t ettt =2t v 1 =1,

also denselben ‘Widerspruch wie oben.
Ist also eine Ordnungszahl 3, so kann keine der beiden anderen 2 oder 3
sein, Diese sind also = 4, und (24, 5) ist somit erfiillt.

3) Kommen 2 und 3 nicht unter den Ordnungszahlen vor, so ist

LLLr
’ l”

il
P

IA
Bl

und (24, 5) ist somit erfiillt.
Damit ist die Giiltigkeit von (24, 5) nachgewiesen.

25. Regularisierung der Untergruppe 7T'.

Nun sei 7' die durch z und «' erzeugte Untergruppe von 7. Sie enthilt
eine Untergruppe I’ von F, den Durchschnitt von F mit 7’. Dabei ist I’
Normalteiler von 7; denn ist f'< F’ und t'< 7', so ist ¢ f 't teils in F
enthalten, da F Normalteiler von 7 ist, teils in 7 enthalten, da sowohl ' wie
f' m T’ gehoren, also im Durchschunitt ' von F und 7’ enthalten. Die Ord-
nung 7’ der Faktorgruppe 7'/F’ ergibt sich, indem man unter den Restklassen
[#}, ¥, ... von T nach F die erste bestimmt, die Elemente von 7' enthilt.
Ist dies [x*], so ist

28,1 v’ = n.
(25,1)
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Ist »" ein Element von 7’ in [x*], so wird 7'/F’ durch die durch x bestimmte
Restklasse von 7 nach F’ erzeugt.

T’ enthilt das Element ¢=1"17, das ja primires Element der Achse 4
war, also alle Elemente von 7T mit der Achse 4 und weiter alle Elemente von 7,
deren Achsen aus A durch Elemente von 7 hervorgehen. 7" enthilt auch das
Element 7' = 7'7.

Es soll nun zunichst eine mit 7’ isomorphe Gruppe 7’ von Bewegungen
der hyperbolischen Ebene konstruiert werden. C

ABC sei ein Dreieck der hyperbolischen
Ebene mit den Winkeln

%‘ bei A, 7; bei B und 77, bei C

(Fig. 25). Die Existenz eines solchen Drei-
ecks ist nach (24,5) sichergestellt, denn nach
dieser Ungleichung ist die Summe der Winkel
< . Mit (AB)=(BA4) wird die Spiegelung der
Ebene an der durch A4 und B bestimmten Ge-
raden bezeichnet. Ihr Quadrat ist die Identitit.

Die Produkte

7=(AB)(4C), 7 =(BC)(B4), 7'=(CB)(C4)

sind Drehungen (elliptische Substitutionen) um bezw. 4, B und C mit Dreh-

2w 27 27 . . . .. .
TR und 7 Orientiert man das Dreieck so, wie in der Figur, so

sind dabei die beiden ersten Drehwinkel rechtsliufic und der dritte linksliufig

winkeln

gezihlt. Analog (24, 1—2—3) erhiilt man

_ i vt
=1 =1, T = 1.

Ferner hat man

7’ =(CB)(CA)=(BC)(BA)(AB)(A0)=7"7

ebenso wie in 7'. Ist C; der Spiegelpunkt von € in 4B, so kann man auch
7" =(BA)(BC,) schreiben. Dann erhilt man

f=7—17=(BC,)(BA)(AB)(40)=(BC)(4C)

und #hnlich mit 7z =(4 C,) (4 B)
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i =77 = (4.0,) (4B) (B4) (BC) = (40) (BO).

Dabei ist 7 analog dem ¢ von T’ gebildet. Wir werden sehen, dass ¢ eine Ver-
schiebung (hyperbolische Substitution) ist.

Nun werde zuniichst angenommen, dass weder 2 noch 1" den Wert 3 haben,
also =4, = 4. Dann sind in dem Viereck A CBC, die Winkel bei 4 und B
recht oder spitz. Die (gleich grossen) Winkel bei C und O, sind spitz, falls
A’ > 2, und recht, falls "= 2. In letzterem Fall sind die Winkel bei 4 und B
beide spitz, denn nach § 24 fiithrt "= 2 mit sich, dass 2> 4 und 1" > 4 ist.
Insgesamt kommen also in A CBC, keine stumpfen Winkel vor, und an rechten
Winkeln kdénnen vorkommen entweder keiner, oder ein einzelner (bei A oder B),
oder ein Paar gegeniiberliegender (bei 4 und B oder bei C und C;). In allen
Fillen haben also zwei gegeniiberligenden Seiten eine gemeinsame Senkrechte,
und diese fillt in das Innere des Vierecks.

Somit ist {=(BC,) (4 C) eine Verschiebung mit der gemeinsamen Senkrechten
A dieser beiden Vierecksseiten als Achse, und das im Viereck verlaufende Stiick
EF ist die halbe Verschiebungslinge. A ist in Fig. 25 mit der durch # be-
stimmten Orientierung gestrichelt eingetragen. Ebenso ist die Achse 7.4 von
7tz ! die gemeinsame Senkrechte des anderen Paares von Gegenseiten; sie ist
in der Figur ebenfalls gestrichelt. Die beiden Achsen gehen durch Spiegelung
an 4B aus einander hervor, schneiden sich also auf AB. Der Schnittpunkt
ist, um die volle Analogie mit den fritheren Bezeichnungen herzustellen, mit P
bezeichnet. P ist demnach der Schnittpunkt von A und 7—'A4. Hier ist die
Bezeichnungsweise nicht symbolisch, wie in 7, denn 7 u.s. w. sind ja bestimmte
Bewegungen der Ebene in sich.

Nun bezeichne @ die Bewegungsgruppe, die durch die drei Spiegelungen
(4B), (BC) und (CA) erzeugt wird. Durch @ geht aus EF offenbar ein aus
vollstéindigen Geraden gebildetes und die ganze Ebene erfiillendes Netz hervor,
das wir als das Netz N bezeichnen. Die den Punkt 4 bezw. B enthaltende
Masche ist ein regulires A-Eck bezw. A-Eck, das durch 7 bezw. 7 um einen
Schritt rechts herum in sich gedreht wird. Die den Punkt C enthaltende Masche
ist ein 21"-Eck, dessen Seiten abwechselnd gleich der des A-Ecks und der des
V-Bcks sind, und dessen Winkel alle gleich sind. Bs wird bei 7’ um zwei
Schritte links herum in sich gedreht.

In @ bilden die aus einer geraden Anzahl von Spiegelungen gebildeten

Elemente einen Normalteiler vom Index 2, den wir mit T’ bezeichnen. Da das
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Produkt zweier der drei Spiegelungen entweder 7%!, 7’*1 oder 7/'+! == (7' 7)%! ist,
wird T’ durch 7 und 7’ erzeugt. N ist das Dehn’sche Gruppenbild von 7”, wenn
man die Bezeichnung v an die geeignet gerichteten Seiten der 4-Maschen und
7 ebenso an die B-Maschen schreibt. Denn jede Operation von T’ ist eindeutig
bestimmt durch die Zuordnung des Netzpunktes P zu dem Netzpunkt, der sein
Bild bei der entsprechenden Operation wird; da die Orientierung der Ebene bei
T’ erhalten bleibt, kann das orientierte Achsenpaar, das sich in P schneidet,
nur auf eine Weise das orientierte Achsenpaar decken, das sich im Bildpunkt
schneidet.

In ganz analoger Weise wurden in § 22 die Elemente von 7, und damit
auch die der jetzt betrachteten Untergruppe 7', durch Achsenschnitte gekenn-
zeichnet. Dabei entspricht nun die Menge der Punkte 7' P der Menge der
Punkte 7’ P umkehrbar eindeutig. Denn auf 4 lagen von diesen die Punkte P
und 7P und alle diesen beiden Punkten bei allen Potenzen von ¢ entsprechenden,
und keine anderen. Das gleiche gilt hier fiir die iiberstrichenen Punkte und
Elemente. Auf den tibrigen Geraden des Netzes N = 7" A liegen Punktreihen,
die aus dieser durch gewisse Elemente von 7’ hervorgehen. Ebenso liegen auf
den iibrigen Geraden des »Netzes» N = 7’ A Punktreihen, die aus der auf 4
gelegenen Reihe durch die entsprechenden Elemente von T’ hervorgehen. Die
Zuordnung der Elemente von 7’ zu den gleichbezeichneten von 7" stellt also
eine Isomorphie zwischen 7’ und T her.

Aus dieser Isomorphie von 7" mit einer Gruppe T’ von Bewegungen der
byperbolischen Ebene lassen sich nun eine Reihe von Folgerungen ziehen.

Dem in 7' enthaltenen Normalteiler F' vom Index #’ entspricht bei der
isomorphen Abbildung ein in 7" enthaltener Normalteiler F”, der ebenfalls den
Index »" hat und ebenso wie F’ aus lauter Elementen unendlicher Ordnung
besteht (abgesehen von dem identischen Element). Nun enthilt 7" keine para-
bolischen Substitutionen, da es nicht beliebig nahe bei einander gelegene Netzeck-
punkte gibt, und die Netzmaschen beschrinkt sind. Also besteht F’ aus hyper-
bolischen Substitutionen. Ferner wird F’ durch endlich viele von diesen erzeugt;
denn das Viereck 4 O BC, ist ein Fundamentalbereich fir 7’; fiigt man zu ihm
seine Bilder bei %', »’%, . .., ¥®=1, wo x das dem am Anfang dieses Paragraphen
eingefithrten Element x’ von 7" entsprechende Element von 7T ist, so erhilt man
einen Fundamentalbereich fiir 7', und die Randseiten desselben entsprechen ein-
ander zu Paaren bei endlich vielen Elementen von F’. Stellt man 7” durch
lineare Substitutionen einer komplexen Variablen # dar, die das Innere I des
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Einheitskreises £ der i-Ebene in sich abbilden, so ist die Konvexfigur von
F’ ganz D, da das Netz N ganz D ausfillt. Somit folgt, dass ) mod F’ eine
geschlossene Fliche eines gewissen Geschlechtes p’ ist. Also ist F” und somit
auch 7’ keine freie Gruppe. Dann ist aber auch F keine freie Gruppe, denn
freie Gruppen haben bekanntlich nur freie Untergruppen. Man sieht daher:
Der Spezialfall kann nur bei geschlossenen Flichen vorkommen.

Da 2=4, =4 und A" =2z ist, haben die A-Ecke, 2-Ecke und 2 1"-Ecke
des Netzes N je mindestens vier Seiten. Sie sind ferner konvexe Polygone.

R

Dann konnen zwei Seiten einer Masche,

die durch eine Seite derselben Masche
. getrennt werden, einander bei Verlinge-
rung nicht schneiden; denn wire das
der Fall, so entstiinde ein Dreieck, bei
dessen eventueller weiterer Zerschneidung
durch andere Netzgeraden immer wieder

mindestens ein Dreieck entstiinde. Z. B.
wird also 74 weder von 74 noch von
tv' A geschnitten. (Fig. 26,)

Nun liegen die Grundpunkte von
F' auf dem Randkreise E von D iiberall
dicht. Ebenso liegen die Grundpunkte
von F’ auf dem Randkreis E der Ein-
heitskreisscheibe D der z-Ebene iiberall
dicht, da F’ nicht frei ist. Der isomorphen Abbildung von F’ auf F’ entspricht
eine topologische und die zykliseche Ordnung erhaltende Abbildung der Grund-
punktmenge G7 auf Gp'. Dabei ist G# = G7 und Gp = Gr. Also wird auch
tA weder von v 14 noch von tt'A geschnitten — diese Achsen haben die
gleiche relative Lage wie in Fig. 26 —, und 7P liegt daher zwischen P und ¢P.
Daraus folgt weiter, dass die Geraden 7'A in D ein wirkliches Netz N bilden,
das in D genau so aufgebaut ist, wie N in D. Nur hat N inr Allgemeinen nicht
dieselbe metrische Regularitit wie N. Man kann daher eine topologische Ab-
bildung 9 von D auf D so herstellen, dass jede Netzmasche von D auf die
entsprechende von D abgebildet wird und bezgl. F” #quivalente Punkte von [

1 vgl. 1. c. 8. 24, I, § 9. Diese Tatsache ist der Kern des Satzes, dass sich jede Isomorphie

zwischen F' und F” durch eine topologische Abbildung der geschlossenen Fliche D mod F' auf
die geschlossene Fliche D mod F' bewirken lisst.
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dabei in bezgl. F’ #dquivalente Punkte von D abgebildet werden. Der Abbildung
9 entspricht eine topologische Abbildung der Fliche D) mod F’ auf die Fliche
D mod F’, bei der auch die durch die Netzgeraden von N bewirkte Unterteilung
der ersteren Fliche in die entsprechende, durch die Netzgeraden von N bewirkte
Unterteilung der zweiten Fliche iibergeht.

Nun ist ja T’ eine Gruppe topologischer Abbildungen (nimlich Bewegungen)
von D auf sich. Also ist 7"= 3T 9~ eine Gruppe topologischer Abbildungen
von D auf sich. Tiir die Untergruppe 7’ von T A,
ist es daher gelungen, die urspriinglich nur in der
Grenzpunktmenge, d. h. hier dem ganzen Randkreis
E, gegebene Abbildungsgruppe auf das ganze Kreis-
innere I) zu erweitern, und fir die Fliche D mod
F’ entspricht dies einer Abbildung der endlichen
Ordnung #'. Das fiir die Gesamtgruppe T gestellte
Problem ist also zunichst nur fiir die Untergruppe
T' gelost.

Ehe der Ubergang von 7T’ zu T zur Unter
suchung gelangt, ist zunichst noch ein Nachtrag
hinzuzufiigen, da oben angenommen wurde, dass
weder 4 noch A den Wert 3 hitte. Aus dieser
Voraussetzung wurde teils geschlossen, dass die
Winkel im Viereck A CBC(, nicht stumpf waren,
teils, dass die A-Ecke und A-Ecke mindestens vier

Seiten hatten, also 74 von seinen Nachbarn 714

und #7714 nicht geschnitten wurde.

Fig. 27.

Da 7z und ¢ gleichberechtigt sind, darf man
annehmen, es sei 4’=3. Nach § 24 sind dann 1= 4 und 2"=4. In Fig. 25

ist Winkel ABC = 7; Fiigt man zu der Figur noch das Spiegelbild des Dreiecks

ABC in BC (Fig. 27), wobei 4, das Spiegelbild von A4 ist, so liegen 4,, B, C;
auf einer Geraden. Im Viereck ACA,(C, ist der Winkel bei 4, und bei C, spitz,
der Winkel bei 4 recht oder spitz, ebenso der Winkel bei C. Also haben die
Gegenseiten AC und A,C, eine ins Innere des Vierecks fallende gemeinsame
Senkrechte. Nun fille man von B aus das Lot BH auf CA. Der Fusspunkt

H fillt innerhalb CA, da % und },E"

achse der Figur, also gemeinsame Senkrechte von CA und C 4, Ist A7 >4,

spitz sind. Ist A=21", so ist BH Symmetrie-
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also % < Zj, so ist Winkel CBH > A BH, also HB C, spitz, also hat die gemein-

same Senkrechte von 4 C und 4,C, ihren Fusspunkt auf B(,. In diesem Fall
fillt die Konstruktion des Netzes N ganz ebenso aus, wie frilher. Ist 2’ <4,
so wird HBA, spitz, die gemeinsame Senkrechte von AC und 4;C, hat also
ihren Fusspunkt auf BA4,. Es entsteht auch in diesem Fall ein Netz N, nur
liegt dabei die B umgebende Dreiecksmasche innerhalb der A umgebenden
A-Ecksmasche, und die C um-
gebende 2 A”-BEcksmasche iiber-
schligt sich an den Ecken. Vgl
Fig. 28, wo ein Teil der 4-Masche
durch Strichelung und ein Teil
der (C-Masche durch Punktierung
angedeutet ist. Aber die obige

Schlussweise, nach der 77 als mit
T’ isomomorph erkannt wird,
bleibt giiltig. Sie gilt auch im
Ubergangsfall A=2", in dem die
B-Masche sich auf den Punkt B
zusammenzieht; die Operation ¢’
bleibt auch in diesem Fall als die
Dritteldrehung um B bestehen.

Um wie oben eine topolo-
gische Abbildung & von D auf
Fig 28. D herzustellen, ist es im Fall

A =3 zweckmiissig, zu einem an-
deren Achsensystem fiir die Hinteilung iiberzugehen. Man spiegelt in diesem
Fall das Ausgangsdreieck an A C statt an A B, wobei B, der Spiegelpunkt von
B in AC sei (Fig. 29). Im Viereck A BCB, sind die Winkel bei B und B; spitz,

nimlich ;_r , und ber 4 und C recht oder spitz, also fallen die gemeinsamen

Senkrechten der Gegenpaare von Seiten innerhalb des Vierecks, Als Netz N
nehmen wir hier das aus diesen gemeinsamen Senkrechten bei der Spiegelungs-
gruppe @ hervorgebrachte Netz. Die Maschen desselben sind A-Ecke um A, die
wie frither zu 7= (4 B)(4C) gehsren, A"-Beke um C, die zu "= (CB)(CA4)
gehdren, und Sechsecke um B, die zu v = (BC)(BA4) gehoren. Dies neue Netz
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enthilt also keine dreieckigen Maschen, und die Konstruktion von < geschieht
dann wie oben.

Zur Erliuterung dieses Ubergangs zu einem anderen Achsensystem sei die
Bemerkung hinzugefiigt, dass man ihn als die Wahl anderer Erzeugender fiir T
und damit auch fiir 7" erkliren kann. B,
Frither nahmen wir 7 und 7’ als Erzeugende;

diese drehten die zugehorigen Netzmaschen

einen Schritt rechts herum, und ihr Pro-
dukt 77 =7" drehte ihre Masche 2 Schritte
links herum. Um volle Analogie zu er-
halten, wihlen wir hier als Erzeugende

!
|
|
{
71 = (CA)(CB) ,.’
n

und 7, die beide ihre Maschen einen Schritt A B
rechts herum drehen. Als Produkt hat man Fig. 29.
dann

771 =(4AB)(A0)(C4)(CB)= (4 B) (CB)=7—",

das seine Masche um zwei Schritte links herum dreht. Mit anderen Worten:
Man wihlt unter den drei Elementen, von denen jedes das Produkt der beiden
anderen mit geeigneten Exponenten t 1 ist, als Erzeugende die zwei aus, deren
Ordnung grosser als 3 ist. Die Ordnungszahl 3 tritt dann bei dem Produkt auf,
wo sie wegen der Verdoppelung der Anzahl der Netzseitenmaschen von 3 auf 6
nicht mehr storend wirkt. Die Konstruktion von 9 und damit die Konstruktion
von 7’ als Gruppe topologischer Abbildungen in D geht dann wie zuvor.

26. Index von 7’ in 7T.

D mod F ist eine geschlossene Fliche vom Geschlecht p > 1 und D mod
F' eine solche vom Geschlecht p' = p. Die letzstere ist eine unverzweigte Uber-
lagerungsfliche der ersteren. Dann geht bekanntlich! p —1 in p'—1 auf, der
Quotient ist gleich der Blitterzahl der Uberlagerungsfliche, und das ist der

! H. KNESER, Die kleinste Bedeckungszahl innerhalb einer Klasse von Flichenabbildungen.
Math. Ann. Bd. 103 (1930).

H. SEIFERT, Bemerkungen zur stetigen Abbildung von Flichen. Abh. Math. Sem. Hamburg,
Bd. 12 (1936).
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Index von F’ in F. Also hat " einen endlichen Index j in F, und man kann

Elemente
(2-6’ I) f;)=l,f1, fza Cen ﬁ—'l

von I so wihlen, dass
(26, 2) F=Ff,+Ffi+ - +F fi

eine Zerlegung von F nach I ist. Ferner sei daran erinnert, dass nach (25, 1)

vn'=n war und dass x ein Element von 7' aus der Restklasse [x’] bedeutete.
Ein beliebiges Element ¢ von T hat die Form f«", f= F. Ist
r=gv + 1, o=+ <w» soist A fn<[x],

also
¥t =g, g F.

Setzt man nach (26, 2)

-q__—g’f(h Oéqéj_ly (g'Clﬂ:
80 erhidlt man

(26, 3) t=fx’ — %19 g,‘fq %1.’ — t,fq XT,, t’C T,.

Diese Darstellung der Elemente von 7 ist eindeutig; denn die Elemente x” und
f; sind eindeutig durch ¢ bestimmt. Somit folgt aus (26, 3) eine Zerlegung von
T mach 7', und

(2674) ’&:jil

ist der Index von 7’ in T, indem es j Werte fiir ¢ und » Werte fiir »* gibt.

27. Anwendung der Verzweigungsformel von Hurwitz.

Hat der Index ¢ von 7’ in T den Wert 1, so ist 7" == T, und die Aufgabe,
T als Abbildungsgruppe in D zu konstruieren, ist in § 25 gelost. Es bleibt also
zu untersuchen, ob ¢>1 sein kann, und wie in diesem Fall die Konstruktion
weiterzufiihren ist.

Fir eine Abbildungsklasse der endlichen Ordnung % einer geschlossenen
Fliche vom Geschlecht p gilt die Formel!

(27,1) nZ(I—é)zzp——z—n(e—z).

w

1. e S. 24, III, pg. 114.
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Das ist die Verzweigungsformel von Riemann-Hurwitz in folgender verall-
gemeinerter Bedeutung: Durch die Abbildungsklasse wird in der (abelschen)
Homologiegruppe, d. h. der Faktorgruppe der Kommutatorgruppe von F, ein
Automorphismus induziert, der durch eine ganzzahlige Matrix mit 2p Zeilen und
Spalten beschrieben werden kann. Das & der Formel (27, 1) ist die Multiplizitit
des Eigenwertes 1 fiir diese Matrix; und zwar ist ¢ stets gerade. { bedeutet die
Ordnung einer maximalen abelschen (zyklischen) Untergruppe endlicher Ordnung
in T'; siehe § 6. Das I deutet eine Summation iiber ein vollstindiges System
nicht lkonjugierter maximaler zyklischer Untergruppen an, und deren Anzahl, die
endlich ist und mit w bezeichnet sei, ist am Summationszeichen angeschrieben.

Hat man bereits das angestrebte Ziel, die Konstruktion einer Abbildung
n®* Ordnung in der Abbildungsklasse #** Ordnung, erreicht, so existiert eine
Modulfiiche, und die Fliche vom Geschlecht p kann als regulire Uberlagerungs-
fliche iiber dieser aufgefasst werden. Dann ist (27, 1) die Verzweigungsformel
von Hurwitz im gewdhnlichen Sinn, d. h. » ist die Blitterzahl, ¢ das doppelte
des Geschlechts der Modulfliiche, w die Anzahl der Verzweigungspunkte und die
Werte { die zu ihnen gehorigen Verzweigungsordnungen, d. h. die Anzahl der
Bliitter, die zyklisch um den Verzweigungspunkt zusammenhiingen.

Nun wenden wir (27, 1) zundchst auf die Gruppe 7, oder was auf dasselbe
hinauskommt, auf die Gruppe T an. Da T’ einer Abbildung der endlichen
Ordnung »' entspricht, kann man hier die zuletzt genannte Interpretation von
(27,1) verwenden. In § 25 war das Viereck 4 CB (, der Fig. 25 ein Fundamental-
bereich fiir 77 in D, wobei AC durch 7 auf AC, und BC, durch 7 auf BC
abgebildet wurde, Also hat die Modulfliche D mod T’ den Zusammenhang der
Kugel, es ist also ¢ = 0. Ferner ist w = 3, indem A4, B und C die drei
Verzweigungspunkte reprisentieren; (), ist ja bezgl. 7’ dquivalent mit C. Die
zugehdrigen Verzweigungsordnungen sind bezw. 2, 2" und 2”. Endlich ist » durch
n' und p durch p’ zu ersetzen. Zieht man noch das Glied 2%  auf die linke
Seite, so wird aus (27, 1) die Formel

, I I 1 ,
(27, 2) n[I—>Z—T—F]:2(p—-I).

Sodann deuten wir (27, 1) in der erstgenannten Interpretation fiir die
Gruppe T. Dabei ist, wie bisher, » die Ordnung der Abbildungskiasse, also die
Ordnung von 7/F, und p das Geschlecht der geschlossenen Fliche D mod F.
Die Multiplizitit ¢ des Eigenwertes 1 ist einstweilen unbekannt, und iiber die
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Anzahl w nicht-konjugierter maximaler zyklischer Untergruppen von 7' weiss
man einstweilen nur, dass jedenfalls w =1 ist, da 7T ja Elemente endlicher Ord-
nung enthilt. Zwar war w =3 fiir die Untergruppe 7’ von 7, aber Unter-
grappen, die in 7 nicht konjugiert sind, kénnen ja eventuell in 7 konju-
giert sein.

Durch Multiplikation mit j und Umordnung erhilt (27,1) die Form

- I ,
27, e — 2+ I—=z}h =2 — 1).
(27,3) im Z( C)} jlp—1)
Wie in § 26 erwiihnt, ist j(p — 1) = p’'— 1, sodass die rechten Seiten von (27, 2)
und (27, 3) tibereinstimmen. Mit Benutzung von (235, 1) erhiilt man daher

% PPN SR N DY) DRPRE SY S AT
n [1 PR A,,:I—jwﬂ le 2+%(1 C)J
Kiirzt man mit »’ und verwendet (26, 4), so erhilt man schliesslich

(27,4) 1-%—%-—%,:4“.2+§(I_‘é)}.

Zufolge (24,5) sind beide Seiten von (27,4) positiv.
Das Element ¢ der Ordnung 4 ist primér in 7", da es die maximale zyklische
Gruppe, zu der es gehort, erzengt. Dagegen weiss man nicht, ob es in 7 primér

ist. Mit a4, ¢ = 1, kann man die Ordnung eines primidren Elements von 7, von

dem 7 eine Potenz ist, bezeichnen. Indem man aus der 2 in (27,4) das dieser

w
zyklischen Untergruppe entsprechende Glied herauszieht und ¢ in 1 und 7 —1
spaltet, kann man {27, 4) in

(27,5) o=i(1—v)+%+%,+(s—~2)+ Z(I-———é—)

sl ()

umformen. Dabei bedeutet Z die Summation iiber die iibrigen w -~ 1 maximalen

Ww—1

zyklischen Untergruppen, falls w > 1 ist.
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Wire nun ¢>0, so wire ja ¢ =2, da ¢ gerade ist. Dann wiren alle Glieder

auf der rechten Seite voun (27, 5) positiv oder Null, und jedenfalls L und —I,, sind

i 2
positiv. Also ergibe (27,5) einen Widerspruch. Man folgert also, dass & =0 ist.

Daraus folgt nun weiter, dass w = 3 sein muss, da die rechte Seite von
(27, 4) positiv sein soll. Hs soll nun gezeigt werden, dass w = 3 ist. Angenommen
es sei w = 4. Dann gibt es in 7" eine maximale zyklische Untergruppe, die nicht
in T’ repriisentiert ist, also ist 7 umfassender als 7', und daher ist ¢ = 2.
Analog wie oben definieren wir: Bs sei bezw. ¢k, a=1; ¢'1, d’'=1; "1, " =1
die Ordnung eines primiren Elements von 7, von dem bezw. 7, 7', 7"’ eine Potenz
ist. Diese Bezeichnung wird aufrecht erhalten unabhingig davon, ob die maxi-
malen zyklischen Untergruppen von 7, zu denen 7, ¢ und ¢” gehoren, nicht
konjugiert sind, oder zwei von ihnen konjugiert sind, oder alle drei konjugiert
sind. Unter den Zahlen «l, o', «”1” wiihle man die grosste aus. s sei dies
z B. ¢ld. Indem man in (27,4) ¢ =0 setzt und 7/ in die Summanden 2 und
i — 2 zerlegt, kann man dann (27,4) in

umformen. Hierbei sind «l, 7, 75 73 die Ordnungszahlen fiir vier ausgewihlte

nicht-konjugierte maximale zyklische Untergruppen in 7. Dies kann man

o) G il ) G ) 2l
‘ \
J

schreiben. Da nun », =2, r,= 2, ;=2 und

I 1 1 1 1 1
- = {i— =)=
Vel = T d A’(‘ a') =0°
ist, sind alle Glieder der rechten Seite positiv oder Null, und jedenfalls % ist

positiv. Also ergibt sich ein Widerspruch, und man schliesst w = 3.
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Zu T gehoren also, ebenso wie zu 7', die Werte ¢ =0 und w = 3. Man

kann somit (27,4) in der Form

1 I I 1 I I
)6 Q—M—_“I'MT:' T T T T
(27,6) L Bt P £ E d

schreiben. Beide Seiten hierin sind positive Zahlen.
Falls nun 7, ¢ und 7’ zu drei untereinander nicht konjugierten maximalen
zyklischen Untergruppen von 7' gehiren, so reprisentieren diese ein vollstindiges

System von nicht konjugierten, und man kann
£ =al, Li=4d X, L= a2

schreiben. Also nimmt (27,6) durch Zerlegung von ¢ in 1 und 7 — 1 die Form

B o N WP O (SO 0 N ¢ ﬁg_ﬂ;)l_i__L_*L]
°=i\'T ¢ \'T v\ T ¢ al N A
an. Rechts sind alle Glieder positiv oder Null, also missen sie alle Null sein.
Also erhiilt man =1, d. h. 77 =T.
Es bleibt also nur noch der Fall zu untersuchen, dass unter diesen drei

Gruppen konjugierte vorkommen. Dann gibt es in T eine nicht in 7’ vertretene

maximale zyklische Untergruppe, also muss z = 2 sein.

28. Anwendung einer Ungleichung von Wiman.

Die Ordnung n der Abbildungsklasse ist durch das Geschlecht p (> 1) der
Fidche beschriinkt, indem die Ungleichung

(28,1) n=4p+ 2

besteht. Diese ist von A. Wiman fiir die Ordnung % birationaler Transformationen
einer algebraischen Kurve vom Geschlecht p > 1 in sich aufgestellt worden,
indem solche Transformationen bekanntlich immer eine endliche Ordnung haben.
Der Inhalt des Satzes lisst sich aber, wie ich friiher gezeigt habe!, von allen
Beziehungen zur Theorie der algebraischen Funktionen befreien und zu einem
Satz tiber Abbildungsklassen endlicher Ordnung machen.

! J. NIELSEN, Topologischer Beweis eines Satzes von Wiman. Mat. Tidsskr. B (1936). Vgl
die dort angegebene Literatur, insbesondere die zuerst durch F. STEIGER gegebene Verallgemeinerung
des Beweises fiir den Wimanschen Satz.
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Wegen ¢ =0 und w= 3 kann man (27,1) in der Form

& : Gs n 4p + 2 n
Y S ) apt2
2 4p+2 n
schreiben, also hat man nach (28, 1)
(28, 2) l— =t 3

wobei die rechte Seite wegen p > 1 positiv ist.
Nun sind 4, ' und 4" Teiler von » und daher nach (28,1) alle < 4p + 2.
Man erhiilt daher aus (27,6) durch Vergleich mit (28, 2)

[——3 gi[f— 3 ]
4p + 2 2 4p+2

und daraus

I — 3
i< APtz _4p—1
1 3  2p—2
2 4p+2
also
SR . 3
< .
(28, 3) Z=2+2p—2

Ein Wert ¢ > 2 kommt nach (28, 3) nur fir p = 2 in Frage, und zwar dann
auch nur der Wert z = 3. Nun sind die moglichen Typen der Abbildungsklassen
endlicher Ordnung fiir p=12 in der 1. ¢.' angegebenen Abhandiung 111, Acta
math. 58, p. 120 tabellarisch aufgezihlt. Nur vier von ihnen, ndmlich die mit
VIII; IX, XI und XII bezeichneten Typen entsprechen w =3. In VIII ist

G=t=f=saso3 (1=f—l 1) =051 mIXitL=5=64=3,
& L G 5
also 3 (I_é—é—;)zl. Da beide Seiten von (27,6) kleiner als 1 sind,
1 2 3

kommt also der Wert ¢ = 3 fiir diese beiden Typen nicht in Betracht. Fiir die

mit XI und XII bezeichneten Typen ist im § 15 derselben Abhandlung die

Konstruktion einer Abbildung endlicher Ordnung mit anderen Mitteln durch-

gefiihrt worden, sodass diese hier ausser Betracht gelassen werden konnen.
Somit ist im folgenden nur noch der Fall == 2 zu behandeln.

1 Siehe die Note 8. 24.
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29. Der Fall des Index 2.

Indem nun 7’ in 7 den Index 2 hat, ist 7° Normalteiler von 7. Das
Quadrat jedes ausserhalb 7’ gelegenen Elements von 7T liegt dann in 7. Wie
am Schluss von § 27 bemerkt gibt es in 7 mindestens eine maximale zyklische
Untergruppe, die nicht in 7’ vertreten ist. Eine solche muss nun die Ordnung 2
haben, denn das Quadrat eines primiren Elements muss zu T’ gehdren, also 1
sein, da die Untergruppe sonst in 7’ mit einem von 1 verschiedenen Element
vertreten wire. Andererseits kann es dann aber auch nur eine solche Unter-
gruppe geben. Denn hitten zwei von den Zahlen £ Lo, £y den Wert 2, 8o wiirde
die rechte Seite von (27,6) negativ. Man erkennt also: Von den drei in 7’
existierenden nicht-konjugierten maximalen zyklischen Untergruppen werden zwei,
aber nicht alle drei, in 7 konjugiert. Den drei Aquivalenzklassen von Unter-
gruppen endlicher Ordnung in 7' entsprechen also in 7' zwei solche; ausser
diesen gibt es in 7 noch eine dritte, die in 7’ nicht vertreten ist, und diese
letztere hat die Ordnung 2.

Indem wir einen Augenblick von den bisherigen Bezeichnungen abweichen,
bezeichnen wir mit w,, w, w, drei primire Elemente der endlichen Ordnungen
I, I, I; von T', welche drei nicht-konjugierte Untergruppen von T’ erzeugen.
Die Aquivalenzklassen der w, und w, enthaltenden Untergruppen moégen in T
zusammenfallen. Es gibt also ein nicht zu 7’ gehoriges Element ¢ von T,
welches die maximale zyklische Untergruppe von 7, zu der w, gehort, in die
maximale zyklische Untergruppe von T, zu der w, gehort, transformiert. Ausser-
dem weiss man, dass @w,p ' zu T’ gehort, da 7’ Normalteiler von 7T ist. Also
wird w, durch ¢ in eine Potenz von w, transformiert:

(29,1) o g = 0f.

Nun hat gw g™ ebenso wie w; die Ordnung [, und w§ hat eine in der Ord-
nung I, von w, aufgehende Ordnung. Also geht [, in /, auf. In dieser Be-
trachtung kann man die Rollen von w, und w, vertauschen, also geht auch /; in
!, auf, und man erhiilt /, =1,. Dieser gemeinsame Wert kann dann nach § 24
weder 2 noch 3 sein., Man hat also

(29, 2) L, =1,=4.
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Aus § 25 geht hervor, dass das Element ¢’ =<'z nur dann bei der Kon-
struktion des Polygonnetzes eine Sonderstellung einnahm, wenn seine Ordnung
A=< 3 war. Wenn nun 7" und z oder 7 und 7’ zu konjugierten Untergruppen
von T gehdren, hat man nach (29,2) A" =4, und in diesem Fall konnte man,
wie aus § 25 hervorgeht, v’ an Stelle von 7 oder 7" als eine der beiden Er-
zeugenden von T’ wihlen, und das Polygonnetz N und damit auch N in der
zuerst behandelten Form erhalten. Man kann daher die urspriingliche Benen-
nung 7, 7 und 7" der drei primiiren Elemente endlicher Ordnung von 7', zu
der wir jetzt wieder zuriickkehren, so gewilhlt denken, dass es die Elemente
v und 7" sind, die in 7 zu konjugierten maximalen zyklischen Untergruppen
gehoren. Man hat dann entsprechend (29, 2)

(20,3) =1 =34.

In der regularisierten Darstellang 7" von 7T’ dreht die elliptische Substitution

7 rechts herum um ihren Drehpunkt einen Winkel der Grosse 2Tn Ist Q ein

Punkt von E, so liegen also die Punkte @, 7Q, 72, ..., 7' ¢ in dieser Reihen-
folge rechtsliufiz auf E. Dasselbe gilt fiir 7 mit demselben Wert 1 wegen (29, 3).
Wegen der Erhaltung der zyklischen Ordnung auf F und E bei der Isomorphie
zwischen 7” und 7’ liegen daher, wenn @ ein Punkt von E ist, die Punkte
Q@ 7Q,7°Q, ..., v 1Q und ebenso @, 7' Q, 7*Q, ..., 7% 1Q in dieser Reihenfolge
auf E, beide Male im gleichen Umlaufssinn. Das gleiche gilt dann bei gz
fiir beliebiges ¢ aus 7, da ¢ die zyklische Ordnung und Orientierung auf ¥
erhilt. Wihlt man nun ¢ entsprechend (29,1), so muss daher ¢ =1 werden,
und man erhilt

(29, 4) prot=1.
Dabei gehort ¢ nicht zu 7’. Weiter folgt, dass

2$¢—2 =1,

(29,5) prg =g

in 7’ mit ¢ konjugiert ist, da @® zu T’ gehort.
Die Transformation mit ¢ erzeugt eine isomorphe Abbildung J des Normal-
teilers 77 von T in sich. Diese ist durch die Abbildung

(29, 6) J(T) = 't,: J(T,) =17

der benutzten Erzeugenden von 7' gegeben.
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Der Automorphismus J von 7' ergibt durch die isomorpbhe Abbildung von
T’ auf T’ in T’ einen Automorphismus, den man ebenfalls mit J bezeichnen
kann. Man hat dann entsprechend (29, 6)

(29,7) It =7, J(@) =1,

wobei 7, dem 7, bei der Isomorphie zwischen 7° und 7" entspricht. Fiir 77
hat man zunichst kein dem ¢ entsprechendes Element, da T’ ja einstweilen in
keiner umfassenderen Gruppe enthalten ist, aber da ¢® zu 7" gehéort, entspricht
ihm ein Element von 7', das wir etwa mit (gp?) bezeichnen. Nun hat man
entsprechend (29, 5)

(29, 8) 7, = (¢%)7(@®)L
Dabei hat auch 7, die Ordnung A und dreht
ebenso wie 7 rechts herum einen Winkel der

Grosse 2771: Nach (29, 7) kann man 7" auch durch

7 und 7, erzeugen. Man bezeichne nun den
Drehpunkt einer elliptischen Substitution durch
dasselbe Symbol wie diese Substitution selbst.

Dann kann man die Bewegungsgruppe T’ fol-

gendermassen herstellen: Man verbindet (Fig. 30)
Fig. 30. 7 und 7, und trigt in beiden Punkten nach

derselben Seite den Winkeli—r ab. Dann schneiden die freien Schenkel einander;

denn bezeichnet man wie in der Figur die drei Geraden durch q, b, ¢ und die
Spiegelungen in ihnen durch dasselbe Symbol, so ist ¥ =ab und 7, = be, also

7 7,=ac, und nach (29,7) ist 7'z,=J (z7), hat also wie 17 =77 7! die endliche

Ordnung 2”. Im Schnittpunkt 7’7, entsteht also der Winkel ;,7 Das Dreieck

7, 7,, ¢ 7, hat also dieselbe Winkel wie das Dreieck 7', 7, 7~ (d. h. das Dreieck
BAC der Fig. 25), ist also mit diesem kongruent und geht aus ihm durch eine
Drehung um den gemeinsamen Eckpunkt 7’ hervor. Diese Drehung kann in-
dessen nur eine Potenz von 7’ sein. Denn der Punkt 7, ist nach (29, 8) Bild des
Punktes 7 bei einem Element (¢®) von 7', und 7 und 7, haben wegen der Kou-
gruenz der Dreiecke den gleichen Abstand von dem Punkt 7. Diejenigen mit
dem Punkt 7 bezgl. 7’ #quivalenten Punkte, welche von dem Punkt 7’ denselben

Abstand haben wie 7, sind nach der Struktur des Polygonnetzes nur die Mittel-
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punkte der A-Ecke, welche mit dem zu 7’ gehorigen A-Eck eine Ecke gemeinsam
haben. Also ist
G =7

fiir ein gewisses d, und daher zufolge der Isomorphie zwischen 7’ und T’

(29,9) g*=1"

Filhrt man nun das ebenfalls nicht zu 7’ gehorige Element

o= 't'_‘y(p

an Stelle von ¢ ein, so hat man einerseits wegen (29, 4)
(29, 10) o1l =17 YprgT =17
andererseits wegen (29, 5) und (29, 9)

d 2

= g2, @ = 1.

(29, 11) 0t ol =17 Ypr g 1dd =797

Dann ist nach (29, 10) und (29, 11)

gtol=g7 g =11 =¢1,

also nach § 7 die Achse A von ¢ amphidrom und

o

ll

(297 12) g

Ferner hat man wegen (29, 12)
7' =17 1=010""7=01or = (07)%

Das Element ¢” ist also nicht primiir in T, sondern Quadrat des Elements oz
der Ordnung 21”. Dies wiederum ist primiir in 7, denn spiitestens das Quadrat
eines primiiren Elements von 7 gehort zu T'. Mit den Bezeichnungen von § 27
hat man daher fiir ¢’ den Wert 2. Dagegen sind = und ¢« auch in 7 primir.

Denn wegen A =1" und ;=2 kann man (27,6) in der Form

. 1 —2; 1 1 N, ,_2 I
A ah 21" 2 al A

>N

schreiben, und daraus folgt o = 1.
8
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Fir die Gruppe 7’ hat man, wie man aus der regularisierten Darstellung
T’ abliest, die abstrakte Darstellung

(77): .

Erzeugende: 7, 7
Definierende Relationen: #t =" =1, (¢'7)* =1.

Die Gruppe 7, die 7' mit dem Index 2 umfasst, erhiilt man, indem man das
ausserhalb 7" gelegene Element ¢ als neue Erzeugende hinzufiigt. Man hat dann
zuniichst die Darstellung

Erzeugende: , 7, ¢
’

(T): Definierende Relationen: t*=1""=1, ('7}*" =1,

2

o*=1, gzg !

=7, 670 =1
Denn mittels dieser Relationen kann man jedes Potenzprodukt von 7, 2’ und o
in der Form eines Potenzprodukts von 7 und 7’ allein oder eines solchen gefolgt
von einem Faktor ¢ umformen; und fiir Potenzprodukte in z und 7" allein ist
das Relationensystem ja vollstindig.

Aus dieser Darstellung kann man nun sofort die Erzeugende 7’ eliminieren
und erhiilt dann die Darstellung

(T):

st

{ Erzeugende: 1, o
Definierende Relationen: % =¢® = {07)**" = 1.

Hiernach siecht man nun unmittelbar, dass man eine mit 7 isomorphe Gruppe
T aus der fritheren Darstellung von 7° durch das metrisch regulire Netz N
erhalten kann. Man fithrt eine Halbdrehung ¢ um den Schnittpunkt 7P der
Achsen 4 und 74 (vgl. Fig. 25 und 26) als neue Erzeugende hinzu. Wegen

=4’ kommt N dabei mit sich zur Deckung. Denn zu 7 und 7' gehoren reguliire
A-Beke mit gleich grossem Winkel, und diese sind daber kongruent, sodass
(Fig. 26) 7P der Mittelpunkt von P und fP wird. Zu 7’ gehort ein regulires
24"-Eck, und dies wird durch das Element gz der Ordnung 24" um einen Schritt
in sich gedreht. Die Bewegungsgruppe T von N in sich, die durch 7 und o
erzeugt wird, entspricht daher der obigen Darstellung von T ,

Mittels der friiher konstruierten topologischen Abbildung & y6n D auf D
hat man daher T in der Form 7 = 9 T3 als Gruppe topologischer Abbildungen
von D in sich dargestellt. Damit ist die gestellte Aufgabe auch in dem als
»Spezialfall> bezeichneten Falle gelost.
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30. Nicht-Existenz von mod T einfachen Achsen im Spezialfall.

Zum Abschluss soll noch gezeigt werden, dass es in dem in § 23 als Spezial-
fall bezeichneten Falle keine mod 7 einfache Achse gibt, wie dort schon be-
hauptet wurde, dass also die beiden im Satz von § 23 genannten Fille einander
ausschliessen.

Da es auch im Spezialfalle eine Abbildung der endlichen Ordnung » in der
betrachteten Abbildungsklasse gibt, gibt es eine Modulfliche fiir die Abbildung,
und die Abbildung kann als Blittervertauschung der Fliche iiber der Modulfliche
beschrieben werden. Die Modulfliche ist, wie die Fliche selbst, geschlossen.
Wegen ¢e=0 und w =3 (siehe § 27) hat die Modulfiiiche den Zusammenhang
der Kugel, und es liegen drei Verzweigungsstellen auf ihr. Eine mod T einfache
Achse ist ja nun eine solche, die durch keine ihrer bei 7 dquivalenten geschnitten
wird. Ihr entspricht auf der Fliche eine geschlossene geoditische Linie, die
erstens selbst einfach, d. h. ohne Doppelpunkte ist, da eine mod T einfache Achse
ja a fortiori mod F' einfach ist, und die auch ihre bei Blidttervertauschungen
entstehenden Bilder nicht triftt. Das heisst aber, dass die Spur der geschlossenen
geoditischen Linie auf der Modulfliche auch auf dieser eine einfach geschlossene
Linie ist. Eine einfach geschlossene Linie auf einer Kugel mit drei Verzwei-
gungspunkten zerlegt aber die Verzweigungspunkte in 1+ 2 oder in o+ 3. In
beiden Fillen begrenzt sie auch auf der Uberlagerungsfliche ein Elementarflichen-
stiick, denn auch ein Elementarflichenstiick mit einem Verzweigungspunkt end-
licher Ordnung hat ja nur Elementarfiichenstiicke als Uberlagerungsgebilde.
Kurven der Fliche, die auf der Modulfliche eine einfache Spur haben, sind also
homotop Null, und es kommen somit keine geschlossenen geoditischen Linien, die
Achsen entsprechen, unter ihnen vor.



