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RI FLEXIONS SUR LES DEUX NOTES PRI CI DENTES 

PAR 

H. I 'OINCAR]~.  

,t P~BtS. 

Les consid6rations pr6sent6,es pa r  5I. SCtt0NFLIES aU suje t  de la no te  de 

M. RICHARD seront  lues avec in t6r6t ;  non qu ' aucune  de ses cri t iques puisse r6- 

sister s un  examen approfondi ,  mais par  ce qu'elles peuven t  sugg6rer d 'ut i les  

r6flexions. 

1. On sait que M.. RICHARD consid6re l 'ensemble E des nombres  qui peu- 

vent ~tre dg/inis en un  nombre / in i  de ~nots. I1 d6mont re  que cet ensemble est 

d6nombrable  et  e 'es t  ce t te  d6monst ra t ion  que M. SCHSNFLIES conteste.  

E t  pourquoi?  Parce  qu 'on  peut ,  dit-il, d6finir par  une m~me formule une 

infinit6 d 'obje ts  math6mat iques .  Il est 6vident  qu 'une  pareille formule ne peu t  

eons t i tuer  une  d6finition, au moins au sens oh M. RICH.&BD emploie ee mot.  

E t  en effet  ce qui caract6rise pr6cis6ment une d6finition, c 'est  qu'e]le pe rmet  de 

dis t inguer  l 'obje t  d6fini de t o u s l e s  aut res  objets ;  si elle s 'appl ique ~ une  infinit6 

d 'objets ,  elle ne pe rme t  pas de les discerner  les uns des au t res ;  elle n 'en  d6finit 

aucun ;  elle n 'es t  plus une d6finition. 

Ainsi pour  p rendre  le premier  exemple  de M. SCtt0~FLIES; quand  on dit  

~unc fonct ion constante>), on a une formule d ' u n  nombre  fini de mots  et qui 

s 'appl ique ~ une infinit6 de fonct ions;  mais qui ne les d6finit pas, qui d6finit 

seulement  leur re la t ion avec un cer ta in  nombre,  /t savoir  la va leur  cons tante  de 

la fonction.  Pou r  aehever  de d6finir une de ces fonctions,  il faut  d6finir cet te  

valeur  constante .  

C'est seulement  si ce t te  va leur  cons tan te  peu t  fitre d6finie en un nombre  

fini de roots, que la fonct ion elle-m6me pour ra  l '6tre.  I1 n 'es t  donc pas exact  

de dire que cet te  formule d6finit  en un nombre  fini de roots un ensemble de 
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fonetions qui a la puissance du continu, c'est h dire la puissance de routes les 

constantes possibles; eette formule permet de d~finir en un nombre fini de roots 

un ensemble de fonctions qui a m~me puissance que l'ensemble des constantes 

d6finissables en un hombre fini de roots, et ce dernier, d'apr~s la d6monstration 

de M. RICHARD est d~nombrable. 

La i ~ critique de M. SCH6~FLI~S ne tient donc pas debout; et ce que je 

viens de dire s'applique sans changement s tous ses autres exemples. Dans tous 

les cas qu'il cite, il ddfinit un objet A comme ayant  une relation B avee un 

autre objet C. Cette relation B ne suffit pas pour d6finir A; il faut  d~finir' 

6ga]ement l 'objet C; pour que A se trouve d~fini en un nombre fini de roots, il 

faut que non seulement B, mais encore C soient d~finis en un nombre fini de 

roots. Les autres critiques qui s 'appuient sur la i ~r~, tombent ~videmment du 

m6me coup. 

2. II n 'en est pas moins vrai qu'on peut faire les rdflexions suivantes. II 

n 'y  a pas d'infini actuel; ce que nous appelons l'infini, e'est uniquement la pos- 

sibilit6 de cr6er sans cesse de nouveaux objets, quelque nombrcux que soient les 

objets d6jh cr66s. Seulement ces nouveaux objets ne sent concevables eux-mSmes 

que s'ils sent susceptibles d'6tre d6finis en un hombre fini de roots. I I e n  r6- 

su re  qu'un ensemble, dent  chaque 61ement ne peut pas 6tre d6fini en un nombre 

fini de mots, est un pur ndant; on n'en peut ricn dire, ni rien penser. 

C'est bien ainsi que pense M. RICHARD; et je signalerai en passant une tr~s 

int6ressante d6monstration de l'axiome de ZEa)IELO que ce savant vient de publier 

dans l 'Enseignement Math6matique et off il s'exprime h e e  sujet de la fa~on ]a 

plus nette. 

Mais alors il n 'y  a pas d'autre ensemble que ceux dent tous les  616ments 

sent d6finissables en un nombre fini de mots; et comme on peut leur appliquer 

la d6monstration de M. RICHARD, il semble qu'on deice conclure que t o u s l e s  

ensembles sent d~nombrables. Que signifie alors la distinction des puissances, et 

en quoi le continu diff~re-t-il de l'ensemble des nombres entiers ? 

On peut d6montrer cependant qu'il y a une diffbrence et c'est en cela, au 

fond, que eonsiste l 'antinomie RICHARD. 

I I  est impossible de trouver une /ormule dd/inis.vant en un nombre / in i  de roots 

une relat ion entre un nombre rdel et un hombre entier et qui soit telle que tout nombre 

rdel dd/inissable en un  hombre / in i  de roots corresponde h u n  hombre entier en vertu 

de cette /ormule. Quelle que soit cette formule, on pourra toujours d6finir en un 

nombre fini de roots un nombre r6el que cette formule ne fait correspondre 

aueun hombre cutler. Voils ce que CA~TOR ddmontre et voilk ce qu'on entend 

quand on dit que la puissance du r n'est pus celle de l'ensemble des entier~. 
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Comment  cela s 'accorde-t-i l  avec la ddmons t ra t ion  de M. RICHARD qui nous 

enseigne que tou t  ensemble don t  les 616ments sont  dSfinissables en un nombre  

fini de mots  est  dSnombrable?  ConsidSrons une  formule F d~finissant une rela- 

t ion entre  les divers entiers et divers hombres  r~els (qui se t r o u v e ro n t  par  ]h 

d~finis en un  nombre  fini de roots) l 'ensemble E de ces hombres  rSels sera d4- 

l~ombrable. Nous  pour rons  ensuite d6finir d ' au t res  hombres  r6els ne faisant  pas 

pa t t i e  de E ;  ces d~finitions ne con t iendron t  qu 'un  nombre  fini de roots mais 

parmi  ces roots f igurera le nora de l 'ensemble E .  Soit E r l 'ensemble de ces 

nouveaux  nombres  r~els. La  d6monst ra t ion  de CA~TOR nous apprend que l 'en- 

semble E r n 'es t  pas nul  et eelle de RICHAaD nous apprend que l 'ensemble E + E '  

est  d6nombrable .  On pour ra  done t rouve r  une formule F ~ d6finissant une rela- 

t ion entre  les divers  ent iers  e t ] e s  divers  nombres  de l 'ensemble  E § E r. 

Mais a]ors on pour ra  de nouveau  t rouve r  d ' au t res  nombres  ne faisant  pas 

par t ie  de E § E r et don t  l 'on pour ra  donner  une  d~finition ne con tenan t  q u ' u n  

nombre  fini de mots  parmi  lesquels les noms des ensembles E et  E f. Ici encore 

l 'ensemble E"  de ces nombres  ne sera pas nul e t  i! sera d~nombrable.  E t  ainsi 
de suite. ~. 

3. E t  alors dira- t-on;  tous ces nombres,  ceux de E ,  de E',  de E ' ,  ceux des 

ensembles suivants ,  sont  tous d6finissables en un nombre  fini de mots,  de sor te  

qu ' en  ve r tu  de la d6monst ra t ion  de I=r il devra i t  exis ter  une  formule d ' u n  

nombre  fini de roots qui pe rme t t e  de les d6nombrer .  C'est 1s l ' ant inomie don t  

M. RICHARD donne  l 'expl icat ion;  on dolt  aprbs avoir  form6 le tableau de tous 

les assemblages possibles de syllabes, re je te r  ceux qui  n ' on t  aucun  sens ou qui 

ne d6finissent pas un nombre.  Tan t  que l 'ensemble E n 'es t  pas ddfini, ceux de 

ces assemblages oh figure le nom de cet  ensemble sont  d6nu6s de sens et  do iven t  

~tre rejet6s. Quand on a d6fini l 'ensemble E ,  ils p rennen t  un sens et  il fau t  les 

reprendre.  La  d6monst ra t ion  de M. RICHARD suppose au contra i re  que l 'on fair 

ce tr iage d ' un  seul coup et sans s 'y  reprendre  h plusieurs fois. 

ge ne puis r6sister s la t en ta t ion  de rappe le r  iei un exemple  cur ieux t i t6 

par  M. RUSSELL et  oh l 'on re t rouve  la m~me cont radic t ion  apparente ,  expliqu6e 

de la m~me mani~re,  mais off l 'on n 'a  pas ~ envisager  l 'infini, ce qui p e rm e t  peut-  

fitre de mieux se rendre  compte  des faits. Quel est le plus pe t i t  nombre  qui  

n 'es t  pas susceptible d ' e t r e  d6fini par  une phrase  form~e de moins de cent  mots  

franCais? Ce nombre  existe-t- i l?  

Oui, car  par  une phrase fortune de moins de cent  roots fran~ais, on peu t  

d~finir au plus n ~~176 nombres,  n ~tant  le nombre  des roots du  dict ionnaire  fran- 

~ais. On ne peu t  done d~finir tous |es nombres,  et  parmi  ceux qui  ne peuven t  
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l '8tre il y en a cer ta inement  un qui est plus peti t  que tous les autres et qui cst 

par  1~ ent i6rement  d6fini. 

Non, car ce hombre s'il existai t  impliquerait  contradict ion;  car il serait dd- 

fini par une phrase de moins de cent mots, s savoir par  la phrase m~me qui 

annonce qu'il  ne peut  pas l '6tre. 

C'est que cette phrase t an tS t  a un sens, t an t6 t  n 'en a aucun, selon que tous 

les autres nombres ont  6t6 ou n 'on t  pas 6t6 pr6alablement d6finis. 

4. J ' a r r ive  h la derni6re objection de M. SCHS~'FL][ES (w 9)" ~[. RICHARD 

a tor t  de dire d 'aprbs lui que route d~finition in t roduisant  la not ion de l 'ensemble 

total  J dolt  6tre rayde de son tableau. E t  3[. SCH6_~'FLIES eherche h l e  prouver  

par  un excmple. I1 consid6re une s6rie de d6finitions G1, G 2 , . . .  et l 'ensemble 

G de ces d6finitions. Aucune de ces d6finitions, except6 la d6finition G,, (oh , 

est un nombre impair) n ' in t rodui t  la notion de l 'ensemble G. Q u a n t h  G,,, elle 

d6finit une fract ion d6cimale (~,, en nous apprenan t  que la !,e d6cimale de 6,, d6- 

pend d 'apr6s une certaine loi de la pe d6cima]e de la fract ion ~ ,  d6finie par  la 

d6finition G~:,. Donc dans la d6finition G,, figure la notion du 2 !*e 616ment G..,,, 

de l 'ensemble G, et par  cons6quent  la not ion de l 'ensemble G. hi. RICHARD ]a 

rayera i t  done de son tableau, et cependant  ellc est exempte de contradict ion et 

de cercle vicieux. 

Cette objection est sans valeur. E t  en effet nous pouvons d6finir l 'ensemble 

G r form6 par  les 6]6ments d 'ordre  pair G.., G , , . . .  

Soit alors ~ la fraction d6cimale don t  la !~e d~cimale d6pend d'apr4,s une 

certaine loi de la !L* d6cimale de la fraction ~'.~,, d6finie par la !~" 616ment Ge~, de 

l 'ensemble G ~. 

Cette phrase que je puis appeler G',. a m4me sons que la phrase G,, mais 

elle n ' in t rodui t  plus Ia not ion de rensemble  G, mais seulement celle de l 'en- 

semble G r. Ces deux phrases f igureront  dans le tableau de M. RICHARD; mais 

G,, devra ~tre effac6e comme contenant  la notion de G, tandis  que G',, qui est 

ind6pendante  de cette not ion devra  6tre conserv6e. La fract ion 3',, qui est d6- 

finie aussi bien par  G',, que par  G,, restera donc dans notre  tableau des fractions 

3F,. II n ' y  a donc 1s aucune difficult6. 
5. Je  vous envoie en m~me temps une note de M. ZERMELO. Cette note 

n 'a  pu me convaincre et M. ZERMELO ne s 'en 6tonnera pas; puisqu' i l  signale 

lui-mSme que la d6finition de l 'ensembIe qu'i] appeIle M o est de celles que je 

ne regarde pas comme ]6gitimes. Je  sais que hi. ZERMELO doit  exposer ses 

id6es sur ce point  dans un m6moire plus 6tendu, mais ce m6moire n ' a y a n t  pas 

encore 6t6 publi6, il convient  d 'en a t tendre  la publication pour appr6cier ses 

raisons. 
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Je ne puis me faire pour le moment une idle de ces raisons que par les 

quelques lignes qui sent s la fin du w 3; et je vais t~cher de r~tablir l'objection 

de M. ZERI~IELO, sans, ]e l'esp~re, m'~carter de sa pens~e. 

Je veux d~montrer qu'une ~quation algSbrique F ~ o  a toujours une racine; 

pour cela je remarque que I FI  est toujours positif e t a  par consequent une 

limite inf~rieure ou minimum, qu'une fonction continue atteint  toujours son mi- 

nimum, et je d~montre enfin que IFI  ne peut avoir d 'autre minimum que o; 

j 'en conclus qu'il y a un point pour lequel ] F [ ~  o. 

Dans cette d~monstration on parle z ~ de |'ensemble E des valeurs de I F~, 

2 ~ de l'une de ces valeurs e qui est la plus petite de routes celles de E;  et 3 ~ 

de la valeur correspondante de x. La d~finition de e off figure ]'ensemble E est 

non-prddicative, puisque la notion de E devrait ~tre h la fois ant~rieure s celle 

de e dent  la dSfinition dSpend de E et postdrieure h celle de e qui est un ~l~- 

ment de E.  On ne pourrait donc rejeter l'emploi des d~finitions non-pr~dicatives 

sans rejeter une d~monstration admise par tous ]es math~maticiens. 

Cela serait grave; heureusement il est ais~ de remettre ]a ddmonstration 

sur ses pieds sans y ]aisser subsister de p4tition de principe. Soit x la variable 

ind~pendante; soit y une valeur de x dent  les parties r~-el]e et imaginaire soient 

des nombres rationnels; (je dirai l~our abr~ger que y est une valeur rationnelle 

de x). Soit E r l'ensemble des valeurs que peut prendre IF  (y)]. Soit e ]a limite 

inf~rieure, ou minimum des diverses valeurs de l'ensemble E r. 

On d~montre ensuite successivement qu'il y a une valeur de x non ration~ 

helle en g~n~ra] et telle que IF  (x ) ]=  e, et que e n e  peut ~tre different de z~ro. 

La p~tition de principe a disparu puisque dans la ddfinition de e figure 

seulement la notion de l'ensemble E r et que e n e  fait pas en g~n~ral partie de 

E r. Si l 'on examine avec quelque attention les d~tails de la d~monstration d'ail- 

leurs bien connue, dent  nous n'avons fait que rappeler les lignes g~n~rales, on 

reconnaitra que c'en est bien l~ le v~ritable sens. 

Plus g~n~ralement; si nous envisageons un ensemble E de nombres rdels 

positifs, par exemple, on peut d~montrer que cet ensemble poss~de une ]imite 

inf~rieure e; cette limite inf~rieure est d~finie apr~s l'ensembIe E;  et il n 'y  a pas 

de p~tition de principe puisque e n e  fait pas en g~n~ral partie de E. Dans cer~ 

tains cas particuliers, il peut arriver que e fasse partie de E.  Dans ces cas par- 

ticuliers, il n 'y  a pas non plus de p~tition de principe puisque e n e  fait pas 

patt ie de E en vertu de sa dd/inition, mais par suite d'une d~monstration post~- 

rieure h la fois h la d~finition de E et h celle de e. 

La raison invoqu4e par M. ZEa~EZO ne saurait done suffire pour justifier 

l'emploi des d~finitions ~>non-pr~dicativesa, car l'assimilation qu'il fair est inexaete. 
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M. ZERMELO invoque 6galement l 'autorit6 de MM. PEAz~'O et RUSSELL; je feral 

seulement remarquer que M. PEA~'O se borne h une affirmation qu'il ne justifie 

pas, et que M. RVSSELL admet au contraire que ]es d6finitions non-pr6dicatives 

ne sont pas 16gitimes en g6n6ral (c'est m6me lui qui a employ6 le premier le 

mot de non-pr6dicatif), mais qu'elles peuvent l'6tre h certaines conditions dont 

je n'ai pu comprendre l'6nonc6. 


