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SUR LES NOMBRES e ET ~r ET LES I~OUATIONS TRANSCENDANTES 

PAR 

EDMOND MAILLET 
k P A R I S .  

On sait que le nombre  e ~, off $ est rat ionnel  ou alg6brique,  ne pout  

&re racine d 'une  dquation alg6brique '~ coefficients rationnels,  pas plus que 

los nombres  qui  pr6sentent  apr~s chaque chiffre significatif un  hombre  de 

zdros croissants suff isamment vite avec le rang de co chiffre et que nous 

appellerons des hombres  X .  i 

Cos derniers nombres,  comme leurs puissances-rat ionnelles,  n '&an t  pa s 

racines des 6quafions 

(t) ~ c,,x~'o = o, 
0 

et d'autres analogues, o~ c. est rationne] et ~. entier positif, quand z - -  O l l  
Ca 

~. crolt suffisamment rite avec a, on pouvait se demander s'i[ en 6fair 
de m~me de e et ses puissances, de z, d'autres nombres encore. La r6ponse 
est affirmative" ]es mdthodes de MM. It[LBm{T et HURWlTZ pour 6~ablir 
]a transcendance de e et de ~ perme~ent de d6terminer une ]imite in- 
f6rieure de cos modes de croissance" nous en donnons un exemple particulier. 

On pout  obtenir  d'ailleurs des r6sultats de m6me nature pour  tou t  

hombre  ~" algdbrique ou non, ou pour  les nombres  do la forme 

I7, 

t Comptes  rendus,  I S avril I9qI et Journ.  de Math., I9oi.  Au sujet de 
ce m6moire on pourra consulter E. STRAUSS, Acta  math., t. II,  p. 13. 

Comp. BOREL, Comptes rendus,  I899 , I ~ semestre, p. 490 et 597. Pour ]a 
lecture de notre M6moire il suffit de connaitre les passages d'ouvrages ou m~moires cites 
par nous ici. Un r~sum~ de ce m6moire a 6t~ communiqu6 & 1,Acad. des Sc. de Paris 
(O. R., IgOI , 2 ~me sere., p. 989 et I I9I ). 

On sait qu'Abel a &abli l'impossibilit6 de la r6solution par radicaux des 6quations 
alg6briques de degr6 > 4. On peut so poser des probl6mes analogues pour des ~qua- 
tions transcendantes & coefficients rationnels: notre m6moire en traite quelques-uns. 

AoSa ,r~,aff~m~tf~,. 29. Imprim~ le 8 juin 1905. 
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(~ fonction algdbrique d 'un hombre queleonque ~', a l , . . .  , a~, . . .  ChOlers 
~___~E(~')); quand ~b z crolt suffisamment vite avec l, Y ne peut ~tre ni al- 
g4brique ni racine de (1). 

Ces r~sultats s'6tendent aux gquations rationnelles de la forme 

Ca (~a 
cnx  ~" d -  - ~  J r  . . .  J r  - .~ ---- o ,  

- -  ~ o ) a  
0 0 0 

oh fll, fl~, . . . ,  flk sent distincts, rationnels et =4= o. 1 
Au point de vue algdbrique, si c~ ddcrolt suffisamment vite, nous 

donnons un moyen de ddterminer approximativement les racines de 

~ ,  Cag~ ~" ~ 0 
0 

qui sent routes distinctes, et un moyen simple de trouver le hombre des 
racines rdelles ou imaginaires de module infdrieur ~ une certaine limite 
quand c, est rdel. 

Enfin nous concluons que ~ c ~ x ~ ' ~  o n'a aucune racine algdbrique, 
0 

et que l'ensemble des racines transcendantes de ces 6quations a la puis- 
sance de continu. 

I I .  
Th6or~me. Lo nombre e no peut ~tre racine d'aucune des 6quations 

( x ) ~.  c,.x~" ~ o 
O 

quand ~ crolt suffisamment r i te  avec n (c, rationnel, c o entier, ~----- Z,, 

oh Zn est un entier donn~ fonction de n e t  croissant, et q entier). 

En effet, il suffit de suivre la m~me marche que dans une des dd- 
monstrations relatives au cas des ~quations alg~briques. 2 Si Fen pose 

1 Nous y reviendrons ult~rieurement plus en d~tail. Voir  B u l l .  Soc.  M a t h . ,  

t. 33, I9~ p. I47. 
u  p. ex. JomaA•, O o u r s  l i t h o g r a p h i 4  de  l ' E c o l e  P o l y t e c h n i q u e ,  2 *me 

division. Tous nos raisonnements restent  vrais  avec une tr~s-l~g~re modification pour le 

cas oh certains des coefficients co~cl,  . . . .  c n , . . ,  seraient  imaginaires.  
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(2) 

(p trbs-grand, 

f (x)  ---- 

~ ~ q), 

~- /  . - .  

l ( p -  ~) 

on aura 
F(x )  = f (x)  -t- f ' (x)  -t- �9 �9  

a 

(3) e~F(o) = F ( a )  + e ~ f f ( x ) e - " d x .  
0 

])onnant dans cette formule ~ a l e s  valeurs o----~o,  ~ ,  ~2, " - ' ,  N- 
et additionnant les dgalit~s obtenues en les multipliant par Co, c l ,  . . . ,  c., 
on a, e ~tant suppos~ racine de (I), 

(4) 
n n ~a 

0 0 

. e ~ "  . 

Pour x = o, f (x )  et ses p ~  2 I ' ~  ddriv~es s'annuleng; les augres, 

sauf la I ~e qui est 6gale h ( - - I )  "p(IIz')p oh 1-~Z.--~Z~2~...Z., sent des 

multiples de p divis6s par q'P, e. ~ d. de la forme m__pp. q"p 

Pour x ~ ~ < ~ .  (a=~ o), f ( x )  est nul ainsi que ses p - - I  I ~res dd- 

rivdes; les autres sent des multiples de p divisds par une puissance de 
q ~ q,+~-l.  

Ceci pos6 

(s) 

si ~o 

~ s ~  mult. p c,F(~,) = C ( ~~ moV~ + q"+P- '  ' o o\q.p T q~p/ I ~" 

8n 
= ( - -  I)"(nZo)'. c. = ~.  
D6signan~ par T~ le p. p. e. m. de t o ~ I, t ~ , . . . ,  t., on aura 

(6) o T .q - ,+ , -"  

avee x-----Co2oT.qP-l+ re'p; n dtant donn~, s i p  est assez grand pour no 

pas diviser Co~oT.q "-~, ~ sera . o, et I~ I > i .  a'o~ 

n I 

(7) Zo coF(~o) > = ~ q . . , _ .  �9 
Aota matl~natica.  29. Imprim6 le 8 juin 1905. ~8 
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(8) 

D'autre part, on a encore 

c.e~" f f ( x )  e-*dx ~ I(p--I)" 
0 0 

On pourra toujours prendre p assez grand pour que le second membre 
soit 

I 
(9) < 4 T . q ~ + v - l  " 

Soit p'----~, la plus petite des valeurs de ~o satisfaisant h cette condition. 
Supposons maintenant que, dans F(o), on fasse p-----p'; F(o) est une 

,a 

fonction bien ddterminde tb. de n. Si l'on suppose la sdrie ~ c,,e c~" SUffi- 
n + l  

samment convergente (ce qui est le cas quand c~ -~ crolt suffisamment rite 
avec a), pour que 

I I , (O fini), 

on devra avoir, d'aprbs (4), (7) et (9), 

(!o) x I ~1 < I ~'~'("+') 
T,,q"r162 -~- < T,, q"r162 = ' Oc,,+,ea"~"F(o)] "4- ke ~" [(p, i) 

! 

l "4- 4T  np.+p._l, 

ce qui est impossible dbs que 

2 Tn q . f + f - 1  " 

On pourra toujours choisir c.+1 assez petit pour qu'il cn soit ainsi, 
quel que soit q, ~ partir d'une certaine valeur de n, par exemple quand 

In 
q 

Corollaire I. Les puissances fractionnaires positives de e n e  peuvent 
gtre racines des dquations (I). 

En effet, e n'est pas racine des dquations traitges plus haut; il n'est 
~_ q_ 

ribs lots pas racine des dquations obtenues en remplagant x par y '  ; e' n'est 
donc pas racine des premibres dquations. 



Sur les hombres e e t  rret  les ~quations transcendantes. 299 

Nous  croyons utile de donner  un exemple  precis d 'applicat ion de ce 

thdor~me. 

an erenons co = t-;' ~" ~t~.~ un entier tel que I ~ . I < A  (A ~ni) et t, 

In 
grant divisible par t ._~, t , , _ ~ , . . . ,  tl ,  to = [: on a T ,  = t , .  Posons $ .  ~ -  

q 

(1 entier donn6), p = (n + x) "('+1) (/~ entier > 2): pour  une infinitd de va- 

leurs de n ,  p ne divise pas 

si 

(x2) t. = (In) ~', (2n entier). 

D'apr~s (8) et (9) on prendra 

/ l n \  l,("+]) 

q / tP < 4t~t.p+p-~, 

ce qui a lieu, a fortiori, si 

171 

eTkp(l~)~(.+l) < x kPp x ~  kp 
1 ~ e 4t~ 

puisque p > l n ,  quand n e s t  assez grand. 
Or 

p (~ Jr I)/~(n+ 1) I {n# l~n+ 1 
eg(In)n+l - -  e'(ln).+l > -~ ~,---'~) 

et 

car 4kpe ~ < 2 (n+l)p. 

Pour  que (9) air lieu il suffit finalement 

ou, a for~iori, 

(~2') 

t . < \  2z/  
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o n  
n nl" ~ n(/*--~){n'l'l~(n'l'l)+l 

o n  
n~n___~ (~ - -  2)(n dr i)#{n+l)+'. 

II suffira de prendre 

(I3) ~n = ( /1--  2)(/'/ + I) #{t*+l}, # > 2 

pour que (9) air lieu. 
Occupons-nous maintenant do la condition (I I). 

d~s que  

�9 . la  [ 

c.eu + k, + k[ + . . . )=  
n + l  I 

t(n+l) 

<21c.+, le  " ( o < k , S ~ )  

- - I  = -,,-. ~" ta < I ' [aa+l t . ]  ' ea+~ e~ e~ <__ <k~ : 2 '  
*~ t..-Z~+~l v e  t-~+,= 

On a d'abord 
t(n+l) 

I Cn+l 1 6 q 
I - -  k t 

I I 
D grant le maximum du rapport l aa--+2l. Cetf~ condition 

I a" I 
remplie pour a > n +  i, d'apr~s ( I 2 )  e t  (I3). (Ix) devient 

z(n + l) 

( I4 )  2 iC .+ l i e  - - , ,  I , FCo~ < ,  

cherehons une limite supgrieure de F(o). 
On a 

I I(~'- ' ) f (~ ' ) I  = l e - ' ( ~ - - ~ ) "  . . .  ( x - -  ~.) '1, 

II!p.- i)f '(~)l<pxlf~(~)l, 
IJ(.p- ') f"(~) I < f  x I f,(~) I, 

est toujours 

�9 �9 o �9 �9 ~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

II(p-  ')f('~(~)I = < f x  I f,,(~) I, 
t Dans  le cas ou quelques coefficients c~ seraient nuls, une in6galit6 de m~me 

nature  a lieu pour  le rappor t  d ' un  terme au pr6c6dent. Notre  ra isonnement  ne suppose 
done pas aa ~ o, saul  en g6n6ral. 
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~tvec 

et los 6quations transcendantes. 

d~an~ des produi~s de la forme 

~. (z  - -  ~,)~, . . .  (z - -  ~.)~", 
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si  

ou ,  puisque l~i__j(~, 4" < P ,  si 
q 

jusqu'~ k 2 ---- np -t- P - -  I, d'off 

(~ 5) I F(o) I__< i((~ I-~)" - - I )  

I1 suffira, d'apr~s (I4), que 

t(n+l) 
(I 6)  t,,+~ > ),e q q"P+P-~ - -  

t n 

2 ~ a n t  une constante. 
D'abord 

_ _  l .  p [(~ + I)~] np+p - - I  
~(~, q- I ) - -  I 

([.~)P [(~ + I)~] np+p - -  I 
[ ( p ~  x) p(,~ + ~)--  x ' 

I( p - -  I) [.~(~/ .3f- I ) - -  I ]  > I~, 

l(n+l) 
, ~ q . p + p - - l  e q 

Ip_ 

t(n+,) 
e q ~n~+p 

2q < 

ee qui a lieu, puisque p----(n + I) z('+~). 
I1 suffira done d'apr~s (I6), 

fl, , fl, , . . . , f t . < p ,  

en nombre au plus dgal ~ n +  I,  (n-{- I)~, . . . ,  ( n +  i)~, respectivemen~. Chacun 
de ces produits es~ d'ailleurs, pour x ~ o ,  ~l"P(lu)~' en valeur absolue, et 

IF(o)li(p- ~)<~"(L~)'i, + p ( ~ +  ~) +p ' ( .  + ,)' + . . .  
+p~,(n + x) ~ + . . . ]  
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ou, a fo r t io r i ,  
t n+ l~ [ ( . . d f .  I)'_~]P(n+I)~., 

ou, d'apr~s t .  ~- (]_n)~", (I=') et p = (n -4- ,)'("+'), 

in+ 1 ~ [ ( "  --~ I)'~]P(nq-l)"(#--')P<n+l) 

t.+, >__ ((. + 

I1 suffira alors 

"*  ~ - - \  )i,(.+~)(,,+1)t'("+~)+~ t.+, = [I(,~ + i)],.+, >_~ ~2~re ] ~ ( .  -~ I , 

ou, a fo r t io r i ,  

(" + i)(n+8) lf~'q-(n+l,g(n+')+'/~('+') ~ e (n+~)~t~ '  . 

Ceci aura lieu ~ pourvu que 

~-(" -~ ~) (~- -2) ( "  ~l- 2)#(n+')~ (. + I)/L(n+l)+l~(. ~I_ 2), 

ce qui a toujours lieu pour n assez grand quand #>_~3. 
La condition (I I) est done alors remplie. 
Iq'ous on concluons le corollaire suivant: 

Corollaire I I .  Les puissances enti~res ou fraetionnaires de e no sent 
pas racines des 6quations 

an  D 
(l__~)(g__,)(n+l)#(.+l) X'  = 0 

(/, q , /~  entiers), a. ~tant un entier limit~, nul ou non, d~s que #>__3. 
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III. 
Les r6sultats pr6c6dents, comme ceux relafifs aux nombres X, ~ s'6tendent 

d'abord au cas des puissances n6gatives de e pour les 6quations (I), ensuite 

au cas des puissances n6gat ives pou r  les 6quat ions ~-c.x~"= o, don t  le I er 

m e m b r e  converge pour  o < x < k < I ;  enfin au cas des puissances posit ives 

ou n6gat ives  pour  les 6quat ions 

+| 

fl ---- ]~ Ca X ~" ---- 0 

convergentes  dans un  certain domaine,  les c, et  les ~ satisfaisant ~ cer- 

taines condi t ions  de croissance et  6taut  rat ionnels ,  l~ous nous  dispen- 

serous de donner  des exemples,  et  nous  contenterons  d '6tablir  sommai r emen t  

les thdor~mes gdn6raux. 
t ~ Pou r  le cas des puissances n6gat ives il surf-it de remarquer  que 

(3) reste vrai quand  a ou Ca est n6gat i f :  la l imite  sup6rieure de e ~" devien t  

i .  Toutes  les in6galit6s ou 6galit6s pr6c6dentes res tent  vraies a fort iori  

sous cette r6serve. 
+,D 

2 ~ Consid6rons les 6qua~ions f~ = o, et soit  f, ---- ~: ~" Cae -----o, $a 6~ant 
- - w  

de la forme f--~ " " q , q entier,  Za entier  posit if  ou negahf .  On p rend  p o u r  f (x )  

f(~) = ~p-'[(~ -- ~,)... (~ -- ~.X~ ~-,)... (~ -- ~-,,)]~ 
I ( v  - i )  

La  formule  (4) devient  

E(o) Cae~" = CaF($a) -4- Cae ~" f(r ')  e-xdx 
--~1 - - f t l  - - ~ !  0 

Si 
Xa 

= a v e c  = 7, 

J o u r n .  de Math . ,  I g o I ,  loc. cir. 
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o n  a u r a  

" ( ,t o m~p ) ~ s .  mult.p 
Z c .F(~ . )  = c, (.T.,)~ + qc .+ . ,~ . -~  + t. qc.+.,)~+.-, ' 
- -n l  _n I 

~(.+.,)p+p-1 T.., ' e ~___ I 

sip est assez grand et convenablement choisi, T.., 4rant le plus peti% 

commun mul~iple de t., , t_.,+l , ..., to , tl , ..., t.. Le raisonnemens se 

continue de la mgme mani~re pour les puissances positives ou n4ga%ives. 
3 ~ Restent les 4quations 

C ag~" --~ 0 

dont le , e r  membre converge pour o < x < k < I, et pour lesquelles nous 
ne pouvons gvidemment traiter que le cas des puissances n4gatives. On 
raisonnera de la mgme mani~re; (4) devient 

(I6') 
n 

s  -~~ F(o)= s  Zc.e-~"7~ 
0 0 

0 0 

a 

a v e c  

[ ( p -  x)f(x) = zP-I(x ~-/i},)P... (z q- ~,)P. 

On a, en faisant x = o, puis 

--x ----- ~,,< ~. = Z___- 
q 

Z~ (a > o, Na = ~ ,  Z. entier positif), 

coF(--  ~.1 = Co,, ~%'- + q., / + q.,+,_,. 
0 1 

I )1 ' 
c .F(- -~ .  > Tq.~+p_ ~, 

0 

si Co)toT,,q p-1 n'est pas divisible par p .  
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D'autre par~ 

305 

I t  --~a _np+p . coe- "fo =< (ZIc~ 

On pourra, quelle que soi?~ la loi de croissance de ~ . ,  p rendrep  assez 

I De m~me grand pour que cette expression soit plus petite que 4T~q,,p+p-~ " 

on pourra prendre t~+~ assez grand pour que 

I 

en prenant pour p la plus petite valeur p'  satisfaisant aux conditions prg- 
cddentes. 

Si la loi de croissance de ~,,+~, qui est absolument arbitraire, est alors 
choisie de facon que ces in6galitds soient remplies quel que soit n ,  pour 
n suffisamment grand, l'dgalitg (t 6') sera impossible. 

Nous rdsumerons les r6sultats pr6cddents dans les 6noncgs suivants: 

Thfior~me I. Les puissances enti~res ou fractionnaires de e ne peuvent 
gtre racines d'aucune ~quation 

~:  c , x  ~" = o 
0 

_ _  X n  quand cat crolt suffisamment rite avee n, (c. rationnel, N,, = ~ ,  o~ Z~ est 

un entier donnd fonetion de n e t  croissant, et q entier) pour un mode de 
croissance donnd de Z," 

C'est le cas quand 

L = 
Cn an  

l.~ (l entiers). (a,, entier limit6, nul ou non, / ~  3), ~ = ~  , q 

Thfior~me II. I1 en est de m~me pour les 6quations 

+| 

~.~ C a e ~;'~ = 0 

Acta matl~matiea. 29. Imprim~ le 9 juin 1905, 39 
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($~ dtant posifif ou nggatif et de la forme Z~, Z~, et q entiers), pourvu 
q 

I 
que -- croisse suffisamment r i te  avec l a 1, quand a est positif ou n~gatif, 

ea 

et que le mode de eroissanee de Z~ est donn~. 

Th6or~me III. Les puissances ndgatives rationnelles de e ne sont pas 

raeines des dquations 

(I9) E c~x~" = o 
0 

dont le I ~r membre converge pour o < x <  k <  z, quand ~ crolt suffi- 

samment vite avec n, pour un mode de variation donnd des c,. 

IV .  

Lemme I. Soit 

(i) 2: coz ~" = ~ ( x )  = o 
0 

une 6quation transcendante dont le I ~ membre converge darts tout  le plan 

- - - - ,  Zn entier). On pourra toujours, quel que soit n, supposer la 
q 

loi de d6croissance des c~ assez rapide pour que route racine de 

n 

(so) Ec.z~'= r  
0 

diff~re d'aussi peu qu'on veut d'une racine de (I), et pour que ( P , ( x ) = o  

n'ait  que des racines distinetes. 

En  effet, soit x I une racine de O,,(x)=o.  On a 

v ( z )  = r  + e ( z ) .  

q"(x) est une s~rie convergente, et, x I ~tant limitd en fonction de n, on 

pourra toujours prendre cn~l assez petit pour que (~'(xl)< e,+l. 

Or 
~ ( x , )  = q;(x,) 



r 
~(x~). 

si O(*)(x) est la 
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prend ~ dans le voisinage de x-----x~ routes les valeurs voisines de 
On aura 

r  r  ik - + . . . ,  

I *'~ des d6riv6es de #(x) qui ne s'annule pas pour x = x~. 
On peut toujours prendre $ assez petit pour que, si I x -  x, ] <  

(22) I r  ~(~)1 >_ I(*- ~Lr 
I 21_k I 

En effet, si f ( z )  est monodrome aux environs du point z I e t t  ---- z - - z  1 
2 

on  a 

t~f(~)(z,) I ; t TM 
f ( z )  = f(z~) + [k + 2-~ (z -- z,)~+'(z--z, - -  t) f ( z )d z '  

C 

et le dernier terme a son module 

Mined t T M  

< Rk+l(R - -  rood t) 

Nous supposons iei f ' ( z , ) = . . .  = f ( k - ' ( z l ) =  o; f est prise le long d'un 

cercle de rayon R ayant zl pour centre, M est le maximum de f ( z ) ~  l'in- 
tdrieur de ce cercle (et sur ce cercle). 

Appliquant ceci ~ (2x), on a 

r  ~(x,) = (x--x~) ~ i_ k + 0, a , + , [ a - ~ o a ( ~ - ~ , ) ] '  

R grant une quantit6 rgelle que nous prendrons >> 2 [x - -x1] .  I1 suffira 
d~s lots, pour que (22) air lieu 

(23) 

r ] 4M] x - -  xl I T M  

r R ~+2 

1 D'apr~s un th6or~me de WEIERSTRASS (PICARD, Traitd d'analyse, t. I I ,  p. 24I) .  

V. JORDAN, Cours l i t ~ h o g r a p h i 4  d e  l ' E c o l e  P o l y t e c h n i q u e ,  I ~re division, 

par  exemplo. 



308 Edmond Maillot. 

M giant ]e maximum de ~(x) ~ l 'intgrieur d 'un cercle de rayon R ayant 
le point x~ comme centre dans le plan des x. 

Pour une valeur de R donnde, ~,(x)  a une limite supgriemce M '  
dans le cercle en question, et l 'on peut toujours prendre c.+, assez petit 

pour que M ' >  : l ~ ( x ) l  clans ce cerae. M est < ~M' ,  et il suffit pour 

que (22) et (23) aient lieu: 

(23') 

(:~) 
Or 

[ ~)(*)(z,) R k+a [ 
,~ ~ >_-I~-~,1. 

r = r  ~(')(x,). 

Soit r la I ~ des dgrivges de ~.(x) qui ne s'annule pas pour 

doit dtre nul. Or cc rgsultant est, sous la forme de SYLVESTER, aprbs 
suppression du facteur yX,-1 dans ~:(y), 

lignes 

X n - -  X ' I  

lignes 

,~'a Cl . . . . . .  Xn cn o . . .  

o Za cl . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . .  .-~- A ~ O. 

Z.co . . . . . .  ( X . - - Z , ) c ,  . . . . .  

�9 , , . , . . , . . . . . . ~ . 

~Ptn(y ) =• lClY Xt-1 + . . .  + ~ f . C . y  X'-I 

Z n ~ n ( y ) - - y ~ ' n ( y )  = ZnCo + (x.--x,)c,Y ~' + . . .  + , x . - - z n - , J  . - , ~  , 

r  --- Co + clxq + . . .  + c.zq 
1 

Posant y----x q, on a 

On(X) = r  = Co + C,y~' + . . .  + Cny ~", 
1 

et ~.(y) a en commun avec sa dgrivge ~'(y) la racine y, = x q i ,  ear 
~'.(x) = ~ ' . (y)y '  (on suppose x I ~ o). 

On en conclut que le rgsultant des 2 gquations 

x = x,: on pout supposer, si c. est assez petit par rapport h c._,, k I = I. 
En effet, si non, r  aura une racine commune avec sa d6rivge. Or 
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c~ entre clans A ~ la puissance Z,-1 et son coefficient est 
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On en conclura 

~ n  C O  . . . . . . . . . . . . .  

0 ~'~ C O . . . . . . .  

�9 . , . . . . . . .  �9 

0 . . . . . . .  y.~ Co 

= Z~- " - '  ( Z -  co) ~" -~ '  �9 

A = ( Z . C o ) S - ~ , ( z . c . ) ~ . - ' +  , t  :~..-,-~ . .~,,~ + . . .  + A~._, = o .  

Or, quand c,_~, c,_2, . . . ,  Co et les Z- sont donnds, cette dquation en 
c. a comme limife infdrieure du module de ses racines une certaine fonc- 
tion F .  de n; on peut toujours supposer I ,,I plus petit que F . .  En 
d'autres termes on peut toujours supposer la loi de d6croissance des c~ffi- 
cients assez rapide pour que les 6quations 4>.(x)= o n'aient que des racines 
simples, c. h d. pour que k~ = i. 

Ceci pos6, on pourra supposer encore c.+, assez petit  pour que 

I < ol 

0 grant une fraction <-I  
= 2  

~ . ( x ~ )  = o, 

~'(,~)l>l~-~'llV:(x')l(iio)>l@-~')~:(~') I z  4 
d'apr~s (22), car 

Alors r ~ o, d'apr~s (24), et, puisque 

L'in6galitd (25) a lieu d~s que c,,+1 est assez petit et que (~3') a lieu. 
Supposons x assez grand et c,+1 assez petit pour que 

(=6) i ~r < ] ( z -  z,)#)~(z,) I 

D'apr~s (25) et (26), soit M~ le point reprdsentatif de [ / M~ 
u 1 =  4 ) (x l )=  ~'(xj) dans le plan des u, si r Le W 
module de <P(x)--r  a une limite infdrieure 2 indd- 0 
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pendante de c.+~; on pourra toujours prendre c.+~ assez petit pour que 
2>== 20M~; il suffira de ne donner ~ x que des valeurs telles que 

I(z--~')O:'(z')[ > 4  = 21 q;'(z~) I' 

OU 

(27) - 182] (*'? I 

ce qui est possible, en prenant c.+1 assez petit pour que, d'aprbs (23') 

(28)  r  . 

Alors le module de r  est toujours >0311. I D'aprbs le thdo- 
r6me prdcitd de W~IEI~ST~ASS compldtd par nous, les valeurs que prend 
�9 (x)- -~P(x, )  quand x varie aux environs de xl comprennent routes les 
valeurs reprdsentdes par les points situds ~ l'intdrieur d 'un cercle C 1 de 
rayon ,~ et de centre 3/1 darts le plan des u, en partieulier l 'origine pour 
laquelle ~P a la valeur o, et les valeurs x correspondant h (27) et (23') 
donnent  des points dont aucun n'est situs h l 'int6rieur de Q .  

D'apr~s (27) la valeur x' correspondante pour laquelle r  o est 
telle que 

I x'] diffbre de I xl] d'une quantitd qui tend vers o avec c.+1. 
e. q. f. d. 

On peut dtablir un lemme rdciproque: 

Lemme II. Tout dtant posd comme au lemme I, on pourra toujours, 
quel que soit n, supposer la loi de ddcroissance des c, assez rapide pour 

* On pout encore conclure 616gamment comme il suit en employant la terminologie 

de notre communication (Acad. Sc. Paris) du 3 mars I9O2: une ligne de modules mi- 
nima d6croissants issue de x, dans le plan des x ne pout sortir du cercle de centre ~ 

et do rayon d6termin6 par (27) , puisque sur ce cercle tous los modules de r  sent 

sup@iours ~ cehi do r Par cons6quent il y a un z6ro de g)(x) s l'int~rieur do 

co cercle. Voir encore J. Ec.  Po ly t . ,  19o3, p. 75- -95 .  
Nous indicluons plus loin d'autres applications dos lemmes I e t  II.  
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qu'h tou~e racine $ de eP = o de module inf~rieur au double de la limite 
sup~rieure du module des racinos de r corresponde une racine x~ 
de r o, la diffdrence $ - - ~ 1  ayant un module 7, petit arbitraire, eL 
pour que (]~= o n'ait  quo des racines distinctes: ~, pourra ~tre pris 
d 'autant  plus petit  quo c,+1 sera plus petit par rapport ~ c.. 1 

En effet, on a 
~(~) = r  r  o.  

Soient x~, x~, . . . ,  x, les racines de r  n grant donng, ainsi que 
co, c], . . . ,  c,, elles sent parfaitement d~terminges. Par consequent si l 'on 
consid~re routes los valeurS de x autres que celles comprises h l ' int~rieur de 
cercles de rayon 7~ ayant x~, x~,.. ,  comme centres, pour ces valeurs r  a 
une limite infgrieure L ,  parfaitement d6terminge pour route valeur de 7-" 

Pour route valour $1 de $ non comprise A l 'intgrieur de cos cercles 
on no pout avoir r  que si ]~'~($1)1 est sup~rieur ~ la limite en 
question: cos racines $1 se divisent alors en 2 eat6gories: celles o f i l$  ] l e s t  
inf~rieur au double do la limite sup~rieure du module dos racines de 
(P~(x) = o, eL les autres. 

Pour los premieres 

I < II + . . . .  
On pout assigner a ] ~'. (~1)] une limite supgrieure aussi petite A,, qu'on 

vent pourvu que ]c,+11 soit assez petit, c. h. d. tello que A~ < Z. ,  ee qui 
est impossible. 

On pout 6galement supposer los racines de r  o distinctes, s i l e  
mode de ddcroissance des ]c,] est suffisamment rapide. En offer, si non, 
soit ~ ( $ ) = o ,  ~ ' ( $ ) = o :  il y a une racine x, de r tello que 
I x ~ - - ~ l < ~ ,  et uno x; do r  telle quo I x ' - - $ ] < ~ y ' .  Or Co,Cl , . . . ,c ,  
grant donnds, on pout prendre c,+1 assez petit pour que 7 - - t -~ :  < 7 " ,  
~" grant aussi petit qu'on vent. Or [ x [ - -  x~ I ~ 72~ ~ ~: est limitd in- 

fdr ieurement  en fonetion de co, c ~ , . . . ,  c,, ce qui est contradietoire avee 
ce qui prdeMe. 

Par suite, si le mode de ddcroissanee des I c~[ est suffisamment rapide, 
r = o n 'a que des raeines distinctes, c . q . f . d .  

i Quand ~n est assez petit, s chaque racine de ~)~(z)~--o en correspond une7 

et une seule de ~ ( ~ ) ~  o. 
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Ceei posd, nous allons dfablir ee thdor~me" 

Thfior~me. Soit 
ar 

~ C a X  ~" ~ 0 
@ 

une 6quation transeendante dent le 1 ~ membre est convergent ( $ , -  Z-. 

entier croissant, q e t z ~  entiers positifs). On pourra toujours, les Z ,  grant 
doungs ainsi que q, supposer la loi de d~croissance des coefficients c, assez 
rapide pour que ~r ne puisse en ~tre racine. 

En effet, on sait que MM. LINDEMANN, et, apr~s lui, MM. (~ORDAN, 

HILBEiCT, HUI~WITZ, ROUCH]~ 1 out dtabli que e: n'6tait pas racine d'une 
dquation alg6brique h coefficients entiers quand ~" 6tait algdbrique, par suite 
que = n'dtait pas algdbrique. On peut alors chereher h dtendre les r6sultats 
des paragraphes prdcddents aux nombres e :, off r est un hombre algdbrique 
ou racine d'une des dquations (I), (I8) ou (I9). Nous nous contenterons 
d'dtablir, ~ titre d'exemple, le thdor~me pour ~r ou i=; il nous suffira de 
modifier tr~sldg~rement la m6thode de M. HILBERT. 

Supposons que i= soit racine d'une dquation 

(,) ~c.x~" = o. 
@ 

On pourra toujours prendre I c~+11 assez petit pour que les racines de 

n 

(29) ~. , c , , x  ~" --- o 
0 

different d'aussi peu qu'on veut d 'autant  de racines correspondantes de (I), 
dent i~r. Soient a l ,  . . . ,  a~. les 2~ raeines de (29)" nous formons ~ 

(~ + e~,)(I + e~ (i + e'~.) = x + e~, + . . .  + e ~ 

= a +  e ~ , + . . .  + e ~ =  ~,; 

quand c,,+~ est assez petit sans que n varie, il y a une des racines a, a~ 
par exemple, qui est tr~s voisine de i~r, d'apr~s l 'hypoth~se et les 2 lemmes 

1 V. Ma th .  Ann .  t. 43, I893, p. 216, 220, 222 ot RoucB~, Traitd de Gdomgtrie. 

2 Neus conservens autant que possible les notations et la dfimonstration de M. HIL- 

BERT, ~ laquelle il conviendra de se reporter. 
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prdc6dents, et ~, est aussi petit qu'on veut. fl~, . . . ,  flu sont racines d'une 
gquation alggbrique de degr6 M h coefficients entiers 

f(z) = bz ~' + . . .  + b~, = o, 

b,  . . . ,  bu ne d6pendant que de co, . . . ,  c,. 
On formera alors 

(30) f :[g(z)]~§ + :'  + . . .  + :'*)= f ~.z'[g(z)]~+'e-'dz, 
0 0 

oh p est un hombre entier positif, et g(z)----bUf(z), 
conduit, en posant 

P ~ = a f + : ,  + . . . + : ~  , 

,8 t ,a~ 

P,=:'f+...+:"f, 
0 0 

et ron sera encore 

aux relations 

Pl - -  

Le - -<  te '  

(rood p + I), 

7. = { 1 ~ ,  I + . . .  -4-Ifl:a'.l}k. 

f i x , . . . ,  flu different d'aussi peu qu'on veut de fonctions bien d~- 
termin6es de ~ , . . . ,  a,, et 1cur valeur est limit6e en fonction de n, 
Co,C~, . . , ,c , , .  X1 e n e s t  de mgmo de b ~ , . . . , b ~ ,  par suite d e x ,  k e t K .  

D'autre part, le second membre de (30) est 6gal 

0 

et (3 o) devient 

(3I) lab~ +' + mult. (p + *)lie + xK, 

- -  __ \ ~  ~'M "4-  m u l t .  (p -3 I -  I ) ) .  

Aata matherm~iea, 29. l l l lpr tm~ lo 21 Juln  1906. 4 0  
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Ceci pos4, n ,  c o , c~, . . . ,  c, 4rant donn4s,  choisissons p assez g rand  

pour  que abb~ soit I ~ ~ p + , ,  et  p suf f i samment  g rand  pour  que 

]ab'S+M.b~ +~ + m u l t . ( p  -4- I)1 est un  ent ier  :4= o, et le I er membre  d e  (3*) 

est > ~ (l_P). Dorman t  alors h p une  valeur  l imitde en fonct ion  de n e t  

satisfaisant aux condi t ions  ci-dessus, on pourra  tou jours  prendre  c ~ ,  par 
g , ,  

suite ~, assez pe t i t  pour  que le second membre  de ( 3 ' ) s o i t  < ~(]_p). L c g a -  

lit4 (3 I) est alors impossible,  et nous obtenons le thdor~me annonc4.  

V- ,  

Le vdritable caract~re des th4orSmes qui  pr6c~dent  est sul%out qu' i ls  

donnen t  un  moyen  de calculer une l imite  supdrieure de c,+1 en fonct ion 

de Co, c l , . . . ,  c,,, de fa~on que les thdor~mes 6nonc6s a ient  lieu. I ls  

peuven t  ~tre regard4s comme des cas particuliers,  ou, plus exactement ,  des 

corollaires de th4or~mes beaucoup plus g4n4raux, mais don t  l ' appl ica t ion 

condui t  aux m~mes ra i sonnements  lorsqu 'on  veu t  dg terminer  la l imite  en 
quest ion.  

On peu t  4tablir, h t i t re  d 'exemple ,  la propri4t4 g4n4rale suivante:  

Th6or6me I. Soient  t 1 , t 2 , . . . ,  t , ,  t ,+~, . . .  des entiers fonct ions don- 

a,  x. soit convergente  quels que soient  les n4es de n telles que la s4rie Z 

entiers positifs ou n4gatifs a0, a ~ , . . . ,  a , , . . . ,  quand  l aol, la~l, . . . ,  I a , I , . . .  
ont  une  l imite  sup4rieure finie A .  t~tant donn4 un  nombre  r quelconque 

non  algdbrique,~ s i t  I , t 2 , . . . ,  t~, . . .  croissent suf f i samment  r i t e  avec n,  

aucun nombre  fonct ion alg4brique ~ coefficients entiers de r n ' es t  racine 

~ an . 0.~ d 'une des 6quat ions ~ x  
o 

Nous verrons plus loin (p. 326) qu'une proprigt6, analogue a lieu quand~ ~ " est 
alggbrique. 

Si l'on se place au point de vue de la thgorie des ensembles de M. CA~TOR, 
on remarquera que ce thgorgme et tous les th~orhnes precedents s'appliquent A un en- 
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En effet, eonsiddrons l'ensemble de celles de ces 6quations pour les- 
n 

quelles ]a 0] ]a 1] [6t,[<_A et les Valeurs correspondantes de E a "  x" 
0 

quand on donne ~ x routes les valeurs possibles non alg~briques raeines des 
dquations algdbriques de degrd < d dent les coefficients sent des polynomes 
en ~" h coefficients entiers, de degr6 < ~, les coefficients eutiers dans chaque 
polynome he d5passant pas 3~. Ces valeurs sent en hombre limitd; il enest  

par suite de m~me des valeurs eorrespondantes de rood. ~ x", et eelles-ei 
0 

poss~dent une limite inf~rieure fonetion de n, A, d, ~ et 3~, ~(n, A, d, ~, 3~), 
t ~ , . . . ,  t, ~tant supposes donn~s. On peut toujours supposer que l'on 
prenne pour ~ une fonetion non eroissante de A,  d, ~, 3~, et l'on pourra 
dcrire pour n assez grand, si l'on prend A, d, ~, 6~ <=n, 

~,(n, A,  d, e, 3,)>= f (n ,  ~, n,  n, n) >= r 

oo 

0 

Si done a,,., est suffisamment petit par rapport ~ r 
tn+1 

est impossible pour routes les valeurs on question. 
DSs lors pour un mode de croissanee suffisamment rapide de t,, l'6qua- 

~ an Xn tion ~ -----o ne peut avoir pour raeines les valeurs x satisfaisant aux 
0 

conditions prdcitges, quels que soient A ,  d, 3, d 1. On peut en effet trouver 
toujours une valeur de n suffisamment grande pour que le raisonnement 
pr6c6dent soit applicable, e . f . q . d .  

Remarque I. Une propridt6 semblable a lieu, quand on consid~re non 
plus les fonctions alg~briques (h eoSffieients entiers) d'un seul hombre ~', 
mats l'ensemble des fonetions algdbriques (h coefficients entiers) d'un hombre 
limit6 de hombres ~ , . . . ,  ~ non algdbriques. Le raisonnement est le 
mdme. 

semble d~aombrable (que nous appellerons ensemble D) de nombres; au contraire, les 

th~or~mes relatifs aux nombres X s'appliquent s un ensemble de hombres ayant l~ 

puissance du continu (que nous appellerons ensemble C). Nous verrons plus loin qu'on 
peut ~tablir des propri6t~s de m~me nature pour une infinit6 d'ensembles C analogues 

celui des nombres X.  
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Remarque II. Quand on prdcise la nature du nombre ~', on peut  

appliquer pour  la d dtermination de la limite supdrieure de c,+~ des principes 

tout  semblables h ceux qui nous ont  servi dans les 4 premier paragraphes. 

r 

Nous citerons h ti tre d 'exemple  l 'ensemble des nombres m A-pe ~ , 

m - - ~ - ,  p = -  prenant  routes les valeurs rationnelles possibles. 

Considdrons l '6quation 

(32) 

r 

Si m + p e  ~ e n e s t  

valeur absolue, on aura 

~ C  a x  ta  - ~ -  O. 

racine quand r , r  1 , r ~ ,  q ,  q~,q2 

r'~la 
s ca(m +pe ~] - - o .  

0 

Soit e q = ~; considdrons 

sont < A en 

I n  a r n 

z co(m +p~) '~  = ~o + d l ~  + . . .  + r  = [ :  d~ q 
0 0 

On aura, d'apr~s (3) 

4 e  ~ F(o) = d~F a q- d,,e "~ [(x)e-~dr 
0 0 0 0 

On prendra ici 

QrJ 

= - .~ ,~o(~  + p~)'oF(o). 

f ( x ) =  
- -  q..I  " " " _ q _1 

I(w- ~) 

F ( x ) - = f ( x ) + f ' ( x ) +  . . . .  

La marche h suivre est dos lors la mgme que dans le cas oh m = o, 

io = I. I1 en rdsulte que pour 

c,+~ < ~ ( A ,  co, Cl, . . . ,  c,) 
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l 'dquation (32) est impossible: elle le sera a fortiori si c.+1 < F(n, co, c,, . . . ,~ , )  

pour n assez grand, ce qui est toujours possible; ~ est une fon6tion que 
les formules prdcddentes permettent dc ddterminer. On en ddduira que, 
pour un mode de ddcroissanee suffisamment rapide de c,, aucun des nombres 

r_ 

m A-pe ~ n'est racine de (32) quel que soit A. 

Ce qui prdc6de ne donne, pour chaque nombre ~" non algdbrique, 
qu'un ensemble D de hombres qui ne sont pas racines d'dquations de la 

forme ~ c , x " ~ - o .  Mais on peut dtablir pour tout nombre ~', algdbrique 
0 

ou non, 1'existence d'une infinitd d'ensembles C jouissant de propridt6s 
analogues: nous avons ddjk indiqu6 ce thdor~me dans le cas oh ~" est un 
nombre entier ordinaire I (nombres X). l~ous allons voir que la mdme 
proprigt6 a lieu quand ~" est algdbrique ou transcendant. 

Soi~ Y un nombre quelconque, ~" un autre nombre > x, X~ la partio 
enti~re de Y; on pourra dcrire 

Posons 

Y = X1 + zl, ~1 < I. 

(Z t "4- 8 2 r  ~. , z ~ < I ,  a 1 entier <~';  

o n  a u r a  

e ~ - -  ~. , z 3 < I ,  a 2 entier < 

. . . . . . . . . . .  ~ o o ~ . . . . . .  ~ . . . .  

Finalement on mettra Y d'unc seule mani~re sous la forme 

~ 1  a 2  2 Y =  x 1 + - ~ + ~ + . . . ;  

' loc. citat. 
I1 en r6sulte en particulier que tout hombre ~ non alg6brique satisfait  s une 

infinit6 d'6quations transcendantes s coefficients rationnels. Mais, pour ~ ' >  I c e s  6qua- 
tions pr6sentent un point singulier essentiel s l 'origine. Pour  ~ < I,  il faudrait  poser 

I 
~"----~ et on aurait un d6veloppement analogue: ~ est alors effectivement racine d'u~e 

infinit6 d'6quations A o + A t z  + . . . +  Anx" + . . . .  o ~ coiiffizients rationnels ou entiers. 
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on aura 

+ < <E( / ' ) ,  

On arrive ainsi h reprdsenter tout hombre dans un syst~;me de num~- 

ration de base quelconque non entidre, et l 'on peut se proposer de voir si 
l 'on ne peut obtenir pour ee syst~me des thdor~mes analogues h ceux que 
nous avons obtenus pour les hombres X. 

Considerons l 'ensemble des hombres 

a I O~t 
(33) Y : =  X1 "-b f ~  nc . ' .  nc ~ -[- .... , 

al ,  . . . ,  az, . . .  pouvant avoir routes les valeurs enti~res positives ou ndga- 
rives < E ( r  en valeur absolue. Quels que soient r  . . . ,  r . . . ,  cet 
ensemble a la puissance du continu" 1 c'est u-fl ensemble C. 

Prenons alors une dquation 

a o  

(34) ~ , c . x  ~ ~ 1 7 6  
0 

oo 

algdbrique ou transcendante (04 entier). Peut-on avoir ~e~ Y~~ Nous 
0 

poserons 

0 l'-I- 1 

et iX faudra 

O = e o + e  ~ A~+  + . . . + c .  A , +  + co A ~ +  , 

ee qui peut s'~erire 

� 9  A '~ ~ ( ~ ~,~ (35)  o -~  e o -~ C l A {' -~ - "-~ en t "q- B X "Jr- n~+ t ea \ A t + l " 

~" 6tant donnd, ainsi que r . . . ,  ~bt, Co, c~, . . . ,  c,,, A{' ,  . . . ,  A~", B 

sont limitds en fonction de r et r quels que soient a l , . . . ,  al et X ~ A .  
On pourra alors toujours prendre c,+1 assez petit t ,r assez grand pour 

1 Voir par ex. BOREL, Legons sur la thdorie des fonctions, p. 3 2. 
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< s,,~, s,,~ dtant aussi petit qu'on veut. On que B q- c, A~q- 

devra donc avoir 

(36) 

Ceei posS, si ~" est ~lg6brique le I ~ membre pourra p~rfaitement 
s'annuler. Mais s'il n'est pus alg6brique, il en est diff6remment: soit done 

transeendant. 
I ~ Supposons que c,,+~----c,+~-----...----o, c. h. d. qua (34) soit une 

dquation algdbrique" Co, c ~ , . . . ,  c, sont des entiers qua l'on peut supposer 
< d .  Le I ~r membre M,,z de (36), pour route valeur donn6e de ~, est 
limit6 inf6rieurement en fonetion de d, n ,  0~" On aura 

~, 6rant une fonetion de A ,  d,  n ,  ~bt qu'on peut toujours supposer non 

croissanfe. 
Si l 'on prend l >  A , l > d ,  l__>_n, on aura a fo r t io r i  

l). 

Prenant alors r assez grand pour que 

quand n < l, ce qui est toujours possible, on voit qua (36)es t  impossible. 
Par eons6quent on peut toujours trouver un mode de croissance assez 

rapide des Ct pour que, h partir d'nne eertaine valeur de l, quelles que 
soient l'~quation alg~brique (34) et la va leu r  X~, (36) soit impossible. 
Y ne peut alors 4tre racine d'aueune ~quation algdbrique. 

2 ~ Supposons que (34) soit une 6quation t.ranseendante, et prenons 

__a' • __a" (a i entier). 
C o  - - ~  a ~  e l  ~ ~  t 1 ~ " " " ~ C n  t n  ' " " " ' 

 oso,s la0l,la,  I, . . . , [ a , l < A  (A e,tier donn ). Vo,r eo,tes les 
valeurs de a 0 , . . . ,  a, satisfaisant h eette condition, quand t ~ , . . . ,  t. sont 
donn6s, on peut encore assigner, quand ~" est donn6 et non alg~brique, 
une limite inf~rieure de 2~l,,z en fonction de A ,  1 et n, 
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~ n'6tant pas une fonction croissante de A ,  n ,  1. 
exemple n = l > A ,  on aura 

Si l'on prend par 

M.. .  > n, 

--1 On pourra toujours prendre ~+, et a~+lt,§ assez grands pour que 

en,~ < ~2(n, n ,  , ) ,  et (36) sera alors impossible. Si le mode de croissance 
des tn et r  est suffisamment rapide, il y aura impossibilit6 quel que 
soil A.  

3 ~ Supposons encore que (34) soil une 6quation transeendante: pour 

�9 .. r rationnel) ou ~, on les valeurs partleuheres de ~" de la forme e, ou e q (~ 

pourra encore probablement trouver des limites infdrieures prdeises de r 

et t~+~ par les m~mes procdd6s que ceux empl0y6s par nous dans l 'extension 
des d6monstrations de MM. Hui~wIwz et I{ILBERT. NOUS n'insistons pas. 

I1 nous reste ~ considgrer le cas oh r est algdbrique. 

I ~ Si (34) est une dqualion alg6brique f ( x ) =  o, qu'on peut supposer 
irr6ductible, on a aux environs d'une racine I f ' ( x ) l < M ,  Si Y =  Az + z, 

est une racine, f(A~ + eD = o --= f(A~) + ez~ 

i=,1 = [r(A,)l> Ir(A,)l 
V I kM ' 

M e t  k grant finis. 

D'abord on peut supposer f(Az)=4= o" en effet le modulo de la diff6- 
rence entre 2 racines de f ( x ) ~  o est limit6 inf6rieurement en fonetion 

du degr6 n de f(x) et de d, si tous les coefficients de f (x)  soar < d ;  
il suffira de prendre 

r > d), 

pour que f(Az) =4= o. Alors If(A~)[ est limit6 infdrieurement en fonction de 
kM 

n,  d,  l, et I z!I aussi :  par suite on volt que, quelle que soil l 'dquation 
algdbrique irrdductible h coefficients entiers consid6rde, si 10 mode de crois- 

sance de C t e s t  suffisamment rapide il y aura toujours une valeur de l 
pour laquelle notre raisonnement sera applicable, et Y ne sera pas algdbrique. 

2 ~ Si (34) est une 6quation transcendante, pour route valeur de 
A~, M,,~ ou M,+1, z est ~ o. Le raisonnement qui nous a servi pour le 
cas oh ~" est transcendant est ,h peu pros applicable. On aura 
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soit [~ . ,z]>M., t  >__~.,z, si M.,z ~ o ,  

soit si M . . , = o .  

Si le mode de croissance des i_ et des ~bz est suffisammen~ rapide, on voit 
Cn 

successivement que ces 2 indgalitds sont impossibles. 
Les rdsultats ci-dessus peuvent ~tre r6sum6s comme il suit: 

Th4or~me. Soit 

~1 611 Y=x ,  

(l=,l, . . . ,l=,l, . . .  entiers ~E(~ ' ) )  un nombre exprim6 dans le systbme de 
numdration de base ~" (] r > i), algdbrique ou non, et 

(34) ~.c~x '~~ -= o, (~, entier), 
0 

une ~quation algdbrique ou transcendante" ~ grant donn6, pour un mode de 
croissance suffisamment rapide de r avec l: I ~ Y ne peut ~tre alg6brique; 

a, a, (1 a, [ [ a , [ ,  entiers li- 2 ~ si c 0 = a 0 ,  c, = ~ ,  . . . ,  c.-----t,-~, " ' "  ' ' " '  "'" 

mit6s queleonques), Y ne peut ~tre racine de (34) quand t. crolt suffisam- 
ment vite avec n. 

Remarquel l l  est bien dvident que st, au lieu d'un nombre transcendant 
~, on consid~re k nombres ~ ,  ~ , . . . ,  Q, on pourra encore montrer par 
les mgmes procddds qu'aucun des nombres Y correspondant h ~ ,  ~ , . . . ,  

ne peut ~tre solution d'une dquation algdbrique ou de }-~ ----o, quand 
0 

Ct et t, croissent suffisamment vite avec l e t  n. Dans le cas particulier 
off ~ ,  ~ , . . . ,  ~ seraient lids par certaines relations, par exemple ~i ce. 
sont des puissances rationnelles de ~ ,  ou des fonetions algdbriques ~ coeffi- 
cients entiers de ~,  on pourra aller un peu plus loin. Supposons par 
exemple que ~ , . . . ,  ~ soient l'ensemble des racines des 6quations alg6- 
briques de degr6 < d  dont les co6fficients sont des polynomes ~ coefficients 
entiers en ~ de degr6 < 3 ,  les coefficients de chaque polynome ne dd- 
passant pas o, en valeur absolue" k est hmlte en fonction de d ,  o ,  o,. 
Les limites infdrieures de ~t+, e t t . + ,  sont fonctions non ddcroissantes de 

Aeta matlummtiea. 29. Imprimd le 26 Juin 1905, 41 
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d ,  3 et 3~; pour 1 et ~ assez grands avec n----l, par exemple, on pourra 
prendre comme limite inf~rieure une fonction de n seul. On pourra donc 
encore trouver un mode de eroissance suffisamment rapide de r et t~ 
pour que le th6orbme pr6cddent reste vrai quand ~" est un quelconque des 
nombres fonctions alg~briques de ~. Donc 

Corollaire.  Le th6or~me precedent reste vrai pour l 'ensemble des 
hombres /1 obtenus en donnant ~ ~" routes les valeurs des fonctions algd- 
briques d 'un mdme hombre ~. 

I1 existe ainsi des hombres, les racines des dquations alg~briques ou des 

dquations ~ c , , x  ~ ' - -  - o (le mode de croissance des ~n 6tant donn~ et c~ 
0 

eroissan~ assez rite avee n), qui, mis sous la forme 

X=X, + ~ + . . . + ~ + . . .  

x ,  entier, I~,1, " ,  I~1, " " ~ 1 ' 1  ~e peuven~ jamais presenter ~n mode 
de croissanee des r qui soit trop rapide, quand on prend suecessive- 
ment pour C routes les valeurs des fonctions alg6briques d 'un m~me nombre 
transcendant ~ arbitraire, mais donn~. 

V]~.  

Nous avons rencontr~ au w IV  une propridt6 algdbrique des dquations 
ee 

transcendantes ~c,~x~ '~  o.  :Nous ne croyons pas inutile a d'dtudier ~ ce 
0 

point de rue quelques propri~tds algdbriques de ces dquations et de montrer 
qu'elles ferment un eas limite tr~s-voisin de celui des 6quations alga- 

1 Nous nous contentons d'6tablir los propri6t~s relatives ~ ~ca~r ~" = o. On a 
0 

pour les 6quations (x8), (I9) et plus g6n6ralement 
Qo ~ 0 Qo k 

r ~ .e,,~ ~ ' -+  - ~ + . . . +  - -  _~=o 
0 ~ - - ~  k ) ~  

des r~sultats tout-~-fait analogues. Nous y reviendrons ult~rieurement. (Voir Bull. 
Soc. Math., I9o2 ,loc. cit.) 
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briques, en particulicr des dquations binbmes. Les rdsultats prdcddents, 
joints ~t ceux de LmUWLLE et ~ ceux que nous avons obtenus darts une 
note antdricure ddj~ citde, l'dtablissent amplement au point de vue arith- 
m~tique. 

Nous allons d'abord dtablir le thgor~me suivant: 

Th~orbme I. Soit l '6quation transcendante 

ca 

q~(x) = ~c~x  ~" = o ( ~  = - ~ ,  q,  entiers), 

les c. ddcroissant suffisamment r i te quand les $~ sont donn6s. Si les c. 
sont tous rdels et si (P.(x) ---- o a 2to racines imaginaires et t ~ . g -  2p racines 
r6elles, r a 2/o racines imaginaires et ~ . q ~ : p  racines rgelles cor- 
respondantes distinctes. 

•ous savons dgj~t que les raeines de r dont le module ne d6passe 
pas le double de la limite sup6rieure du module des raeines de r 
different de racines correspondantes de 4~.(x)= o d'aussi peu qu'on veut, 
et rgciproquement pourvu que l c.+~ ! soit suffisamment petit par rapport h c.. 

Soit a A-fli une racine imaginaire de @(x): quand t e n d  vers o, 
a-t-fl i  tend vers une racine a "4-bi de r  Si b=l=o, on a 6videmment, 
quand I c.+11 suffisamment petit, f t .  o. Si b----o, il y aura 2 racines 
a "4- f l i e t  a - - f l i  tendant vers a: alors r "4- f l i ) - -  r  est nul, et, 
quand fl tend v e r s o  il en r6sulte r contrairement h ce 
qu'on a vu. Donc une racine imaginaire de (P(x) ne peut correspondre 
qu'~ une racine imaginaire de ~.(x). I1 y a rdeiproeit6, car soit a une 
racine rdelle de q)(x); quand c.+~ tend vers o elle a dvidemment pour 

limite une racine rdelle de q).(x). 
Le nombre des racines de r  dtant ~videmment D.q, le th~or~me 

en rgsulte in~m6diatement. 

Les dquations r  ~ o, que nous appellerons des dquations pseudo- ou 
quasialgdbriques, peuvent donc ~tre dtudides au point de rue du hombre 
de leurs racines r6elles comme les dquations algdbriques. Dans ce but 

nous consid~rerons seulement le cas oh t~. est entier, le cas off $ .  ~ 2'- s'en ff 
d~duisant facilement, et nous dtablirons d'abord le lemme suivant: 
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Lemme. L'dquat ion ~ , ( x ) :  o, oh les e, sont rdels, a les $,--=$,,_~ 

dtant les racines de c,x ~'-~" ' + c,,_, ----- o, z, , z~, . . . ,  r .... tendant  vers 

o quand c. tend vers o, Co, q ,  c = , . . . ,  c,_~ dtant donn6s. Les racines 
correspondantes de ~ ( x ) =  o sont  de la m6me forrae. 

En  effe~, soit 
c.~ '~"-~"-' "--]- c._, : o, 

o =  r + ~ ) ] = c . ~ . ( ,  + ~),~.+ ._,.. , + + . . . .  

= e . r  ~-- (,,,.~- + C- ~,~. ~ + . . . )  + c,,_, ~" - ' ( ~ ._ ,  ~ + C ~,~._, ~ + . . ) .  

C ~ . -2  { I ~),~.-2 + .--2-- ~ + + . . .  

- ~ ( ~ . _ , _ _  ~.)c._~r + ~ v . _ ~ ' ~ . - , A  + ~.-~ . . - .. c , ,_~ (z + ~) ...... + . . . ,  

A ne ddpend que de ~ . ,  t~._x e t e  et reste fini quand ~ tend vers zdro. 
Cette dquation donne alors 

" c.,_~ $'~. ~(, + ~)'~--~ + . . .  

(,~. - -  e0._,)  c . _ ,  $~.-, - -  ~ c . _ ,  ~:'~"-' A 

et est satisfaite par une valeur de z qui tend v e r s o  quand c,, tend vers 
o, car $ crolt alors inddfiniment e~ ~,_~ > ~,_~. 

I1 n 'y  a plus qu'k appliquer les lemmes du w IV.  

c. q. f. d. 

On en conclu~ de suite le ~hdor~me suivant:  

Th6or~me II. Soit l 'dquation 

q ~ ( x )  = ~ .oC.X ~" - ~  o 

oh ~ .  est entier: si le mode de dderoissanee des c. est suffisamment rapide, 

on obtiendra le hombre des racines rdelles ou imaginaires de ~(x)--~ o 

qui correspondent ~ celles de r o, et m~me une valeur approchde 

de ces racines en ddterminant  celui des 6quations bin6mes 1 

c . ~  "-'~"-'  + c . _ ,  = o ,  c . _ , $  ~"-'-'~"-~ + c ._~ = o ,  . . . , 

I On a ici un oxemplo net, dans  ttn eas l imi te ,  do l'influenco do la croissance des 

eoi~ffioients d'une foaetion enti6re sur la eroissance des raeines. 
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et les racines rdelles ou imaginaires de ces dquations: ~ chacune de ces 
derni~res correspond une racine de r  qui est en m~me temps rdelle ou 
imaginaire. 

En effet, soit $ ---- p (cos ~ -1- i sin ~) une racine imaginaire de 

Cag~ ~"-d'"-~ "3 L Ca_ 1 ~ .  O. 

On a 
k~r k~ 

cos F ~ cos ~a , sin ~ ~- sin - -  , 

k dtant un entier pair ou impair suivant le signe de c,,c._l. Pour une 
valeur donnde de n et de (~., cos~ et sin~ sont finis et ~(i-4-x) est 
imaginaire avec ~ quand ca est suffisamment petit. Si ~ est rdel, ~(I + z) 

a son module compris entre ~ et k~ (k tint > I, et voisin de I). D'autre 

part, si c,,c._l < o, il y a une racine rdelle quand ~ . - - ~ a - 1  est impair, 

- - c a _ , ;  il en a 2 quand t ~ . -  t~a_, est pair, • 

�9 <~--<~- ' / -  ~a--i 
Ca Ca_ 1 > 0 il n i y  en a q u ' u n e ,  si ~ a - - ( ~ a - 1  est impair, ~/ c. 

Or, si k >  I, 

q'a = c . _ ,  - -  k + + . . .  ; 

,, ? et; O,(k~) sont de signes contraires, et ~ , ( x ) = o  a une racine rdelle 

au moins comprise entre ~ et k~, quel que soit le signe de ~. 

Si l 'on consid~re alors les racines r6elles distinctes ~', ~ " , . . .  des 
~quations binSmes 

Ca ~:$,l--~ll-1 ..[_ Ca__l = O, Ca__I ~& , l - I - -$ . - ,  + Cn__2 = O,  . . . , 

on peut toujours choisir un mode de ddcroissance assez rapide des coeffi- 
cients c, pour que parmi les quantitds ~', ~", . . .  il n 'y  en air pas deux 
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~' "~' k~" ~" comprises entre kr et ~-, et k ' ' " '  ces intervalles n'empidtant pas 

les uns sur les autres I1 en r6sulte qu'aux tV,--~,,_l  racines d e  

C n X taa-a~'~-I + Cn__ 1 ~ 0 

correspondront ~ . - - ~ . - i  racines de r voisines et en mgme temps r6elles 
ou imaginaires. 

Le thdor~me est alors vrai pour r on salt que @~(x) a t~ 
racines vosines de celles de @1 et ~ 2 -  $~ voisines de celles de 

c~ ~ - ~ ,  + c 1 ----- o. 

Le th~or~me est vrai pour r et ainsi de suite, c . q . f . d .  

Remarque I. I1 serait intdressant d'df~ndre ce qui prgc~de aux s6ries 

de la forme ~.c,P,, oh les P ,  sont des polynomes de degr6s ~,  croissants 
0 

ou des fractions rationnelles. 

Remarque II. On pourrait aussi considdrer les 6quations ~c~x~'= o, 
0 

oh les k-4- I  I ~ coefficients sont absolument arbitraires: les transcendantes 
correspondantes ont pour limite les raeines des dquations alg6briques g6nd- 
rales quand c~+1, c~+2, . . . ,  tendent vers z6ro. 

Th6or~me III. Si le mode de d~croissance des c, h partir d 'un quel- 
conque d'entre eux est suffisamment rapide, l 'dquation (P(z)-= o n'a aucune 
racine algdbriquc. 

Supposons que @(x)----o air uno racine commune to avec une dqua- 
tion alg~brique donnde irr6ductible 

f(x) ---- AoxP + . . .  -4- Ap. 

~Nous supposons ici que IAo], ]A~] , . . . ,  ]Ap] e~ 29 sont des entiers < A ,  
A dtant donn6. 

~(to)  diff~re de o d'une quantitd qui est d 'autant plus petite que 
c,+1 est plus-petit  par rapport ~ c o , c 1 , . . . ,  c,, et tend v e r s o  quand c,+1 
tend vers o. Cherchons le plus grand commun diviseur de @,_l(x) et 
f(x) d'une par~, ~.(x)  et f (x)  d'autre par~, en supposant les ~,  entiers 
et ~,_l~_~p. On a 
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r Qf(x) + l~,, 

f(x) = Q~P~ + P,, 

P, = G P :  + G ,  

oo(x) = Q'f(~) + P;, 

f(x) = Q',PI + P;, 

�9 . - . ~ �9 . . ~ �9 . 
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. P ) _ _ I ( ~ )  = Q ~ * P ) . ( ~ )  "7[-- P ~ , + I ( ~ ) ,  

P,I.(~)~-" Qy~..§ 

P'r_~(x) ---- Q'~,(x)P'~,(x) + P'r+~(x), 

Pi,(x) = G,+, (~)/';,+, (x). 

Donnant ~ x la valeur eo, on aura soit 

~._~(ro) as o, soit ~.(o~) :4= o. 

Si cP,,_~(w)~ o, le syst6me prdcddent d'6galitds donne P~+~(w)4= oet  

a%~(~) = r c~, . . . ,  c,_1, A0, A,, . . . ,  & ,  p). 

r  ddpend pas de eo e t e s t  une constante, car l 'dquation f ( x ) = o  ~tant 
irr6ductible, on ne pourra avoir P~+,(x) ~ Cf(x) (C const.) que si P~+l(x)= 
const., c. h. d. que si r o, et rdeiproquement. 

Si O.(to)as o, ce sera P'r.,(to) qui ne ddpendra pas de to. 
Finalement on aura 

soit P~+~ = r  c , _ 1 , . . . ,  A~, p), 

soit r;,+~ = ;((co, . . . ,  c , ,  . . . ,  A~,  p) ,  

r et 2' 6rant des fonctions parfaitement d6termindes pour un mode de 
croissance donnd des $ ~ , . . . ,  $ , ,  . . . .  

On aura alors 

[soit  G + ,  >=P,(co, c, ,  . . . ,  c ._, ,  A), 

(37) / so i t  P'~,+,>Z,(Co,C,,...,~,,A), 

~b 1 et Z1 pouvant toujom's 4tre considdrdes comme des fonetions non erois. 
santes de A. 

Or si c. est suffisamment petit par rapport 7t c._1, O._i(ro), quand il 
n'est pas nul, est aussi petit qu'on veut, par suite aussi P~, P 2 , . . . ,  Pa+~. 
On est alors conduit pour les valeurs de c. infdrieures ~t une certaine limite 

l'impossibilit6 de la premi6re des conditions (37). Ne dormant ~ c. que 
ces valeurs, on volt encore que, si c.+~ est suffisamment petit, la 2 ~me des 
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conditions (37) est 6galement impossible. Prenons alors A = n ,  et d6- 

terminons la suite des Cn de fagon que routes los conditions analogues 
(37) soient v6rifides, on obtient le thdor~me en question, car quel que soit 
l 'dquation irr6ductible f ( x )  ~ o, il existe toujours une valour de n ~ partir 
de laquelle on pout raisonner comme ci-dessus, c . q . f . d .  

l l  est h remarquer que ce raisonnement laisse enti~rement arbitraires 
los I ~ coefficients co, c l , . . . ,  ck, k 6tant arbitraire, mais donnd. Si alors 
]c,+~l est suffisamment petit, et s i l e s  Ic.] ddcroissent suffisamment vite 
pour n > k ,  il y a ~ racines de ~ ( x ) ~  o aussi voisines que l'on veut des 
sk racines d'une dquation alg~brique ~ cofifficients rationnels absolument 
quelconques. Les nombres transcendants dont nous 6tablissons ici l'exis- 
fence peuvent done dtre considdr6s comme ayant pour limite les hombres 
alg6briques. 

Enfin nous dtablirons encore le thdor~me suivant: 

Th6orfime IV. S i l e  mode de ddcroissance des c~ ~ partir d'un quel- 
conque d'entre eux est suffisamment rapide, l'ensemble des racines des 
6quations r  correspondantes renferme un ensemble qui a la puis- 
sance du c o n t i n u e t  qu i  ne r que des hombres transcendants tous 
distincts des nombres X.  

Supposons que 4)(x) et ~'(x) aient une racine commune o~, et 

~(x) Xo,,~ ~- o, r  ' ~, ~ ~--- C , ~ X  ~ O .  
o o 

Cherchons le plus grand commun diviseur de r et ~V,(x). On a 

r  = pr + P,,  

§ = Q,_P~ + _p~, 

P~ = Q~§ 

Supposons eo de module < A .  On a 
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O n  peu t  toujours  prendre  c.+, et c:§ assez pet i ts  pou r  que [~.(~o)] et 

[r  soient  aussi p e t i t s  que l 'on  veut ,  plus exac tement  soient  inf6rieures 

a d o n n 6  a pr ior i :  [P~+,(w)! dol t  alors ~tre < ~1, ~, ~tant  aussi pe t i t  

qu 'on  veut .  

Deux  cas sent  h d is t inguer :  r  et qr on t  u n  diviseur c o m m u n  ou 

n ' e n  o n t  p a s .  S'ils n ' e n  on t  pas, le module  de leur r6sul tant  P , ~  a une 

l imite  inf~rieure L :  en p renan t  L > al on a une  impossibilitY. D o n c i l s  

en on t  u n  et  leur  r6sul tant  est cons t ammen t  nul  quel  que soit n .  Pa r  suite" 

Si le mode  de dgcroissance des [ca I, d~s que n >  k, est suf f i samment  

rapide,  deux des gquat ions (P = o, ~'-----o ne peuven t  avoir  une  racine 

c o m m u n e  de module  < A  (A fini) que s'il e n e s t  de mSme de 0 , , - - o  et 

~', --- o, d~s que n > k. 

Consid6rons d 'abord  les ~quations 

(3s )  �9 (x)  - -  i + clx + c x '  + . . . .  o. 

Prenons  
_ _  Cbl : 

C 1 - -  
a ~  

C~ ~ t2  , . . , 

croissants d~termin~s, t 1 , t 2 , .... , t , ,  . . .  hombres  r6els avec 

tl = ~ ' I  t .  ~ ' IO" ,__  :(n > I), a i ,  a ,  , . .  . - -  _+ I. 

Ces 6quat ions auron t  routes  une  racine r6elle de module  compris  entre 

o e t  i ,  car @ ( o ) =  I,  tandis  que 

r  ~ = + x (~o  + c,x + . . . ) ,  

I i o  + c , ,  + . . .  1 ~  i o  
I I 

I O  t 1 0  8 . . . 7 9 ,  

et  

en sorte que soit ~0(-[- I), soit  4}(--  I) est n~gatif .  
P renons  alors A = I, et  considgrons 2 gquat ions ~0 (x )e t  q r ( x ) d e  

la forme (38): 
Les  gquat ions t - -  zox  = o e t  I -~- I o x  ----- o n ' o n t  pas de racine com- 

m u n e ,  con t ra i rement  h ce qui dol t  ~tre, si t~ est suf f i samment  grand.  Si 

donc r e t  ~V ont  une  racine c o m m u n e  de rood < I,  les 2 valeurs de c 1 

sent  les ^ memes.  
Acta matMmati, va. 29. Imprim6 le 22 Said 1905. ~:2 
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Les dquations I ~ clx  ~ c2z ~ ~ o, oh les c~ ont une m~me valeur, 
n 'ont  pas de racine commune contrairement h c e  qui doit ~tre, si t 3 est 
suffisamment grand, h moins qu'elles ne coincident. Done pour ~ et ~" 
les valeurs de c~ sent les m~mes. 

Et  ainsi de suite. 

Nous vdrifions finalement que l'ensemble d'gquations (38) est un en- 
semble d'dquations telles qu'~ chaque dquation correspond au moins une 
racine rdelle de rood < I, ces 6quations n'ayant 2 ~ 2 aucune racine r6elle 
de mod < I commune. 

L'ensemble de ces 6quations a d'ailleurs la m~me puissance que Fen- 
semble des nombres 

a I a~ ~s ~+p+~+..., 
oh a~, %,  % , . . .  peuvent prendrc les valeurs I et ~ de routes les ma- 
nitres possibles, c. h. d. a la puissance du continu. ~ I1 en est de m~me 
alors des raeines rdelles de mod < I de ces dquations. 

On est, de plus, stir que eet ensemble est form6 exclusivement de 
hombres transcendants, ~ d'apr~s le th6or~me I I I .  

La m~me mdthode peut servir pour obtenir un ensemble O form6 
exclusivement de racines transcendantes voisines des raeines d'une dquation 
alg6brique donnde quelconque (h coefficients rationnels) 

P(x) = ao + a,x + . . .  + a . x "  = o.  

On eonsid~rera 
xk+l P(x) § c~+! § c~+,x '+~ §  - -  o, 

oh 
i 4 - i  

Ck+l ~ ---~ t~+l ' 0~+2 tk+~ ' 

tk+l suffisamment grand, t,+2 < tk+l 
I0 ' .... 

1 BOREL, Lemons sur la thgorie des fonctions, p. 33. 
I 

' L 'ensemble des hombres oh a I , a~ . . . .  pronnent  routes les valeurs 
I 

6~ 1 . ~ - - -  

entibres I ,  2 , . . . ,  9 contient bien un ensemble de hombres t ranscendants  ayant  la 

puissance du continu, comme l 'a montr~ •. BOP, EL, mais il  contient aussi des nombres 
alg~briques. 
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S i $  est une racine de P ( x ) =  o, cos 6quatious ont  routes une racine 

au moins voisine de $ d~s que t~+x est assez grand. 1 Prenons  A sup6- 

rieur au double du module  des racines de P (x ) .  

r at ~" n 'on t  de racine commune de module  < A que si r et 

qZk~l en ont  une;  de m6me si #k+2 et ~P~+2 en ont  une, etc. Si le mode 

de croissanee des t~ est suff isamment rapide, on aura encore une impossibilit6. 

Le  th6or~me annonc6 en r6sulte a fortiori.  

L 'ensemble  C des nombres  X est aussi form6 exclusivement  de nombres  

transcendants,  comme l'a montr6 LIOUVILLE. 2 Mais ces nombres  sont  tous 

distincts de ceux que nous obtenons iei, comme nous l 'avons montr6 an 

tgrieurement.  3 

Bourg-la-Reine,  mars 19o2.  

' d'apr~s les 2 lemmes du w IV. 
Journ.  de Math., I85I. 

8 Journ .  de Math., 19Ol , p. 419 . En r6alit6 nous obtenons ici aux environs 
de touto racine ~ d'une 6quation alg6brique ~ coefficients rationnels un ensemble de 
racines transcendantes ayant la puissance du continu. 


