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~IBER DIE BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DER DARSTELLUNG 

EINES EINDEUTIGEN ZWEIGES EINER MONOGENEN FUNCTION 

DURCH HERRN MITTAG-LEFFLER, DER METHODE DER MITTELWERTE 

DES HERRN BOREL UND DER TRANSFORMATION DES HERRN LINDELOF 

VON 

L. HANNI 
in W I E N .  

Es sei dureh die Potenzreihe 

I (I) F(x)~- ~., F(V)(a)(x--a) ~, 
V=O -~_ 

die innerhalb eines Kreises mit endlichem Radius convergiere, in einem 
gewissen Bereiehe, der sich fiber den Convergenzkreis yon (i) hinaus er- 
streekt, eine monogene Function F(x) definiert. ~Taeh den bekannten 
Theoremen 1 des Herrn I-~ITTAG-LEFFLER lasst sich innerhalb des zu den 
Elementen 

(2) F ( , ) ,  . . . ,  FcV)(a),  . . .  

geh6rigen ttauptsternes A der Functionszweig FA(x) auf versehiedene 
Arten dureh Ausdrfieke darstellen, in denen wie bei der Reihe (x) ausser 
den Elementen (2) und den Potenzen yon x - - a  nut noeh Constanten 
vorkommen, die yon den Elementen (2), yon x und yon a unabhs 
sind. Mit diesen Darstellungen yon FA(x) stehen nun die Darstellungen 
eines Funetionszweiges, die man durch die Methode der Mittelwerte des 
]~errn BOREL und durch die Transformation des Herrn E. LINDEL6F er- 
hs in engem Zusammenhange, wie wir im Folgenden zeigen werden, 
indem wir diese drei Methoden mit einander vergleichen. 

Acta Mathem., Bd. 23, 24, 26. 
Aeta mathe~natlea. 29. Imprim4 le 4 aofit 1904. 4 



26 L. ttanni. 

I o  

A n  erster Sfelle untersuchen wir, in welcher Beziehung die durch die 

Methode  der Mit te lwer te  sich ergebende Dars te l lung eines eindeutigen 

Zweiges von F ( x )  zur Dars te l lung desselben durch H e r r n  MITTAG-LEFFLER 

steht.  Dabei  nehmen wir unter  den verschiedenen Ar ten  yon Mit te lwer ten  

den sehr allgemeinen Fall, welchen H e r r  BOREL in seiner Preisschrif t  1 

angegeben hat.  Is~ 
Y 

s ~ - ~ ~ r _ F ( " ) ( a ) ( x - - a ) ~ ,  (~*o,1,2,...) 

so definiert hier H e r r  BOREL als Mi t te lwer t  der Par f ia l summen 

8 0 ~ 81 ~ . . . ~  8~ , . . .  

den Ausdruck  

Co(t)s o + c~(t)s, + . . .  + c~( t )s ,  + . . .  
(3) m x -~ lira Co(t) + c,(t) + + c , ( t )  + ' 

t=-[-oo . . . . . .  

wo die c~(t) Func t ionen  yon  t sind, die folgenden Bed ingungen  geniigen: ~ 

I) Sie sollen fiir t > o  nicht  negat iv  werden und es soil fiir diese W e r t e  

yon t hSchstens eine endliche Anzahl  derselben verschwinden. 

2) Es  soil in (3) der ~Ienner 9~(t) fiir t > o  gleichmi~ssig convergieren 

und  lira 9~(t) = + c~ sein. 
t=+~o 

3) Es  sol1 fiir jeden bel iebigen W e r t  yon v lim C~+l(t) ,=+| c~( t~  - -  + oo sein. 

x Ann. de l '6cole norm., I I I  ser., I6, (I899), p. 54. 
2 Wie man ausgehend yore Begriffe des arithmetischen Mittels yon n Gr~ssen zur 

Einftihrung dieser allgemeinen Art yon Mittelwerten gelangt, fiihrt Herr ]3OREL aus in 
den Lemons sur los sdries diverg., chap. III. Hier gibt er zugleich auch eine etwas ein- 
faehero Definition eines Mittelwertes, indem er c~(t)-~ c~t ~ setzt und ausserdem nur 
noch annimmt, dass die erste und zweite der oben angeffihrten Bedingungen erffillt 
seien. Doeh kann in diosem Falle im allgemeinen aueh die driite Bedingung erfiillt 
werden, indem man n~tmlich die Ar~ des Grenzfiberganges lim t = -t- cxv entspreehend 
w~hlt, so dass dann diese Art von l~Iittelwerten ebenfalls unter der im Texte definierten 
enthalten ist. 
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Der so definierte Ausdruck (3) hat nun die Eigenschaft, dass er ffir 
alle Werte  yon x innerhalb des Convergenzkreises yon (I) gleiehm~ssig zum 

Grenzwerte F(x)  eonvergiert, da in demselben ffir ein endliehes r die Func- 

t ionen Co(t), c~( t ) , . . . ,  cr(t) wegen seines distributiven Charakters gleieh 

Null  gesetzt werden kSnnen, ohne seinen Grenzwert zu ~ndern und die 

Summen s~, s~+1, . . .  ffir u > r sich s~mmtlieh dem Grenzwerte s der Reihe 
(I) beliebig n~hern. Es kann aber aueh der Fall eintreten, dass m 1 noeh 

ftir Werte  yon x ausserhalb des Convergenzkreises yon ( I )eonvergier t  und 
die Function F(x)  darstellt. Da ffir die Verwendung der Methode der 

Mittelwerte zur Darstellung eines Funetionszweiges nur dieser Fall in Be- 

traeh~ kommt, so kSnnen wir fiber die Funetionen c~(t) noch folgende 

Annahme maehen : 

4) Ist  B ein einfaeh zusammenh~ngender Bereieh, der ausser~dem Ein- 
heitskreise wenigstens noch einen endlichen Bereich enth~ilt, so 

sollen die cv(t) so beschaffen sein, class der Mittelwer~ m'1 der 

Partialsummen der Reihe I + x + x 2 -{- . . .  in jedem beliebigen 
in B gelegenen Bereiehe B' gleiehm~ssig convergiert. 

Unter  dieser Voraussetzung ist dann m; in B eine analytische Function 
i 

yon x und es ist daher in diesem Bereiche m ~ - - - - .  Da sich nun 

mittels des CAucHY'schen Integrals die Transformation der Reihe (I) auf 

die der geometrischen Reihe zarfickffihren l~sst, so ist diese letzte 'u  

aussetzung fiber die Functionen c~(t) dazu hinreichend, dass auch ein ein- 

fach zusammenhSngender Bereich E x existiert, der ausser dem Convergenz- 
kreise yon (I) wenigstens noch einen endliehen Bereich enth~ilt, und in 

dem m I ~ FEI(x  ) ist. 
Der so definierte Mittelwert m 1 is~ somit eine Transformation der 

Potenzreihe (I) in einen Ausdruck mit  grSsserem Convergenzbereiche, wenn 

Funetionen c~(t) existieren, die diesen Bedingungen genfigen. Dass es 
wirklich solche Functionen gibt, zeigt der bekannte yon Herrn  BOREL aus- 

t , 
ffihrlich behandelte Fall c , ( t )=~_ (exponentielle Summation). 

Auf den Mittelwert m 1 kann man wieder denselben Prozess anwenden 

wie auf die Reihe (1), indem man ihn als Grenzwert einer Reihe yon 

Functionen ansieht, deren Partialsummen a o , 61 , . . . ,  a,,, . . .  so lJeschaffen 
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sind, dass ]im ~r~ ~ m~ ist. U m  in einfacher Weise eine solche Reihe zu 

erhal~en, lassen wir in (3) den Parameter  t der Reihe naeh die Wer te  

t ~ o ,  I , 2, . . . .  durehlaufen und bilden die Ausdrficke 

m,(u) -~ r + c,(~)~, + . . .  + r + . . .  
Co(U) + c,(u) + . . .  + on(u) + . . .  (~0,1,2,...) 

Den Grenzwert (3) kann man dann durch die Reihe 

(4) /1(O) 7[- u__~0[/l(lJ + I ) - - / I (P) ]  

ersetzen, da diese Reihe zu demselben Grenzwert wie (3) convergiert und 

dasselbe Verhal ten zeigt. W e n n  n~mlich (3) ffir alle Werte  yon x in 

jedem Bereiche E i gleichm~ssig zum Grenzwerte F E I ( x ) c o n v e r g i e r t ,  so 

convergiert daselbst auch die Reihe (4) gleichm~issig zu diesem Grenzwerte 

und  umgekehr t .  Du tch  Einff ihrung der Reihe (4) erh~ilt man  jetzt in 
t ~ 

derselben Weise wie Herr  B0iiEL 1 in dem Falle, we c,( t) ----- ~u ist, als 

zweiten Mittelwert der Summen So, s~, . . . ,  s~, . . .  den Ausdruek 

m 2 = lira r176176 + c,(t)m,(l)  + . . .  + c~(t)ml(v ) + . . .  
t= ,+~  c0(t)  + ~ , (~)  + . . .  + c~(t)  + . . .  

Dieser &usdruck zeigt wieder denselben Charakter wie der Mittelwert  m~. 

Denn  zwischen den a~ und den Par t ia lsummen einer Potenzreihe besteht 

kein wesentlicher Unterschied, und auch der Convergenzbereich E 1 kann 

unter  sehr allgemeinen Bedingungen  betreffs seines Randes auf das Innere  

eines Kreises conform abgebildet werden. Es folgt daher auch in diesem 

Falle ebenso wie bei m 1 aus der fiber die Func t ionen  c~(t) gemachten 

Annahme  4), dass ein einfaeh zusammenh~ngender Bereich E 2 r 

der in seinem Inne rn  den Bereich E 1 enth~ilt und  in dem m 2 = F E 2 ( x  ) ist. 

Diese Methode, aus einem gegebenen Mittelwerte einen neuen ab- 

zuleiten, kann man beliebig fortsetzen und  erhiilt so folgende Ket te  yon 
Mit te lwer ten  

1 Ann. de l'~cole norm., HI ser., I6 (I899), p. 53. 
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m~ = lira c~176 + c,(t).~, + . . .  + c~(t).~ + . . .  
,=+~o ~o(t) + ~ , ( t )  + . . .  + e,dt)  + . . .  

m 2 = l im c,(t)m~(o) + c , ( t ) m , ( I )  + . . .  + c , ( t ) m , ( u )  + . . .  

t = -Ir oo ~o(t) + ~ , ( t )  + . . .  + r + . . .  

m~ = lira c~176 + c~(t)m~(I) + . . .  + c,(t)m.2(u ) + . . .  

t ~  + oo ~0(t) + ~ , ( t )  + . . .  + c~ ( t )  + . . .  

m,~ ~ lira c0(t)m,,_,(o) + c ~ ( t ) m , _ , ( l )  + . . .  + c , ( t )m~_~(v)  + . . .  
, = + |  co(t ) + ~ , ( t )  + . . .  + ~ . ( t )  + . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  o . . . . . . . . . .  . o 

�9 , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

�9 o �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  o . . . . . . . . . .  
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die eine Vera l lgemeinerung  der yon  den  H e r r n  ]~LDER 1 und  CES~RO ~ 

aufgeste l l ten Ke t t e  ist. J ede r  Mi t t e lwer t  dieser Ke t t e  isf wieder  yon dem- 

selben Charakter  wie der Mi t t e lwer t  m 1 . Da m a n  infolge dessen die 

Schlfisse, welehe bei der E in f i i h rung  von m: u n d  m~ aus der  fiber die 

F u n e t i o n e n  c~(t) g e m a e h t e n  A n n a h m e  4) gezogen wurden,  aueh auf  jeden  

fo lgenden  Mi t te lwer t  dieser K e t t e  f ibertragen kann,  so exist iert  eine Fo]ge 

von einfaeh zusammenh~ingenden Bere ichen E x ,  E 2 ,  . . .  , E , , ,  . . .  v o n d e r  

Beschaffenhei t ,  dass jeder  Bereieh E~ (v ~ i ,  2 , . . . )  im I n n e r n  des fol- 

genden  Bereiches l iegt  und  dass fiir alle Wer t e  yon x in  demse lben  

m~ : F E ~ (  x )  ist  

Wol l en  wir diese durch  die Methode  der Mi t te lwer te  erhal tene Dar- 

s te l lung eines Funct ionszweiges  mi t  den yon H e r r n  MITTAG-LEFFLER ge- 

gebenen Dars te l lungen  vergleichen,  so haben  wi t  zu untersuehen,  ob sich 

ein beliebiger Mi t te lwer t  m~ der Ke t t e  (5) auf eine derselben zurfickffihren 

1 Mathem. Ann., Bd. 20, ( I882) ,  1 o. 535, ft. 
2 Bull.  des sciences  mathem.,  I89o, p. iI 4, if, 
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l~isst, und ob die eben gemachten Annahmen dazu hinreichend sind, dass 
lira m, in dem ganzen zu den Elementen (2) gehSrigen Hauptstern A ,=+~ 

convergiert. 

Um zur LSsung dieser Aufgabe zu gelangen, stellen wit zun~chst mt 
durch folgende Doppelreihe dar 

�9 Co(t ) - - ~  F(a)  

c,(t) 
- - ~  { F(a)-{-  F( ' ) (a) (x- -a)}  

c,( t) [I F( a ) -4- F(')( a)(x - a) -}- -~_ F(')( a ) ( x - -  a) 2 

. . . . . . . . . . .  , . . . .  o o �9 . . . . . . . .  

�9 . . . . . . . . .  , . . . . .  , �9 �9 �9 �9 , o o �9 o o �9 

. . . . . . . .  o o o . o . �9 . . . . . . . . . . . .  o o 

{ ' } c~(t) F ( a ) + f O ) ( a ) ( x _ _ a )  + + ~ F ( ~ ) ( a ) ( x _ _ a ) ~  " ~  ~ . . 

in der t grSsser se~n soll als einc beliebig grosse positive Zahl M.  Diese 
Doppelreihe convergiert ffir alle Werte von x, fiir welche m~ convergiert, 
und es ist d~nn ihr Grenzwer~ gleich m~. Bezeichnet n~mlich S~. ~) die 
Summe derjenigen Terme, welche den ersten s Zeilen und r Colonnen 
dieser Doppelreihe angehSren, so besteh~ die Gleichung m~ = lim ( lira S,(. ~)) 

s = + o z  r = + a o  

nicht nut  fiir r == s, sondern sie bleibt wegen des distributiven Charakters 
yon m~ auch noch giltig wenn r u n d  s verschiedene und yon einander 
unabh~ngige Werte annehmen. Daraus ergib~ sich, dass S~ ~) auch zum 
Grenzwerte m I convergiert, wenn man r und s gleichzeitig und unab- 
h~ngig yon einander zum Grenzwerte + oo fibergehen l~isst; es besteht 
somit fiir alle Werte yon x, fiir welche m~ convergiert, die Gleichung 
m~ = lira S~ ). Es kann aber der Convergenzbereich yon lim S~ ) auch nicht 

r j  s ~  + oo ~ r j  $=, + oo 
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gr6sser sein als der yon m~, da aus der Convergenz dieser Doppelreihe 
wieder die Convergenz yon m I folgt. Aus der Convergenz yon rn~ folgt 
ferner, class auch die einzelnen Colonnen dieser Doppelreihe convergieren. 
Da dann naeh einem zuerst yon Herrn O. STOLZ aufgestellten Satze~ auch 
die Reihe der Colonnensumme zu demselben Grenzwerte wie die Doppel- 
reihe convergiert, so gilt far alle Werte yon x, fiir welche m~ convergiert, 
aueh die Gleichung m~ = lira (lira S~). Endlieh kann der Convergenz- 

r =-1- ~ " s =  4 - ~  

bereieh der Reihe der Colonnensummen dieser Doppelreihe nicht gr6sser 
sein als der Convergenzbereieh yon m~; dena wegen des distributiven Cha- 
rakters der Reihe der Colonnensummen ergibt sieh in derselben Weise wie 
aus der Convergenz yon m, wieder die Convergenz der Doppelreihe. Die 
Gleiehung (3) geht somit durch diese Transformation fiber in die iiqui- 
valente Gleichung 

(6) ~-~ %(t).  x F(~,)(a)(x__ a)~, 
t = + ~  )q=O 

we c(~l)(t)~ ~.2 ~ [ ~  ist, und es ist auf diese }Veise m I s e h o n  als  G-re~z- 
it2~/L 

7 " x ~  

wert eines Ausdruckes dargestellt, d e r  yon derselben Form ist wie der yon 
Herrn MITTAG-:L~FFLErL in der I. note seiner Abhandlung fiir ein g~(x) 

aufgestellte Ausdruch Z c!") F(')( a)(x, - -  a) ~. 
(~) 

In derselben Weise kann man jetzt auch den als m~ definierten Aus- 
druek transformieren. Beriicksichtigt man, dass 

�9 c { ~ ) / ,  ~ ! F ( ~ ) / a ~ [ x  - -  . 

= + + , . ,  l_ , , ,  + . .  

ist, so erhiilt man fiir m 2 die unendliehe Doppelreihe 

1 Mathem. Ann.,  Bd. 24, (I884) , p. I59; iiber die weitere Ausfiihrung der 
Theorie der unendlichen Doppelreihen vgl. man: PRI~OSHEIM, S i t z u n g s b e r .  der  baier .  
Akad. ,  m a t h . - p h y s .  Ol. 1897, p. Ioi  ft., Mathem.  Ann.,  Bd. 53, (I9o~ P. 289 
ft., LO~Do~, obenda, p. 322 ft. 
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5(t) ~(,) / o , ' )F(a)--}- c{'>(I)F~ 

cl '> } ~o(t) l (~)F(a)q- (~)F(')(a)(x--a)-l-c~')(~)~_F('~)(a)(oc--a) Jr-... 

�9 ~ �9 ~ �9 ~ . . . .  �9 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ �9 ~ ~ ~ �9 ~ �9 . . . .  ~ ~ ~ ~ �9 ~ ~ 

falls t > M i s t .  Durch dieselben Schlfisse wie bei der frfiheren Doppel- 
reihe ergibt sich auch hier wieder aus der Convergenz yon m~ die Con- 
vergenz der Doppelreihe (7) und ebenso ist der Convergenzbereich yon (7) 
gleich dem yon m 2. Da ferner wegen der fiber die Functionen c~(t) ge- 
machten Annahme 2) die einzelnen Colonnen yon (7) sicher im Conver- 
genzbereiche yon m~ convergieren, so besteht ffir alle Wm~e yon x in 
diesem Bereiche wegen der Convergenz der Doppekeihe (7) auch die 
GMchung 

(s) C~2( t) 
m 2 -~ lim ~_~ ~.~ c (1)(2' F ( ~ ' ) ( a ) ( x  - -  a)  ~' 

I 

= t=+| ~,=o c~)(t)~_ ~_ F(~~ 

Endlieh kann der Convergenzbereieh des Ausdruekes auf der reehten Seite 
der letzten Gleiehung nieht gr6sser sein als der yon m~ ; denn aus der 
Convergenz der Reihe der Colonnensummen von (7) folgt wieder die Conver- 
genz der Doppelreihe. Da somit m,~ dutch den Ausdruek auf der reehten 
Seite yon (8) ersetzt werden kann, so ist aueh dieser Mittelwert dureh 
einen Grenzwert dargestellt, der dieselbe Form hat wie der eben ffir m 1 
erhalteno Grenzwer~ (6). 
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Mit Hilfe der ffir m 2 erhaltenen Reihe (8) kann man nun aueh m 8 
in derselben Weise wie m~ transformieren und so beliebig fortfahren. H a t  
man n~mlich einen Mittelwert m._l dutch den Grenzwert 

~.~ l~'(~)( a)(x - -  a) ~ I ~lim ci"-')( t) ~_A 
t = + ~  it=O 

darges~ellt, so hat man, um auch m. durch einen Grenzwert yon dorselben 

Form darzustellen, nur in der Doppelreihe (7)die  c~l)(ft)(ha} = o, I ,  2,...) 
a 

durch c(~"-1)(#) zu ersetzen. Dadureh erhiflt man wieder eine lmendlicho 
Doppelreihe yon derselben Form wie (7) und es ergibt sich durch Wieder- 
holung der frfiheren Schlfisse, dass ihr Grenzwert m. dem Grenzwert der 
Reihe ihrer Colonnensummen gleich isg und ihr Convergenzbereich mit dem 
von m. identiseh ist. Durch diese successive Umformung der Mittelwerte 
der Kette (5) erh~lt man somit ebenso wie ffir m~ und m 2 auch ffir jeden 
folgenden Mittelwert eine Darstellung yon der Form 

(9) m, - -  limt=+| ~c(~")(t)-~_ F O ) ( a ) ( x - a ) ~ ' ~ = o  

Vertauseht man nun in dem Ausdrucke auf der reehten Seite yon 
(9) das Summenzeichen und das lim-Zeichen mit einander und setzt man 
lira c(~")(t)= c(~ "), so geht derselbe in die unendliche Reihe 

o o  

fiber, deren Glieder yon derselben Form sind wie die der Polynome g.(x). 
Diese Vertauschung des Summenzeichens und des lim-Zeichens ist wirklieh 
gestattet, da dadurch weder der Grenzwert noch der Convergenzbereich 
yon (9) geiindert wird. Es bleibt niimlich der zweifaehe Grenzwert (9), 
da in demselben t und 2 yon einander unabh~ngig sind, unveri~ndert, 
wenn man t u n d  2 unabhiingig yon einander zur Grenze + oo fibergehen 
lfisst und somit convergiert auch der Ausdruek 

(IO) t,~=+.olim a=o~c~nl(t)~_ FO)(a)(x-a)~ 

fiir alle Werte yon x, ffir welche (9) convergiert, zum Grenzwerte m.. 
Ata mathematiea. 29. Imprim~ le 4 aofit 1904. 5 
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Wegen der Convergenz von lim c~n)(t) I F(~)(a)( x _ a) ~ ergibt sich daraus 

schon, dass ffir alle Werte von x im Geltungsbereiche von m,, die Gleieh- 
ung besteht 

�9 c(~)(t) I F(~)(a)(x__a)~ lim c(~)(t) i F ( ~ ) ( a ) ( x ~ a )  ~ 

und daher 

(ii) m.  ---- ~ c(~ ") i F(~,)(a)(x __  a) ~ 

ist. Da ebenso umgekehrt aus der Convergenz der Reihe auf der rechten 
Seite yon (I I) die Convergenz yon (Io) und aus der Convergenz yon (Io) 
wieder die des Ausdruekes (9) folgt, so kann der Convergenzbereieh der 
Reihe (I I) aueh nieht grSsser sein als der yon m~ und es daft somit die 
Gleichung (9) dutch die Gleiehung (I I) ersetzt werden. 

Naehdem so durch die JVerwandlung in eine unendliche Doppelreihe 
ein Mittelwert m, ( n :  I ,  2, 3, ...) der Kette (5) in die Reihe ( i i )  
transformiert worden ist, kann man die durch die Methode der Mittelwerte 
sich ergebende Darstellung eines eindeutigen Funetionszweiges F E n ( x )  
jetzt unmittelbar auf dieselbe Form bringen, welche die yon Herrn ~/~ITTAG- 
LEFI~LER in der I. note seiner Abhandlung dureh den Grenzwe~ eines 
Polynoms gn(x) erhaltene Darstellung eines Functionszweiges FX(x) hat. 
Setzt man n~mlich 

f.(x) : ~ c(~n) ~ 

so kann man in derselben Weise wie Herr MITTAG-LEFFLER in dieser note 
Zahlen N, von solcher Beschaffenheit bestimmen, dass fiir alle Werte von 
x im Bereiehe En aus der Gleichung (I I) die Ung]eiehung folgt 

;V.. 

Diese Ausdriicke fn(x), auf welche jetzt die Mittelwerte (5) zuriickgefiihrt 
sind, unterscheiden sich yon den Polynomen gn(x) nur noch durch die 
Form der yon den Elementen (2), von x un<] von a unabh~ngigen Con- 
stanten e(~ "). Doch ist dieser Unterschied zwischen den f~(x) und gn(x) 
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insofern nicht mehr ein wesentlieher, als auch die f~(x) durch die in der 
I. note tier Abhandlung des Herrn MI'rrrAG-LEFFLEI~ angegebene Methode 
erhalten werden k6nnen. Wie Herr MITTAG-~EFFLER bemerkt, 1 lassen sich 
n~mlich durch diese Methode ausser den g,(x) noch beliebig viele andere 
Polynome angeben, welche denselben Bedingungen wie die g~(x) geni~gen 
und sich yon diesen wie die fn(x) nur durch die Form der Constanten 

�9 c~ ") unterseheiden. Es ist somit die durch die Methode der Mittelwerte 
sich ergebende Darstellung eines Functionszweiges nicht nur von derselben 
~iusseren Form wie die dureh die g,(x) des Herrn MITTA~-Lr sondern 
man kanu sogar zu den Ausdriicken (5) anstatt durch die Methode der 
Mittelwerte auch durch die in der I. note verweudete Methode des Herrn 
MITTAG-LEFrLEIr gelangen. 

Die Methode tier Mittelwerte steht ferner auch in enger Beziehung 
zu der in der II.  note des Herrn MITTAG-LEFrLER angegebenen Darstellung 
eines Functionszweiges. Die als Mittelwerte definierten Ausdriieke (5) kann 
man n~mlich auch durch n-fach unendliche Reihen darstellen, welche ana- 
loge Eigenschaften besitzen wie die yon Herrn MITTAG-LEFrLE~ in dieser 

[ ~ 1 

note zur Darstellung eines Functionszweiges F A t ~ J ( x )  verwendeten n-fach 
unendlichen Reihen. Zu dieser Darstellung der Ausdri~cke (5) gelangt man, 
wenn man den Ausdruck auf der rechten Seite von (9) in der Form schreibt 

m n =  lim ~=~... FO,)(a)( x _ _,~., c~,(t) c~.(,~_~) c~.~+, (,~) 
~=+= ~,=o ~=0 ~.=o ~..~,=~,, .", ~) ~(t) "'" ~(~,_~) " ~(~,) 

Da man auch hier das lim-Zeichen unter die Summenzeichen setzen kann, 
so erh~lt man fi~r m, die n + I-fach unendliche Reihe 

WO 

c(~'~'"~"+' =t=+| i~ ' ~ ( t ) " "  f(~) 

ist. Diese n + i-faeh unendlichen Reihen sind nun schon denen des Herrn 
MITTAG-LEF~'LER analog. Denn zuniichst haben die Reihen (I 2) gleieh den 

Acta mathem., Bd. 23, p. 60. 
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genannten die Eigenschaft, dass fiir atle Werte yon x, ffir welche m~ 
gleichmiissig convergiert, aueh die einzelnen Reihen 

~n+l=) , t  

e,o 

f =  

gleichm~ssig convergieren, so dass naeh tier Definition des Herrn ~V[ITTAG- 
L~FFLER 1 fiir diese Werte yon x aueh die einem Mittelwerte mn ent- 
sprechende n ~ I-faeh unendliche Reihe (I2) gleiehm~ssig convergiert. 
W~hrend ferner eine Reihe (I2) bei dieser Art der Summation fiir alle 
Werte yon x im Convergenzbereiche yon mn convergiert, kann man sie 
ebenso wie die n-faeh unendliehen Reihen MITTAG-LEFFLEI~'S auch in solcher 
Weise summieren, dass sie nur innerhalb des Convergenzkreises der Reihe 
(I) convergiert. Sodann treten in den n -]- I-fach unendlichen Reihen (I2) 
ausser den Elementen (2) und den Potenzen yon x - - a  in derselben Weise 
wie bei den Reihen des Herrn 1V[ITTAG-LEFFLER nur noch Constanten 
c(~:~,...~.~, auf, die yon den Elementen (2), yon x und von a unabhiingig 
sind. Endlieh enth~lt zufolge der fiber die Functionen c~(t) gemachten 
Annahme 4) der Convergenzbereieh einer n q-I-fach unendlichen Reihe 
den Convergenzbereich der dem vorhergehenden Mittelwerte mn_ 1 ent-  

spreehenden n-fach unendlichen Reihe als Theilbereich. Somit unterscheiden 
sieh die n-{-I-fach unendlichen l~eihen (I 2) yon denen des ]:[errn ]Y[ITTAG- 
LEFFLEI~ nur dadurch, dass die Constanten c~:~...a.~, yon den in den letzteren 
Reihen auftretenden Constanten ca,a~...~, verschieden sind und infolge dessen 
auch die Convergenzbereiche der Reihen (I 2) nicht dieselben Eigenschaften 
besitzen wie die von Herrn ~V[ITTAG-LEFFLER in der II .  note definierten 

Aeta mathem., Bd. 24, p. I89. 



Ober die Darstellung ethos eindeutigen Zwoiges ether monogonon Function. 37 

Bereiche A (~). Da sich aber aueh durch die Methodo der II.  note ausser 
den dort yon Herrn MITTAG-LEFFLEn eingefiihrten n-fach unendlichen 
Reihen noeh beliebig viele andere A_rten von n-fach unendliehen Reihen 
angeben lassen, die sich yon denen MITTAG-LEFFLE~'S wic die Reihen (I 2) 
nur durch die Form der darin auftre~enden Constanten unterscheidcn, so 
ist die zwischen den n-faeh unendlichen Reihen (i2) und denen 1V~ITTAG- 
LEFFLER's bestehende Analogie schon dazu hinreichend, dass clio Reihen 
(I 2) auch (lurch die Methode der II .  note erhalten werden kSnnen. Dar- 
aus folg~, dass man zu den Ausdrfcken (5) ans~att dutch die Methode 
der Mit~elwerte auch dadurch gelangen-kann, dass man yon don Eigen- 
schaften der n-faeh unendlichen Reihen ausgeht. 

Dieses durch die Transformation der Ausdriieke (5)erhaltene Resultat, 
dass man zu den Mittelwerten (5) auch durch die yon Herrn M:ITTAG- 
•EFFLER in der I u n d  I I  note seiner Abhandlung angegebenen elementaren 
Methoden gelangen kann, bietet einerseits eine Erg~nzung zum w 2 der 
IV note dieser Abhandlung, we Herr ]~IITTAG-LEFFLEa ZU I~errn BOREL'S 
limite gdndralisde der Folge s o ,  s 1 , . . . ,  s ,  , . . .  kommt, indem er veto 
CAccHY'schen Integral ausgeht. Andererseits ist dasselbe yon besonderer 
Bedeutung fiir die weitere Ausbildung der Theorie der Mittelwerte. Es 
ergibt sich n~imlich dureh diese Zuriickfiihrung der Mittelwerte auf Poly- 

home v o n d e r  Form Z c ( . ~ ) ! F ( ~ ) ( a V x  ~o ~ I- ~ ~ j~ --a)~ und auf n-fach unendliche 

Reihen von demselben Typus wie die des HIerrn MITTAG-LEFFLEn die 
Eigenschaft der Mittelwerte, dass sie ausserhalb des Convergenzkreises der 
Reihe (I) die Function ~'(x) darstellen kSnnen, als cine Folge davon, class 
diese viel allgemeineren Ausdrficke dieselbe Eigenschaft besitzen, und finder 
so darin gewissermassen ihre Erkl/irung. Zugleich bietet sieh dadurch, dass 
man die Mittelwerte als speciellen Fall dieser allgemeineren Ausdriieke 
auffasst, auch die MSglichkeit, die Methode der Mit~elwer~e zu vervoll- 
kommnen. 

Dass eine VervoUkommnung dieser Methode wirklich wiinschenswert 
ist, finder man schon, wenn man untersucht, ob die im Anfange gemachten 
Annahmen dazu hinreichend shad, dass lim m~ innerhalb des ganzen zu 

n ~  J t -~  

den Elementen (2) geh6rigen Hauptsternes A convergiere. Dabei ergibt 
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sich n~imlieh, dass die Methode der Mittelwerte nieht denselben Grad von 
Allgemeinheit besitzt wie die Methoden des Herrn !V~ITTAG-LEFFLER. Denn 
daraus, dass der einem Mittelwerte m~ entsprechende Bereieh E.~ den Be- 
reich E,_~ in seinem Innern enth~lt und die fiir m. gefundene Reihe (i i) 
yon derselben Form ist wie die Polynome g.(x), welche die Eigenscha% 
haben, dass lira g~(x) innerhalb A convergier~, folgt noch nicht, dass lim m,, 

innerhalb des ganzen zu den Elementen (:) gehSrigen Hauptsterns A con- 
vergiert. Um dies zu zeigen, hat man nur in (5) 

t ~ 
. . d  

zu setzen. Man erhiilt dann far m~, m2, m a , . . ,  die Werte 

m, = l i m  e - '  i + x  -4- x 2 -4- . . .  + x") = lira 
t = + : r  .=0 t=-i-- I - -  Z I ~ x l  

m 2 = l i m  e - t ~  t " [  
t = - I -  ~ v = 0  I - -  

eY(X--1) ] I I ~t(':--l-- 1) 1 
= lira i - x - -  7 ~ j  

m3=--lime-' ~ t~[ ~ s~( ..... ~)-]----- lim [ ~ e'(~" .... LO] 
~=+~ ,=o ~ i - - z - -  ~ - - ~ j  i=+ |  I - - z  ~ j 

b t @ @ @ @ @ @ @ J @ @ @ @ @ ~ 0 @ ~ Q @ @ @ @ O ~ Q @ @ @  . . . . .  

Setzt man x = $ A-~i, so sind die Convergenzbereiche E~, E2, E3, . . .  
dieser Mittelwerte bestimmt dureh die Ungleichungen 

e $-~ cos ~] < I 

d ~-'c~162 cos (sin ~) < I 
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Zufolge der ersten Ungleichung ist der Convergenzbereich von m I jener 
Theil der Ebene, welcher links yon der im Punkte x ---- + I auf die reelle 
Achse gez~ Normalen liegt. Die zweite Ungleichung ist zun~chst 
wieder erftillt fiir ~ < I. Sie ist ferner erfiillt fiir alle Werte yon x, ffir 
welche cost/ negativ isti also fiir 

= - -  k = o  + I  + 2  2k7~+ ~ < ~  < 2k~r+ 3~ 

Diese Werte yon x liegen in Streifen yon der Breite ~, welche parallel 
zur reellen Achse in Zwisehenr~umen 5' k yon der Breite ~r ins Unendliche 
verlaufen. Endlich ist die zweite Ungleichung noeh erfiillt fiir solehe 
Werte yon x, fiir welche $ > I  ist und cost] zwar positiv, abet geniigend 
klein ist. Diese Werte yon x liegen in den Zwischenr~umen Sk auf der 
5usseren Seite der Curven e ~-~ cos T = I, welche die im Punkte x = + I 
auf die reelle Achse erriehtete Normale in den Punkten 

fl=2kTc, k-----O,+ I , + 2 , . . .  

beriihren und die Grenzgeraden der Zwischenr~umo S~ zu Asymptoten 
haben. Ebenso wie in der zweiten Ungleichung liisst sieh auch in den 
folgenden Ungleichungen die linke Seite in zwei Factoren zerlegen, yon 
denen der erste ftir alle Werte yon x, fiir welche die vorhergehende Un- 
gleichung erfiillt ist, kleiner ist als Eins, wiihrend der andere ein Cosinus 
ist. In diesen Ungleichungen zeigt somit der erste Factor dasselbe Ver- 
halten wie d -1 in der zweiten Ungleichung; dagegen unterscheide~ sich 
in denselben der aus dem Cosimls bestehende Factor van dem in der zweiten 
Ungleichung auftre~enden analogen Factor cos ~ dadureh, dass er nicht mehr 
negativ werden kann. Infolge dessen bleib~ unter den eben gemach~n 
Annahmen dureh die Bildung der Mittelwerte m~, m~, . . . ,  m, , ,  die Ver- 
grSsserung des Convergenzbereiches darauf beschr~inkt, dass in jedem 
Zwischenraume Sk an Stelle der Grenzcurve des Bereiches E, (v > 2) eine 
andere Grenzcurve tritt, die zwar innerhalb des yon der Grenzcurve des 
vorhergehenden Bereiches eingeschlossenen Gebietes liegt, aber zugleich die 
im Punkte x - - - -+  I auf die reelle Aehse erriehtete 2qormale im Punkte 

= 2k~r beriihrt und sich in ihrem weiteren Verlaufe wieder den beiden 
Grenzgeraden yon Sk n~hert. Da der zu den Elementen I,]2,1_3, ..., In, ... 
geh6rige Hauptstern A aus der ganzen Ebene mit Aussehluss des Theiles 
( +  I ,  + oo) der reellen Achse besteht, so convergiert daher der Grenzwert 
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lira m,, den man durch fortgesetzte Anwendung dieser Art yon Mittel- 
n=+| 
bildung auf die Partialsummen der geometrischen Reihe erh~lt, nur in 
einem Theilbereiche des zu diesen Elementen gehSrigen Hauptsterns. Wie 
dieses einfache Beispiel zeigt, sind also die im Anfange dieses Paragraphen 
fiber die Funetionen c,(t) gemaehten Annahmen noch nieht dazu hin- 
reiehend, dass man dureh Anwendung der Mittelbildung auf die Partial- 
summon so, Sl, s~, . . . ,  s , ,  . . .  der Reihe (I) zu einem Ausdrueke gelangt, 
der im ganzen zu den Elementen (2)gehSrigen Hauptsterne A convergiert. 

I I .  
Ebenso wie die Methode der Mittelwerte steht auch die Transforma- 

tion des Herrn LINDELOF 1 mit den Methoden des Herrn MITTAG-LEFFLER 
dadurch in enger Beziehung, dass man zu der Darstellung des Functions- 
zweiges FA(x),  die man dureh diese Transformation erh~lt, aueh yon dem 
Gesichtspunkte aus gelangen kann, yon welehem Herr ~/[ITTAG-LEFFLER in 
tier I I  note seiner Abhandlung ausgeht. Bevor wir jedoch dies naeh- 
weisen, wollen wir das zu diesem Beweise ~qothwendige aus der Arbeit 
des Herrn LINDELOF hier anffihren. 

Wie Herr ~V[ITTAG-LEFFLER SetZt aueh Herr LINDELOF voraus, dass 
die Function F ( x )  durch die Reihe (i) und deren analytische Fortsetzung 
definiert sei. Um diese durch die Elemente (:) bestimmte Function in 
einem einfach zusammenh~ngenden Gebiete T, innerhalb dessen sie fiberall 
regulSr ist, durch einen expliciten Ausdruck darzustellen, verwendet er die 
conforme Abbildung. Iqaeh dem DIRICHLET'Schen Prineip existiert n~mlich 
unter sehr allgemeinen Bedingungen betreffs des Randes yon T eine ana- 
lytische Function t = ~(x), dureh welche der Bereieh T conform auf den 
Kreis [ t [ ~ I  abgebildet wird. Diese Function F(x) ist dann im Innern 
yon T regular, und ebenso isf auch die umgekehrte Function x----r 
regular im Innern des Kreises It] < i .  Ordnet man dem Punkte x = a 
den Punkt t = o zu, so erhiilt man daher in der Umgebung des Punktes 
t----o fiir z - - a  eine Reihe yon der Form 

(I 3) z - -  a --'-- % t  -{- a2t'  q-  . . . .  

t Acta soc. scient. Fennicae, tom. 24. 
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Indem nun Herr LISIDELi3F diesen fiir x - - a  erhaltenen Ausdruck in die 
Reihe (I) einsetzt und dann die auf diese Weise sich ergebende Reihe 
nach Potenzen yon t ordnet, erhi~lt er fiir F ( x )  eine Reihe yon der Form 

(14) F ( x )  ~--- A + fll9(x) + A[~(x)] ~ + A[~(x)] 3 + ' " ,  

die innerhalb des Bereiches T convergiert. Da nun der zu den Elementen 
(2) geh6rige Hauptstern A ein Bereich T ist, so kann man, falls der Bereich 
A conform auf einen K_reis abgebildet werc~en kann, durch diese Trans- 
formation auch eine Darstellung des Functionszweiges ~ F A ( x )  erhalten. 

Der oben angegebene Zusammenhang der Transformation des Herrn 
LINDELOF mit den Methoden des Herrn MITTAG-LEFFLEIr ergibt sich nun 
daraus, dass man zur Einfiihrung dieser Transformation auch gelangen 
kann, indem man yon den Eigensehaffen der unendliehen Doppelreihen 
ausgeht. Diese k6nnen niimlieh noch convergieren, ohne dass eine einzige 
Zeile oder Colonne convergiert; ferner kSnnen ausser der Doppelreihe z. B. 
aueh die einzelnen Colonnen convergieren, wiihrend die Zeilen divergieren. 
Indem sich aus diesen Eigenschaften der unendlichen Doppelreihen die 
M6glichkeit ergibt, eine Potenzreihe in eine unendliche Doppelreihe zu 
verwandeln, in der die einzelnen Zeilen z. B. nur innerhalb des Conver- 
genzkreises der gegebenen Potenzreihe, die Colonnen aber und die Doppel- 
reihe selbst ausserdem noch i n  einem gewissen Bereiehe ausserhalb dieses 
Convergenzkreises convergieren, erseheint die Vervandlung einer Potenz- 
reihe in eine solche unendliehe Doppeh'eihe Ms ein geeignetes Mittel, um 
jene in einen Ausdruck mit gr6sserem Geltungsbereich zu transformieren. 
Unter r vielen m6gliehen ,Arten, eine Potenzreihe ( I ) i n  eine Doppel- 
reihe mit gr6sserem Convergenzbereiche zu verwandeln, ist die sehr nahe- 
liegend, eine solche Doppelreihe dadurch herzustellen, dass man x als 
Function einer neuen Veritnderlichen darstellt. Denn setzt man wie vorhin 
x = r so dass wieder fiir geniigend kleine Werte yon t die Gleiehung 
(13) besteht, so geht die Reihe (I) in die Doppelreihe fiber 

F ( a )  -t- F ( ' ) ( a ) a ~ t  -t- F(1)(a)a2t  ' -[- F(~)(a)a3 t3 + . . .  

- t~(~)( a)a~t  3 -~- . . . 
3_ " 

dlota math~nat~a. 29. Imprim6 le 4 aoflt 1904. 6 
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welche schon den Bedingungen geniigt, unter denen man durch die Ver- 
wandlung einer Potenzreihe in eine unendliche Doppelreihe zu einem Aus- 
drucke mit grSsserem Geltungsbereiche gelangt. Da niimlieh die Reihe 
der Colonnensummen dieser Doppelreihe mit der Reihe auf der re chten 
Seite yon (I4) identisch ist, so convergieren ihre Colonnen und die Reihe 
ihrer Colonnensummen innerhalb des Bereiehes T, wiihrend dies bei den 
Zeilen und bei der Reihe der Zeilensummen nicht mehr der Fall ist. 
Ausserdem folgf nach einem Satze des Herrn STOLZ 1 aus der Convergenz 
der Reihe der Colonnensummen dieser Doppelreihe, dass auch die Doppel- 
reihe innerhalb T convergiert. Somit kann man zur Gleichung (I4) anch 
gelangen, indem man davon ausgeht, dass eine unendliche Doppelreihe und 
die Reihe ihrer Colonnensummen noch convergieren kSnnen, ohne dass ihre 
Zeilen convergieren. Da die Doppelreihen dieser Art ein speeieller Fall 
der n-fach unendliehen Reihen MITTAG-LErrLEI~'S sind, so ist dadureh zu- 
gleich naehgewiesen, dass man die durch die Transformation des Herrn 
LINDEL0r sich ergebende Darstellung eines Functionszweiges auch durch 
dasselbe Frincip erh~lt, yon dem Herr MITTAQ-LErrrBB in tier I I  note 
seiner Abhandlung ausgeht. 

III. 
Schon zufolge der bisher erhaltenen Resultate stehen auch die durch 

die Methode der Mittelwerte und durch die Transformation des F[errn 
LINDEL()F sich ergebenden Darstellungen eines Functionszweiges dadurch 
zu einander in Beziehung, dass man zu denselben dutch Anwendung des- 
selben Princips gelangen kann. Ebenso wie die Transformation des Herrn 
LINDELO~" kann man n~imlich auch den Mittelwert der Parbialsummen So, 
Sl, s2, . . .  und allgemein den Mittelwert der Ausdriicke my(#) (v-----I, 2, 
3 , . . . ;  /~ : o ,  i ,  2 , . . . )  einfiihren, indem man yon den Eigenschaften 
der unendlichen Doppelreihen ausgeht; denn auch die Doppelreihen (6) 
und (8) und die der letzteren analogen Doppelreihen, welche den Mitfel- 
werten m~, m~, . .  entsprechen, haben die Eigenschaft, dass sie und die 
Reihen ihrer Colonnensummen noch in einem gewissen Bereiche ausserhalb 
des Convergenzbereiches der Reihe ihrer Zeilensummen convergieren. Man 

' Mathom. Annalen, Bd. 24, (1884), p. 169. 
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kann aber die dutch  die Methode der Mittelwerte und die durch die Me- 

rhode des Her rn  LINDELOF sick ergebenden Dars te lhmgen eines Functions- 

zweiges nicht  nur  durcb Anwendung  desselben Prineips erhalten, sondern 

man kann zur Gleichung (14) in dem Falle, wo x -  a----i  +---tund daher 

g ~ - - a  

t - -  x - -  (, --  a) ist (EuLER'sehe Formel), und zu den Mittelwer~en ml ,  m2, .. .  

sogar durch denselben l:)rozess ge]angen. Dieser Prozess besteht in der 

successiven Anwendung  der Identitii~ 

(15) 
a + n 3  a4-n$  

welche Herr  MARKOFF als die Formel  der partiellen Summation bezeichnet. 1 

Doch schreiben wit  im Folgenden die Potenzreihe (t) immer  in der Form 

~.avz "~, da sonst einige Ausdriicke wegen der darin au~re tenden Diffe- 
. = 0  

renzen ziemlieh schwerfiillig wiirden. 

Um die EELER'Sche Formel  durch successive Anwendung  der Iden~itiit 

z~ und (i5) zu erhalten, hat  man in derselben a =  I, 5 =  I, r  

daher A r  z ~ zu setzen. 

Es ergibt  sick dann aus dersdben die Formel  

n n 

+1-...1 

Wende t  man nun  diese IdentitKt auf die Summen 

a J  z~Aa~ ~_,z~A "-1 
v = l  v = l  v = l  

i Differenzenrechnung, fibers, v. FRIESENDORFF U. PRf)~tM, 1896, p. I O I .  ~ 13ber 
diese Beziehung der Methode der Mittelwerte zur EVLEl~'schen Formel und die daraus 
sich ergebende Verwandlung der ]~ittelwerte (5) in n-fach unendliche Reihen MITTAG- 
LEFFL]~R 'S  vergleiche man auch die Aufsatze des Verfassers: ~ber Bord's Veral~ge- 
meinerung des Grenzbegriffes, Monatshefte  f. Math. u. Phys., XII, I9OI; Zuriick- 
fiihrung der allgemeinen Mittelbildung Borel's auf Mittag-Leffler's n-lack unendliche R~ihen, 
ebenda, XIV, I9o 3. 
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an, indem man der Reihe  nach ~(~) gleich a~, Aa~,  . . . ,  A~-la~ setzt, so 

erh~lt man  ein Sys tem yon m Gleichungen,  aus dem sich ergibt  I 

(16) ~ a J  
Y=O 

I - - Z y = 0  

: . P T Q + R .  

Der  Ausdruck  auf  der rechten Seite dieser Gleichung convergier t  nun,  

wenn m und  n geniigend gross genommen werden,  fiir alle W e r t e  yon x, 

fiir welche die Reihe  

(17) F(x)=ao + a  ~ ~ + Aa~ ~ -4-...--I- A"-'a~ ~ + . . .  

convergiert ,  und nur  fiir diese W e r t e  yon x und sein Grenzwert  is~ gleich 

dem Grenzwerte  dieser Reihe.  U m  dies zu zeigen, stellen wir  die rechte 

Seite yon (I 6) durch folgende Doppelre ihe  dar 

1 ]~ARKOFF, ebenda, p. I8o u. IO2. - -  In derselben Weise wie bei dem im 
st 

Texte bohandelten Falle kann man auch in dem etwas allgemeineren •alle, wo z -- 
I + t  

Z 
und daher t -- - -  ist, falls a eine positive reelle GrSsse bezeichnet, durch Anwendung 

~ 2 - - Z  

der Formel der partieIlen Summation zur Gleichung (I4) gelangen. Durch diese Sub- 
stitution erht~lt man n~mlich ~ F(x) die Darstellung 

WO 

z ( z ) '  _~ / z \ '  
F ( x )  -~- % -]- ala "{- Aaal "4- 

(:) A a a l  ~ a v + l a v + l -  a a~ -{- a ~*-1 I ( ~ , - - 1 - - ' ' "  + (--  I) a a l  

ist. Man hat daher, um zu dieser Darstellung duroh Anwendung der Formel der par- 
tiellen Summation zu gelangen, nur zu beachten, dass 
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ao._~a~[ z 
l - - z  
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P + Q §  
g Z m - - - ( ~ ) ~ .  ( ~ ) ' -  .~-,)--,(~) ] 

~,,,,( ~ ). o.o. 
+ ( - - I  ~ - z  [zAai-t-z 'Aai"l"""k-z"Aa"]--I--z  

z ~-I- 2) z s ... --2 z 

- - 2  x' . (o_~) (~)'C.,a,.~'A.~...='Aa.+,a o+'"o- 
( I - ~ ) '  

a ~ L ( ~ ) '  . � 9  * , ( W D ( ~ )  ] 
. ( , :A)  (~)-E~Aa. .=,Aa, . . .=.~a.+~ ~'+'A'a. 

( i  - ~)' 
�9 . ~ �9 �9 . . . . .  . . . . . .  . �9 . . �9 . . �9 . . �9 . �9 

�9 . �9 �9 . . . . . �9 . . . . . �9 . . �9 , . �9 �9 �9 �9 . �9 �9 

�9 . . . . . . . .  . . . �9 �9 . �9 ~ �9 . . �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

g m Z m n a z "+m-I A m-I an 

L~tsst man in dieser Doppelreihe m u n d  n unabh~ngig  yon einander zur 

Grenze q-ax~ iibergehen, so ist sic ~quivalent der dem Ausdrucke  P ent- 

sprechenden Doppelreihe 

[o (~) '  (~) '  ) ( ' ) ' ]~- '  ao +ai  i - z  ~ + z - - . . . - - [ - ( - - I  ~ . . .  

(I9) 

~ ' '  t ~ ) +  + 
~[(~) + / ~ )  ' ' ... 

[ ( ~ ) '  
a8 ~ q- . . . .  q-- 

0:;)(~)~.. . ]  
( ;~)(~)~'- ' ]  

�9 ~ ~ ~ . . . . . . . . . .  �9 . . . ~ o 

�9 ~ ~ . . . .  ~ ~ ~ ~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ �9 

. . . . . . . . . .  ~ ~ . . . .  ~ ~ 

a ~ [ ( ~ ; , . . . ,  0--~)(~) :" ]  
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die nach dem Friiheren fiir alle Werte yon x, fiir welche die Reihe (I7) 
convergiert, zu demselben Grenzwert wie diese Reihe convergiert. Denn 
zun~chst ergibt sich, dass fiir alle Wer~e yon x im Convergenzbereiche 
yon (19) der dem Ausdruck Q entsprechende Theil der Doppelreihe (I8) 
zum Grenzwerte :Null convergier~. Fiir diese Werte yon x ist n~mlich 

v=l \ I  m z /  

falls m > gl ,  n > g~ is~. Verwandel~ man dieses Restglied in die D0ppelreihe 

o " o 

I - I - ' ~ - - ~ )  A m a l [ ' I -  z \ I  - - Z , ]  -'~ ( - -  ( '~ - -z~z)  " * ]  

( z-'-~---'~"A''a'[(z'--~--')'+ + (v-~--~)(I--~z)" "'] 
z - -  z~ Lkz - -  z~ . . . .  

�9 , . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

�9 ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , 

so sieht man, dass der Grenzwert dieser Doppelreihe auch gleich ist dem 
Grenzwerte lim Q. Daher ist fiir alle Werte yon x, fiir welche die 

Doppelreihe (19) convergiert lira Q - - o ,  und es convergiert somit fiir 
m~R~oo 

diese Werte yon x auch der dem Ausdrucke Q entsprechende Theil der 
Doppelreihe (z8) zum Grenzwerte Null. Ferner convergiert bei geniigend 
grossem n der Ausdruck R fiir alle Werte yon x innerhalb des Conver- 
genzbereiches der Reihe (z 7) zum Grenzwerte :Null; denn derselbe entsteht 
durch Anwendung der EuL~a'schen Transformation auf das Restglied 

z " - ' ( a . z  + a . + , z  2 +...). 

Es convergiert daher fiir alle Werte von x, fiir welche die Doppelreihe 
(19) convergiert, auch die Doppelreihe (I8) zu demselben Grenzwerte wie 
(z9). Endlieh folgt umgekehrt aus Oer Convergenz der Doppelreihe (x8) 
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auch die Convergenz yon (I9) , da dann der den Termen Q und R ent- 
spreehende Theil der Doppelreihe 09) als Restglied derselben zum Grenz- 
wert Null convergiert. Es ist somit die dureh Anwendung der partMlen 
Summation entstehende Doppelreihe (I8) der durch Substitution sich er- 
gebenden Doppelreihe (I9) /iquivalent, und man kann daher die EuLE~'sche 
Formel auch dureh Anwendung der partiellen Summation erhalten. 

Um in analoger Weise mittels der Formel der partiellen Summation 
aueh zu den Mittelwerten ml, m ~ , . . . ,  m , , . . ,  zu gelangen, fiihren wit 
Functionen rr(t) ein, yon denen wir vorl/iufig nur voraussetzen, dass fi~r 
jedes beliebige ganzzahlige positive r ,  - -  l imr =-"4-cx3 nieht ausgeschlos- 

sen - - ,  lira r,.(t__~) gleiehm~ssig zum Grenzwert Null convergiere. Zufolge 

dieser Voraussetzung ist dann 

l i ra  r ,(  t ) = t 
t=+| rat)  + r 

und es eonvergier~ die Reihe lira ( rdt) a J  gleiehmiissig zum ~renz- 

werte ~ a y .  Setzt man nun in (x5) 
v=O 

=~,  a=~ ,  r r~(t)( r,(~)~-'  
Ct 

\ rAt)  + r/ 
und daher 

ar = ( rxo )~ 
\ r , ( t )  + r ' 

so folgt daraus die Cxleiehung 

(~o) lira ~ ( rXO. ~e (~ )=  
, = + ~  ,.,=~. \r;(t) + ~] 

lim [ ~ ? { f ( I ) -  f(n)} + r~(t___)) ~ ( r d t )  ) ~ A f ( v ) ] .  
~=+~ r ~=1 \rdt)  + r 

Um nun zuniiehst zum Mittelwerte m~ zu gelangen, wenden wir dieso 
Formeln auf die Summon 

( r , ( t )  a,z, l i r a  ( r , ~ 2  A (cruz), . , . , 

lira ~ /  r.(t) Va--'(~.e) 
' = + |  , =1  \ r , . ( t )+~r~ /  
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an, indem wir der Reihe nach ~(~) gleich 

a.~z ~, A(a,z~) ,  . . . ,  A" - ' (a~z  ~) 

setzen. Dadurch erhalten wir ein System yon m C~leichungen, aus dem 
sieh, wenn wir die Producte 

. . . ,  

der Ktirze wegen mit k~, k~, . . . ,  k~ bezeichnen, die Gleichung ergibt 

~ a~z ~ _~ 

Driickt man in dieser Gleichung die Differenzen A'-l(a,+lz,~+l ) durch die 
Differenzen A~s, der Partialsummen der Potenzreihe ( I )aus  und bezeichnet 
k 0 eine Funktion yon t yon der Beschaffenheit, dass 

lim k o = I 

ist, so ergibt sich daraus die Gleichung 

~ = 0  

= H + I + K ,  

yon der man zum Mittelwerte m~ in analoger Weise gelangt wie yon der 
Gleichung (16) zur EULE~'schen Formel. Man erhfilt n~imlich fiir den 
Ausdruck H,  indem man m zur Grenze + cx9 iibergehen l~isst, die Doppel- 
reihe 
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(2~) 

[k  ~ k, ~ k~ 
. ~O l- --kl "~ ~ ................. . + ( - - I ) y  ...] 

I kv 
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + ( - ' ) -  I ! = - ' ) " ]  

8s ~--2 kv . . . . . . . . . . . . . . . . .  + ( - , )  

~__~ [kg-- . - .  -~- (-- I ) - - # ~  " ' ' ]  
" ' ' ' ' : : ' : : : : : : : : : : :  
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in der  die Reihe  der Ze i l ensummen  fiir geni igend grosse Wel~e yon t sehon 

den Mi t t e lwer t  m~ darstell t ,  falls 

IE ] [--~--- k m _ _ k z +  1 31_ . , ,  21_ (__ i)._ m k n __ cm(t) (m=0,1,2,...) 
i ! ~ - ~ )  ~(t) 

is~. 
Bevor  wi( zum Nachweis  i ibergehen,  dass sieh der A u s d r u c k  auf  der 

rech ten  Sei~e von (2I),  wenn  m und  n gen i igend  gross g e n o m m e n  werden,  

auf  die Doppe l re ihe  (2 2) zuri ickfi ihren l~ss~, haben  wi t  daher  noch  zu unter-  

suchen,  ob m a n  einen Mi t t e lwer t  m~ dureh  eine solche Doppe l re ihe  dar- 

s t e l l en  kann .  1 Dami t  dies der Fal l  is~, muss  ve t  a11em fiir lira t - - " 4 - c ~  

das Gle iehungssys tem bestehen 

(~3) 

kn 
ko- -k l  + . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + ( - - i ?  ~ . . . .  p. 

[(~-  I) . . . .  Pl 

I 
-I~[ k , - "  . . . . . . . . . . . . . .  "'" �9 + ( - -  ~)~-2 I(~ ~- 2) "'" ] = P~ 

i[  ] I~_ k ~ - . . . + ( - , ) , - m  k. 
i( ~ _ ~___~) . . . .  pm 

~Y 
1 In dem Falle, we c~(t)~-~- ist, sieht man unmittelbar, dass dies zutrifft; 

I . -  

t 2 
denn man hat dann nut in ~nl flit e - t  die Reihe I - -  t + ] -~ . . .  einzusetzen. 

i-.- 
Acta matl~mat~ta, 29. Imprim~ le 8 aofit 1904. 
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we der Kiirze wegen c~(t) ~ ( t ) = P ~  ( v = o ,  1 , 2 , . . . )  gesetzt ist. Denkt  man 

sieh die Ausdriicke auf beiden Seiten dieses Gleichungssystems naeh Po- 
tenzen yon t entwiekelt, so ist dasselbe identisch erfiillt, wenn die Coeffi- 
cienten jeder Potenz yon t auf beiden Seiten desselben einander gleieh 
sind und die Reihen auf der linken SeRe flit lira t = + co gleiehm~ssig 
convergieren. Um Funetionen k, zu finden, welche diesem Gleiehungs- 
system geniigen, stellen wir daher die kr dureh Potenzreihen mit  unbe- 
stimmten Coefficienten dar und bestimmen dann dieselben dadurch, dass 
wir die Coefficienten yon t ~ (v = . . . ,  I ,  2 , 3 , . . . )  auf beiden Seiten yon 
(23) einander gleieh setzen. Setzt man demnach 

(24) k , =  x k(:'t' (,-o,,,:,..., 

und entwickelt mall aueh die Funet ionen/o,  naeh Potenzen yon t, so dass 

(25) p , - -  X~?)r (,oo,,,~,...) 
(0 

ist, so erhiilt man auf diese Weise zur Bestimmung der Funetionen k~ 
Gleichungssysteme yon der Form 

o '" + I - ~ -  . . . . . . . . . . . . . . . . .  + ( - I ) -  

(26) 

[~ "'" = ~-(:) 

I( ~ : ~) . - .  

i_ 2 k~ v) - - .  . . . . . . . . . . . . . . . . .  + ( - -  I)n-2 k~ ) I!n- :) 

. . . . . . . . . . . . .  , . . . . .  . ~ ~ ~ . ~ o , 

T-~ k ~ ) - . . .  + ( - - , ) - - -  k~) 
[!,~-,,,) 

Da nun die c~(t) und infolge dessen auch die rr~ ~) als bekannt vorausgesetzt 
sind, so stellt (26) ein unendliches lineares Gleichungssystem zur Bestim- 
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mung tier Unbekannten k(~ ~) dar. Wegen tier Besehaffenheit seiner Deter- 
minante gehSr~ dasselbe zur Classe derjenigen unendlichen Gleichungs- 
systeme, yon denen CAZZA~mA am Schlusse seiner Arbeit Sui determinanti 
d'ordine infinito ~ bewiesen hat ,  dass sie immer ein und nur ein endliches 
LSsungssystem k~ ~) (r = o r I ,  z ,  . . . )  besitzen, das zugleich so besehaffen 
ist, dass die Reihen auf tier linken Seite yon (26) absolut convergieren. 
Durch die Gleichungssysteme (26) lassen sieh somit fiir alle in Betracht 
kommenden Werte yon r und ~ die k~ ) und daher auch die k~ aus den 
gegebenen ~r~ v) bestimmen. 

:Nachdem so fiir die k~ Reihen gefunden sind, welche formal dem 
Gleichungssysfem (23) genfigen, haben wir noeh nachzuweisen, dass sowohl 
diese Reihen als auch die Reihen 

I 

fiir lira t = -{- r gleichm~issig convergieren. 
wir die Doppelreihe 

8 - - - - O ~  I ~ 2 ~  . . .  

Zu diesem Zweeke bilden 

i[ ] 
--is - k~ ~,) - k~V,:l . .1- . . . .3  t- ( - -  I )n-s I( n - s ) ' ' ,  k~lljl) ~y| 

• I-k(',)-- +. . .  + ] 
["  '"+' I( 

~ :  ~ " �9 ~ �9 ~ �9 �9 �9 ~ ~ �9 �9 ~ . . . . . . .  

. . . .  ~ . . . . . .  ~ ~ . . . . . . . . . .  ~ 

. (v~) ] 

�9 . . . .  �9 ~ . . . . . .  �9 ~ ~ , . . . . . . .  

indem wit ~ dieselben Werte durehlaufen lassen wie in der Reihe (25), so 
dass wir als Reihe ihrer Zeilensummen die Reihe (25)erhal ten .  Naeh 
dem eben verwendeten Satze yon CAzzANIGA convergieren in dieser Dop- 
pelreihe die Zeilen absolut; ebenso eonvergier~ naeh den fiber die c~(t) ge- 

Ann. di matem., ser. II, t. 26, (I897), p. 216. 
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machton Annahmen fiir lira t = + ~o die Reiho ihrer Zoilensummen ab- 
solut. Daher convergieren fi:lr l imt  = + oo aueh die Colonnen und die 
Reihe der Colonnensummen dieser Doppelreihe absolut und es ist der Grenz- 
wert der letzteren Reihe gleioh dem Grenzwerte der Reihe der Zeflensummen. 
Somit sind fflr lim t = + co die aus don L6sungen der Gleichungssystemo 
(26) ffir die k, (r = o ,  I ,  2,  ...) sioh ergebenden Reihen absolut convergent 
und die Reihen (27) gleiehmiissig convergent und es geniigen die zuerst 
genannten Reihen wirklich dora Gleichungssysteme (23). 

Dazu, dass sich ein Mittelwert m I durch eine Doppelreihe darstellen 
l~sst, welche man in derselben Weise wie die Doppelreihe (22) durch An- 
wendung der partiellen Summation erhalten kann, ist aber ausserdem nooh 
nothwendig, dass die dem Gleichungssystem (23)geni~genden Functionon 
k, fiir l i m t =  + co dasselbe Verhalten zeigen wie die in (22) auftreten- 
den Funotionen k~, d. h .  fi~r lim t =  + oo muss k 0 = I sein und die 

Quo~enten k~ (r = I 2 .) miissen zum Grenzwert + oo convergieren. 

Dies ist auch in tier That der Fall. Denn zun~chst ergibt sich leicht, 
class man aus den Gleichungssystemen (26) ffir k o immer eine Reihe yon 
solcher Besohaffenheit erhalten kann, dass lim k 0 = I ist, da sowohl der 

Grenzwer~ als auch der Convergenzbereich yon ml unabh~ingig davon ist, 
welehe Werte eine endliohe AnzaM der Functionen c~(t) annimmt. Ist  
die aus (26) fiir k 0 sioh ergebende Reihe nioht schon yon vornherein yon 
dieser BeschaffenheR, so kann man daher die A.b~ndorung der ondlichen 
Anzahl der Funotionen G(t), welche nothwendig ist, um dies zu erreiohen, 
ausfi~hren, ohne dass daduroh der Gronzwert odor der Convergenzbereich 
yon m x geiindert wird. Um aueh zu zeigen, dass in don Reihen (27)die 
Quotienten k~ fiir lim t = + cx~ zum Grenzwert + co convergieren, gehen 

wit yon der fiber die Funotionen G(t) gomaohten Voraussetzung 3)aus,  
vermSge welcher 

(28 )  l ira  c~(t)  = l ira p" - -  + o o  (,=1,~....) 
~=+~ c~_l(t) ,=+| P,-1 

ist, Da nun die Reihen (27) die Eigenschaft haben, dass die r te ( r - -1,2,3, . . .  ) 
aus der r - - I  ten dadurch entsteht, dass man die Glieder der letzteren der 
Reihe nach mit 
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k r  k r + l  k r + ,  

l r k r -  1 ~ r ] c r  ~ " " " ~ T ~ r + : -  1 ~ " " " 

multipliciert,  so miissen diese Quotienten zufolge (28) von einem best immten 

r + s ten an zum Grenzwerte + ~ c o n v e r g i e r e n .  Setzt man wie friiher 

-r,(t) 

und bezeiehnen m und n zwei versehiedene positive ganze Zahlen, so ist 
daher fiir m < r < n 

lira r,(t) 
t = + ~ r 

wiihrend dies fiir r-----I, 2 , . . . , m  und r - - - - n ,  n +  x, . . . , n + v ~ ,  . . . ,  

we n beliebig gross sein kann, noch naehgewiesen werden muss. U m  den 

letzteren Fall zu erledigen, setzen wir n + v~----n'. Es ist dann fiir ge- 

niigend grosse Werte  yon n 

lira r n ' ( t )  = l im r.'(t) - -  l im r " ' ( t ) -  + cxv. 
t = + ~  - -  l * ' r  t=+:ee  n '  I - -  Yr  t = + ~  

Was den ersten Fall  betrifft, folg~ zwar aus der Beziehung 

lira P~ --~ +r 
: = + , ~  Po 

dass die A_usdrficke 

r,,(t) r.,+~(t) 
Yx ~ V 1 -{- I ~ " " " 

fiir l i m t =  + oo zum Grenzwerte + oo convergieren. Doeh kann man  

fiber das Verhal ten der noch fibrigen endliehen Anzahl  yon iusd r i i cken  

r~(t) r~,-,(~) 
r , ( t ) ,  2 , " " ,  

aus dem Verhal ten des Grenzwertes lim P--' allerdings niehts schliessen. Es 
t = + , ~  Po 
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kSnnen jedoch die G(t) schon yon vornherein so beschaffen sein, dass auch 
diese letzteren Ausdrfieke fiir tim t =  + r zum Grenzwerte + cxv con- 
vergieren. Im andern Falle ist wieder  eine entsprechende AbKnderung 
einer endlichen Anzahl yon Functionen c~(t) dazu hinreiehend, um aus den 
Gleichungssystemen (26) ffir k 0 , k~, . . . ,  k~, Reihen yon soleher Beschaffen- 
heir zu erhalten, dass die Quotienten (29) ffir l imt  = + oo zum Grenzwerte 
+ c o  convergieren. Es ist daher allgemein ffir r =  1 , 2 , 3 , . . . , n , . . .  

kr rr(t) lira r k r _ i =  lira -- --  + O 0  

und es genfigen somit die aus den Gleichungen (26) und (24) ffir die k~ 
sich ergebenden Reihen denselben Bedingungen wie die in (22) auftreten- 
den Functionen k,. 

c,(t) (s = O, I ,  2, .) die Ftihrt man null in m~ ffir die Functionen ~ .. 

Reihen (27) ein, so geht m 1 schon in die Reihe der Zeilensummen einer 
Doppelreihe (22) fiber. Daraus ergibt sich unmittelbar, dass fiir alle Werte 
yon x im Convergenzbereiche yon m 1 auch die diesem Mittelwerte ent- 
sprechende Doppelreihe zum Grenzwerte ml convergiert, da aus denselben 
Grfinden wie bei den frfiheren Doppelreihen aueh bei einer Doppelreihe 
(22) aus der Convergenz der Reihe ihrer Zeilensummen die Convergenz 
der Doppelreihe folgt. Es kann aber der Convergenzbereich einer einem 
Mittelwert m 1 entspreehenden Doppelreihe (22) auch nieht grSsser sein als 
der yon m 1. Da niimlich f fir lira t = + oo die Zeilen einer solchen Dop- 
pelreihe (22) eonvergieren, so folgt aus der Convergenz der Doppelreihe die 
Convergenz der Reihe ihrer Zeilensummen Und somit die Convergenz yon m 1 . 

2qaehdem nachgewiesen ist, dass man einen Mittelwert m 1 immer 
dutch eine Doppelreihe (22) ersetzen kann, so ergibt sich jetzt leieht, dass 
man yon einer Potenzreihe (I) zum Mittelwerte m 1 dureh Anwendung der 
Formel der partiellen Summation gelangen kann. Denn der dureh An- 
wendung dieser Formel erhaltene Ausdruek auf der reehten Seite von (2I) 
eonvergiert, wenn man m und n zur Grenze + oo fibergehen l~sst, ffir 
alle Werte yon t u n d  x, ffir welche die Doppelreihe (22)eonvergiert, und 
nur ffir diese Werte und es ist dann sein Grenzwert gleieh dem Grenz- 
werte der Doppelreihe (22). Um dies zu zeigen, verwandeln wit den Aus- 
druek auf der rechten Seite yon (21) in die Doppelreihe 
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(3o) 

s0 k0--k~+~+...+(--~)~ +( - -~ )~  

13 +"" +(-- ~ )~  
[ ~ ~  -~ k- [~s,+...+ As. ] 

I ~_ ~--"'+(--~)~-~l(~;~:2i + 2 

[2 Q+~2  - -  ks + . . . + ( - -  I) m-~ ~- 

�9 ~ �9 . . . . . .  . . . . .  * ~ ~ * ~ ~ �9 . . . . . .  . 

�9 . ~ �9 ~ o . ~ �9 �9 ~ ~ ~ ~ ~ . ~ �9 ~ ~ ~ ~ ~ �9 ~ ~ ~ 

so + 
und lassen m und n unabhangig yon einander zur Grenze + c-~ iiber- 
gehen. Der aus dem Ausdrucke H entstandene Theil dieser Doppelreihe 
geht dann in die Doppeireihe (22) fiber, w~ihrend die den Termen I und 
K entsprechenden Thefte derselben den Charakter yon Restgliedern be- 
sitzen und somit im Convergenzbereiche yon (30) zum Grenzwe~e Null 
convergieren. Es convergiert daher ffir alle Werte yon t und x, welche 
dem Convergenzbereiche der Doppelreihe (30) angehSren, aueh die Dop- 
pelreihe (22), und es is~ der Grenzwerr der Doppelreihe (30) gleich dem 
Grenzwer~e yon (22). Setz~ man umgekehr~ voraus, dass die Doppelreihe 
(22) convergier~, so folgt daraus, dass in demselben Bereiche auch die 
Doppelreihe (30) convergiert, wenn man m und n zm" Grenze + c-~ iiber- 
gehen l~sst. Zun~chst ergibt sich niimlich, dass dann der aus dem Terme 
K entstandene Theft yon (30) zum Grenzwert Null convergier~; denn man 

o o ,  

erhifl~ diesen Theil der Doppelreihe (30) aus dem Restgliede ~ aJ  der 
y ~ n  

Potenzreihe (I) auf dieselbe Weise wie die Doppelreihe ( : : )  aus (I). Es 
convergiert aber auch der dem Ausdrucke I entsprechende Theil der Dop- 
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pelreihe (30) fiir alle Werte yon t und x im Convergenzbereiehe yon (2z) 
zum Grenzwerte Null. Man erh~ilt n~mlieh, indem man die Reihe der 
Zeilensummen dieses Theiles der Doppelreihe (3o) bildet, far I den Aus- 
druck 

k= ( A = s  ~ -  a = s 0 ) ,  I=~_ 
L/isst man in diesem Ausdrucke m u n d  n unabh~ngig yon einander zur 
Grenze d-cx9 tibergehen, so stellt derselbe die Differenz tier Restglieder 
yon zwei eonvergenten Doppelreihen dar, und es ist daher lira I =  o. Da 

somit far alle Werte yon t u n d  x, fi~r welche die Doppelreihe (22) con- 
vergiert, aueh das Restglied der Doppelreihe (3o) zum Grenzwerte Null 
convergiert, so sind diese beiden Doppelreihen einander ~quivalent. Daraus 
folgt unmittelbar, dass man den Mittelwert "~ der Partialsummen der Po- 
tenzreihe (I) in analoger Weise wie die EuLs.R'sehe Formel durch An- 
wendung der partiellen Summation auf die Potenzreihe (I) erhalten kann. 

�9 Um jetzt aueh yon dem Mittelwerte m~ zum Mittelwerte "2 dureh 
Anwendung der partiellen Summation zu gelangen, stellen wir "~ dutch 
die Reihe (4) dar und wenden dann die Formel (2o) auf die Summen 

,=+.= .= ,  k r , ( t )  + ~ - -  , ,=lira . = ,  \ r , ( t ) +  z ' " ' 

lira ~ {  r=(t) ) '  A=m,(u__ ,) 
,=+~ = \ r ,~ ( t )  + - /  

an, indem wir der Reihe nach ~(~) gleich 

setzen. Dadureh erhalten wir ein System yon " Gleichungen, aus dem 
die Gleichung folgt 

.,1(o) + ~: A~,(u__ , )=  

lim k, km ( r a ( t )  ~Am+l (u I ) - - ~  
, : + . . : 0  ~ A , ' , ( o ) +  ~ : :  , , ~ - T - ; /  " ,  _ ~=, , x . ' , ( ~ _  ,) . 

In derselben Weise wie friiher ergibt sich wieder, dass fiir l i m "  ~ n t- 09, 
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t i tan = -t-cxo der Ausdruck auf der rechten Soite dieser Gleichung durch 
die Doppeh'eihe 

+ - - - -  + ( - - z )  ~ 

~ , ( i ) [ k ~ -  k~ + . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + ( - -  i ) ' - ' - -  

i_~ . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + ( - - , ) , - ~ - -  

k v  ] 
kv 

i)'" "] 
kv 

t(~-2) "" "1 

. . . . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . .  . ~ 

~'(z) [ k . - - . . .  + ( - -  I) ~-~ ~ 
I._ ) '  '] 

�9 . . . ~ . . ~ . �9 . . , �9 ~ . . 

ersetzt werden kann. Setzt man in dieser Doppelreihe fiir die kv (u-----o, I, 2, ...) 
wieder die aus den Gleichungen (26) and (24) sich ergebenden Werte ein, 
so convergiert sie in demselben Bereiche wie m= und es ist ihr Grenz- 
weft gleich m 2. In  derselben Weise, wie sich der Ausdruck m 1 in den 
Ausdruck m= transformieren ltisst, kann man durch Anwendung der patti- 
ellen Summation jetzt auch yon m= zu m 3 iibergehen und so beliebig fort- 
fahren. Wir erhalten somit als Resultat dieser Untersuchung, dass man 
yon der Potenzreihe (x) zu den Mittelwerten der Uette (5) auch gelangt, 
indem man ebenso wie oben bei der Einffihrung der EuLuR'schen Formel 
davon ausgeht, dass man durch die Verwandlung einer Reihe in eine un- 
endliche Doppelreihe einen Ausdruck mit grSsserem Convergenzbereich er- 
halten kann, und dann solche Doppelreihen mittels der Formel der par- 
tiellen Summation herstellt. 

Diese Art der Einfiihrung der Mittelwerte (5) hat aber nicht nut die 
Eigenschaft, dass man dadurch diese Mittelwerte auf demselben Wege wie 
die EwLm~'sche Formel erhtilt, ohne dass es dabei nothwendig ist, den 
Begriff des Mittelwertes einzufiihren, sondern es lassen sich die unendlichen 
Doppelreihen, welche man durch Anwendung der partiellen Summation auf 
die Potenzreihe (I) und die ]Kittelwerte (5) erh~lt, auch leicht in die 
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Doppelreihen verwandeln, durch welehe diese Mittelwerte im Paragraph I 
dargestellt wurden. Um dies zu erreichen, hat man n~mlich in den Doppel- 
reihen, welche man durch Anwendung der partiellen Summation erh~lt, 
nur fiir 

I [ kv+2 \ 

�9 . . ~ ,  + 
(~=o,1,~,.. .) \ / 

wieder die Ausdriicke cv(t) einzusetzen und dagegen die Ausdrficke sv~ 
~(t) 

m l ( v  ) , m 2 ( v ) ,  . . .  in der Form von Reihen anzuschreiben. Es erscheint 
daher auch die Anwendung der Formei der partiellen Summation als eine 
Methode, wenn auch eine sehr speeielle, um eine Potenzreihe (I) in einen- 
Ausdruck von der Form (I I) oder (I2) zu verwandeln. 


