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I:. Es wird in dieser Arbeit ein geometrischer Calciil mit den Punkten 
einer Geraden aufgebaut, und zwar auf Grund folgender 3 SStze: 

I 

I) Dutch zwei Punkte ist stets eine und ~ur ei~e Gerade m(iqlieh. 
II) Zwei Gerade schneiden sich stets in einem (und we.qen I nut in 

einem) Punkt. 
III) Gehen die Verbindungslinien homolofler EckeJz zweier aufeinander 

bezogener Dreiecke dutch einen Punkt, so schneiden sich die ho- 
mologen Seiten in Punkten einer Geraden. 

Der erste Satz ist ein ebenes Verkniipfungsaxiom. Der zweite k6nnte 
durch das ParMlelenaxiom ersetzt werden und gilt auf Grund desselben, 
wenn man die ideale unendlichferne Gerade mit den idealen unendlich- 
fernen Punkten einfiihrt. Die S~tze I und I I  sollen daher als die ~idealen 
ebenen Verkniipfungsaxiome, bezeichnet werden. Es sei bemerkt, dass wit 
nut die ebene Geometrie beh-achten. 

Satz I I I  ist der Desa~t:ques'sche Satz, dessen Beweis in bekannter Weise 
gefiihrt werden kann, wenn noch die r~umlichen Verkniipfungsaxiome vor- 
ausgesetzt werden; man zeigt niimlich, dass die durch den Satz beschriebene 
Figur der Schnitt eines vollst~ndigen r~umlichen Fiinfecks ist. 

2. Der aus diesen SStzen zu entwickelnde Calcfil steht in enger 
Beziehung zu zwei anderen geometrischen Rechenverfahren. I)'~s erste ist 

Aeta mathematiea. 27. Imprim~ le 22 avril 1902. 1 



2 Gerhard Hessenberg. 

VOU STAUDT 1 begonnen und yon l=[errn LfJROTH 2 durchgefiihrt worden. 
Das zweite hat Herr HILRERT angegeben. ~ Allen drei Rechenverfahren 
gemeinsam sind die commutative und associative Addition, die associative 
Multiplication und die Verbindung beider Operationen durch die distributiven 
Gesetze. Angewandt werden diese Operationen im STAUDT-Lf3ROTFI'schen 
Calciil auf die Wiirfe, im ]z[ILBERT'schen auf die Streeken, die in einer 
Geraden liegen und einen gegebeuen Anfangspunk~ haben, in unserem 
auf die Punkte einer Geraden. Zur Begrfindung der associativen, com- 
mutativen und distributiven 'Gesetze benutzen STAUDT und Lf3nOWH den 
projektiven Fundamentalsatz, Herr HILI3Er, T, und nach seinem Vorgange 
auch ich, allein den DESAllGUES'sehen Satz. Und zwar geht Herr HILBERT 
nur Yon derjenigen Specialisierung des Satzes aus, die dureh das Parallel- 
werden homologer Seiten der beiden Dreieeke entsteht. Aus dieser Speciali- 
sierung kann man aber in einfacher Weise mit alleiniger Hiilfe des Axioms 
I und des Parallelenaxioms den allgemeinen DDSARGUSS'sehen Satz her- 
leiten, 4 so dass die Grundlagen unseres Calciils nicht umfangreicher sind, 
wie die des HILBEaT'schen. 

3. Die unserem Calciil zu Grunde liegenden Constructionen sind die 
zu den STAUDT-L()ROTH'schen Verfahren geh6rigen Linealconstruktionen, 
andererseits erkennt man in ihnen leicht eine projektivische Verallgemeiner- 
ung der HILBEI~T'schen. Alle drei Rcchenverfahren gehen also auf einc 
gemeinsame Grundlage zuriick. In der That hat man gezeigt, dass der 
projektive Fundamentalsatz aus dem DEsMmuES'schen Satz und dem spe- 
ciellen PASCAL'schen Satz bewiesen werden kann. Mit dem ,speciellen 

PASCAL'schen Satz)) ist der folgende gemeint: 

IV. JSiegen die Ecken eines einfachen Sechsecks abwechselnd auf  zwei 

Geraden, so schneiden sich die Gegenseiten in Punklen einer Geraden. 

i Beitriige zur Geometrie der Lage, Heft l-I, w 19, ft., w 2 7 ft. 
2 ~ber das Imagini~re in der Geometrie und day Rechne~ mit Wiirfen. Math. Ann. 

Bd. 8 und 9. 
s Grundlagen der Geometrie. Kap. V. Der DESARGUES'sche Satz. 
4 ~Iber eine noch weitergehende Eigenschaft des DF.sXRCtrEs'schen Satzes hinsicht- 

lich seiner Beweisbarkeit aus Spezialisierungen siehe meine Arbeit Desargues'scher Satz 
und Centralcollineation Archiv der Math.. Bd. 3, Heft I. 
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Der I-hLBERT'sche Calciil wie der unsrige en~halten nun diejenigen 
Eigenschaften des STAUDT-Lf31~OTH'SChen Verfahrens, die allein aus dem 
DESAI~GU~S'schen Satz folgen. Das sind die beiden associativen, die beiden 
distributiven Gesetze und yon der Addition das commutative. Das com- 
mutative Gesetz dcr Multiplication wird direkt mit dem PASCAL'schen 
Satz identisch. Der letztere ist mit den S~tzen I bis I I I  nicht beweisbar 
und darf daher in unseren Untersuchungen nicht angewandt werden. 

4- Da wir keinerlei Anordnungsaxiome voraussetzen, k6nnen wir fiber 
die Anzahl der Punkte einer Geraden keine Angaben machen. Doch 
bleiben unsere Ergebnisse gfiltig - -  auch wenn sie unter Umst/~nden h'i- 
vial werden, - -  falls wir die Existenz eines vollst~ndigen Vierecks an- 
nehmen, d. h. die Existenz yon 4 Punkfen, yon denen keine 3 in einer 
Geraden liegen. Da hierdurch nur ein sofort zu fibersehender, g~i~zlich 
trivialer Fall ausgeschlossen wird, ist diese Voraussetzung unter den Grund- 
lagen unseres Calciils nich~ angeffihrt. 

I. Projekt,ivische Ferkn'~pf~engen. 

5. Unter denjenigen Gebilden der projektivischen Geometrie, die 
allein aus dem DESAI~GUES'schen Satz gefolger~ werden kSnnen, ist be- 
sonders die Centmlcollineation bemerkenswert, d. h. diejenige Collineation, 
in der entsprechende Gerade sich auf einer festen Geraden, der Axe, 
schneiden, und en~sprechende Punkte auf Geraden liegen, die dutch einen 
festen Punk~, das Centrum, 1/iufen. Der Nachweis ihrer Existenz ist sehr 
leicht, wenn man beachtet, dass die Figur des DESA~GUES'schen Satzes aus 
zwei centralcollinearen Dreiecken besteht. 1 

6. ~unmehr denken wir uns eine Figur q), die aus irgendwelchen 
Punkten und gewissen ihrer Verbindungsgeraden besteht. Es sei genau 
angegeben, wieviel Punk~e die Figur enthi~lt, welche davon in gerader 
Linie liegen sollen und welche niche, und welche Verbindungsgeraden ge- 
zeichne~ sein sollen. Die Anzahl dieser Geraden sei n. 

In dor auf S. 2, Fussnote, citierten Arbeit komme ich darauf ausfiihrlicher 
zuriick. 
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Wit nennen zwei Figuren, die auf Grund derselben Angaben ge- 
zeichnet sind, voriibergehend ,/~gleichartige Figuren~. Beispielsweise sind 
zwei einfache Fiinfecke, aber auch zwei vollst~ndigc Fiinfecke, oder zwei 
Fiinfecke mit den Diagonalen ciner bestimmten Ecke gleichartige Figuren. 

Wit  schneiden die n Geraden der Figur (P mit einer Geraden a in 
den n Punkten A~, A~, A : ~ , . . . ,  A~. Diese projicieren wit yon einem 
Punkte S a u f  eine zweite Gerade b, in die Punkte B1, B~, B3, . . .  , Bn. 
Ziehen wit nun dutch den Schnittpunkt yon a mit be ine  Gerade s, die 
von a und b verschiedeu ist., und bilden diejenige Centralcollineation mi~ 
dem Centrum S und der Axe s, in der die a der b entspricht, so entsprechen 
den Punkten A~ die Punkte B i und diese sind die Schnittpunkte von bmi t  
den Geraden der zu eP collinearen Figur q", welche natiirlich mit r gleich- 
artig ist. 

Es folgt also: Ist eine gerade Punktreihe A ~ , . . . ,  An der Schnitt 
einer Figur r so ist jede zu ihr projektivische Punktreihe der Schnitt 
einer gleichartigen Figur. 

7- I m  allgemeinen werden nicht alle Punkte A~, die zu dem Schnitt 
einer Figur (P gehSren, beliebig sein. Ist eine Figur ~ so beschaffen, 
dass von einem ebenen Schnitt derselben nicht alle Punkte willkih'lich 
gew~hlt werden diirfen, so wollen' wir sagen, zwischen den Schnittpunkten 
bestehe eine Verkni~pfung. Eine solche besteht beispielsweise nicht fiir die 
Schnittpunkte eines Dreiecks mit einer Geraden. Zu 5 beliebigen Punkten 
einer Geraden, kann vielmehr jederzeit ein Dreieck gezeichnet werden, 
dessen Seiten durch diese 3 Punkte gehen (vgl. w 4). Dagegen diirfen 
von den 6 Schnittpunkten eines vollst~ndigen Vierecks blos 5, yon denen 
eines vollst~ndigen n-Ecks blos 2n ~ 3  willktirlich angenommen werden. 

8. Die Geraden der Figur q) mSgen mit al,  a~, a3, bis a n bezeichnet 
sein und die a in den Punkten A1, A2, A3 bis An treffen. Es mSgen 
sich ferner 3 Gerade, etwa a I , ~ ,  as, darunter befinden, die nicht dutch 
einen Punkt  gehen, und deren Schnittpunkte der Figur angehSren und 
durch weitere Gerade, a4, a5 bis a~ mit anderen Punkten der Figur ver- 
bunden sind. Ist  nun a mit den Punkten A1 bis A, bekannt, ferner 
a~, a~ und as, so kSnnen wir a4 his a~ einzeichnen. Wir werden im all- 
gemeinen unter den Schnittpunkten der al bis a~ untereinander neue Punkte 
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yon r vorfinden und durch dieselbcn ncue Gerade a~+~ bis % ziehca 
kSnuen, die wieder neue Punkte liefern. Werden auf diesem Wege nach 
und nach alle Stiicke der Figur erchSpft, und bestimmt diese Figur zugleich 
eine Verkniipfung zwischen dcn Punkten Ai, so soll diese cine pr~ek t i ve  

Verkn@fun.q genann~ werden. Das Bestehen einer VerknSpfung 5ussert 
sich dadurch, dass yon einzelnen Geraden ak, a~, a t , . . ,  bei unserem 
Verfahren zwei Punk te  ermittelt wcrden, so dassdie Punkte Ak, A~, A~ 
nicht willkiirlich sind. 

q) 

j• 

ge 

Fig. I. 

9, Wir wollen numnehr beweisen, dass diese Punkte Ak, A~, A t , . . .  
ftir eine projektive Verkniipfung yon der speeiellen Wahl der drei ers~en 
Geraden al ,  a2, a3 unabhiingig, also dureh die willkSrliehen Punkte A~, ..., 
A~, eindeutig bestimmt sind. Wir zeiehnen eine zweite, gleiehartige Figur 
~" mit den Geraden b~ in derselben Reihenfolge der Stiieke dureh dieselben 
Punkte A1,  A~ , A3 , �9 � 9  A,~. Die drei Geraden b, , b~ , bs dureh A1, A2, A3 
bilden ein Dreieek, das mit dem Dreieek aus a,, a2, a3 auf Grund des 
DESAaGUES'sehen Satzes eentraleollinear gelegen ist. Denn die homologen 
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Seiten schneiden sich auf a, also gehen dic Verbindungslinien homologer 
Ecken durch einen Punkt S. 

In dieser durch bl b~b3 bestimmten Collineation entspreehen die Ge- 
raden b4 bis b~ den Geraden a~ bis a~., da die Ecken der Dreiecke ala.2a3, 
b~b~b3 sieh untereinander und die Punkte A4 his A~ als Punkte der Axe 
sich selbst entspreehen. Daher entsprechen auch die durch b ~ , . . . ,  b~ 
neu gefundenen Punkte von q~" und hinwiederum die dadureh neu ge- 
fundenen Geraden b~+~ his b~ den homologen Stricken yon ~ in unsercr 
Collineation u. s. f. Speciell entspricht zuletzt bk der a,, und da sich 
entsprechende Gerade auf der Axe der Collineation schneiden, trifft bk die 
a in dem Punkt A~, dessen Lage mithiu yon der speciellen Wahl der Ge- 
radea a~a~a~ unabhd~zgig ist, w. z. b. w. 

Indem wir das Resultat des w 5 beachten, folgt: Besteht zwischen den 
Pu~kten A~ his A,, eine projektivische Verkniip/ung, so be~'teht sie zwischen 
den Pankten ]eder dazu pro]ektivischen Punktreihe A'~ bis A,',. 

II .  D i e  Vierecksverkr$i ip]~ng.  

I o. Wir betraehten diejenige projektive Verknripfung, die entsteht, 
wenn die Figur ~0 ein vollstSndiges Viereck ist, und nennen sic Vierecks- 
verkniipfung. ~ Sie besteht zwischen 6 Punkten einer Geraden und bestimmt 
den sechsten eindeutig aus den fiinf anderen. 

Im Anschlusse an die vorhergegangenen Betrachtungen greifen wir 
drei Seiten des Vierecks heraus, die sich in drei Ecken A B C  des Vierecks 
A B C D  schneiden und bezeichnen sie (abweichend yon der bisherigen Be- 
zeichnung) mit a~, hi,  c~. Wir beachten, dass jede einem andern Paar 
Gegenseiten des Vierecks angehSren muss, da sich zwei Gegenseiten nicht 
in einer Ecke des Vierecks schneiden. Die Gegenseiten D A ,  D B ,  DC 
seien bezw. mit a~, b~, c2 bezeichnet. Werden die Schnittpunkte mit der 

1 Die Eigenschaften derselben sind von STAUDT als Ausgangsl0unkt seiner Geometrie 
der Lage gew~thlt und ohne die allgemeine Betrachtung des Absehnitts I direkt aus dem 
:~EsARGV~s,sghen Satze hergeleitet worden, 
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festen Geraden a mit den entsprechenden grossen Buchstaben benannt, 
so wollen wir die Verkn~ipfung durch das Symbol 

;B,, 
abkiirzen. 

D C 

~Otr 

r cr 

Fig.[ 2. 

1I. In diesem Symbol sind zweierlei Permutationen zul~sig. Erst- 
lich diirfen die Punktepaare beliebig mit einander vertauscht werden, aber 
ohne dass die Elemente eines Paares mit einander vertauscht werden. 
Dies folgt aus der Gleichberechtigung der drei Gegenseitenpaare. 

Zweitens diirfen in zwei ~unktepaaren die Elemente gleichzeitig ver- 
tauscht werden. Denn wenn sich al ,  bl, cl in drei Ecken des Vierecks 
schneiden, so gilt das gleiche yon a 2 , b ~ , c l ; a ~ , b ~ , c ~  und a l , b ~ , c : .  
Dagegen schneiden sich a2, b~, c 2 in einer Ecke, ebenso a:, bl, cl ; al, b~, cl; 
a l ,  bl, c~. Die Vertauschung der Elemenfe in einem oder allen drei 
Punktepaaren ist also unzulSssig, sofern ihre Zul~issigkeit nicht besonders 
erwieseu wird. 

I ~. Denkea wir uns zwei Punkte in der Vierecksverkniipfung ver- 
iinderlich, so sagt das Bestehen der Verkniipfung aus, dass sie projektive 
])unktreihen beschreiben. Ffir uns kommt lediglich der Fall in Betracht, 
dass die ver~nderlichen Punk~e verschiedenen Paaren angehSren. Dann 
kann ang'enommen werden, dass es die Punkte B:, C~ sind. Wir halten die 
Geraden a~, a 2 und b~ fest und damit die Ecken A und C des .Vierecks. 
D a  C~ fest ist, bleibt auch AC~ --~ c~, mithin auch B ]leben. Bewegen 
sieh jetzt  B 2 und C~, so bewegt sich D auf a~ und wird yon C und B 



Gerhard ttessenberg. 

aus nach C 2 und B~ projieiert; also besehreiben C 2 und B~ projekfive 
Punktreihen. Fiillt D nach A, so fiillt Bs nach C~, (~ nach B~. Fiillt 
D in den Sehnittpunkt yon a~ und a:, so fallen C 2 und B, nach A~; 
fitllt D nach A~, so fallen B 2 nnd C~ naeh A 2. 

x3. Im folgenden denken wir uns die Punkte A~, A~ und B 1 fest, 
so dass wir sic in der Bezeichnun~" nicht weiter anzudeuten brauchen. 
Wir schreiben dann abkfirzungsweise 

B, = (C,C,) 

um auszusprechen, class die Verkniipfung 

(A~, A,;  B, ,  B, ;  C,, C,) 

bes~eh~. Die Bezeichnung is~ eine provisorische. 
])as Resultat des ]etzten Paragraphen kann dann so ausgesprochen 

werden : 

V. Bewe.qt sich ein Pankt X,  so beschreiben die Punkte Y-----(CX) 
und Y'--~ (XC) zu X pro]ektive Punktreihen. Die Elemente A~ und A: 
sind selbstentsprechende; ft'illt X nach Ba, so wird Y----- Y ' =  C. 

Wit  verallgemcinern dementsprechend unsere Bezeichnungsweisc dutch 
die Festsetzung'en : 

CA,X) = (XA,) = A, ; 

(A,x) = (xA, )  = .a, ; 

( R , x )  = = x , .  

III .  ])as associat ive Gesetz. 

I4. Es besteht das Gesetz: 

( c , , ( c , c : , ) )  = (((:,  

welches wir rein formal, ohne einen Schnittpunktsatz zu Hiilfe zu nehmen, 
auf Grund der bisherigen Entwickelungen beweisen k6nnen. 

Zun:,ichst konstruieren wir den Punkt B~-~ (C'IC~) nfit Hiilfe eines 
Vierccks ABCD, von dem, wie bisher, die Seiten BC,  CA, A B  dutch 



~ber einen geometrischen Calciil. 9 

A~, .B,, C~, die Seiten DA,  DB ,  DC dutch A~, B2, C 2 gehen. Sodann 
finden wir den Punkt P = (B2C8) , indem wir die dureh Ai ,  A 2 und Bg 
gehenden Seiten beibehalfen, folgendermassen: Wit  ziehen B~D bis zum 
Sehnitt E m i t  A~B, EC 3 bis zum Schnitt F m i t  A~D. BF trifft a in 
_p = ( (v ,  

/ 

F i g .  3" 

Trifft nun CF die a in B~, so ergiebt das Viereek CDEF die Yer- 
kniipfung (A1, A2 ; B1, B" ; C2, G'3) oder B~ ----- (C~C8). Sodann folgt aus 
dem Viereck ABCF die Verkniipfung 

(A1, A~ ; B1, P ;  C,, B~) oder P = (C~B'2) --  (C,(C,,Va)). 

Damit ist das associative Gesetz bewiesen. 

D 

Fig. 4. 

15. Figur 4 zeigt, wie der Punkt D----(Gz G~Cs... C,) zu konstru. 
ieren ist. Man zieht dureh C~ einen beliebigen Strahl, der die a, in P~, 

Ac~t mathemat6~a. 27. Imprim~ le 28 avril 1902. 2 
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die a 2 in //1 schneiden mSge. ~1R1 sehneide a I in P2, C~P2 die a~ in 
R2, allgemein B1R~_I die a I in P~, C~_Pa die a~ in R~. P~Rn t r i ~  a in D. 

Allgemeiner wiirde P~Rk, wenn k > i ist, die a i m  Punkte (C~C~+~... Ck) 
treffen. Die Konstruktion versagt nicht, wenn eines der C, etwa C~, mit 
B 1 identisch wird. Alsdann wird R~_I = R~, /)~ ~--P~+I und die Kon- 
struktion ~indert sich nicht, wenn C~ iiberhaupt fortgelassen wird. 

t6. Die ~AuflSsung, der symbolischen Gleichungen (MX)----N und 
(X3I) ~ N nach X kann auf Grund des associativen Gesetzes in der be- 
kannten Weise ausgefiihrt werden, 1 indem man einen Punkt Y = (M-~) ' 
aus der Verkniipfung ( Y M ) =  B 1 oder 

(AI, A~ ; BI,  B1 ; Y, M) 

konstruiert. Vertauscht man nach w I I die Elemente im zweiten und 
dritten Paar, so entsteht die Verkniipfung (A1, Ag ; B1, Bj ; M ,  Y) oder 
(MY) = B 1. 

ttiermi~ folg4 aus (MX)-- - -N;  ( Y M X ) =  (YN) oder (B1X) = (YN) 

IV. D a s  c o m m u t a t i v e  Gesetz. 

17. Das commutative Gesetz ist identisch mit dem 8atz IV (PAscAffscher 
Satz), also auf Grund der Sditze I bis I I [  nicht zu beweisen. 

Das Bestehen der beiden symbolischen Gleichungen 

= ( C , C , )  = ( c , c , )  

bedeutet die Existenz der beiden Verkniipfungen 

(A1, A~; B1, B~; C1, C2) und (A1, A2; BI , B~; C-,~, C~). 

Wir denken uns das zur ersten Verkniipfung geh5rige Viereck mit den 
Bezeichnungen des w I o gezeichneg und konstruieren das zur zweiten ge- 
h6rige unter Beibehaltung der 3 Geraden a l ,  a2, b I also der Ecken A,  C. 
An Stelle der Geraden c 1 ----- AB ,  c~ = DC treten jetzt c'~ = AB',  c; -~ D'C, 

1 Vgl .  hierzu w 2 5 and 2 7 . 
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Es erglebt sich also B' als Schnit~ yon C~A mit, a I ~ A 1 C, D' als Schnit~ 
yon C1C m i t a :  ~ A2A. B~ ist der Schnit~ yon B'D' m i t a .  Soil es 
mit B 2 = (C1C:) zusammenfallen, so laufen die 3 Geraden BD,  B'D' und 
a dutch einen Punkt. 

Dann abet ist das Sechseck ABDCD'B' ein PAscAL'sches, dessen Ecken 
abwechselnd auf zwei Geraden liegen und dessen Gegenseiten sich in Punkten 
B2C1C2 einer Geraden schneiden. Die obige Behauptung is~ dami~ erwiesen. 

C 

P 

Fig. 5. 

I8. In speciellen F~llen kann eine Verkniipfung auch auf Grund 
des DESARGUES'schen Satzes commu~a~iv sein. Der einfachs~e, bereits in 
w I6 angewandte Fall, trit~ ein, wenn zwei Elemente eines Paares zu- 
sammenfallen. Denn dann kommt eine Permutation der Elemente dieses 
und eines zweiten Paares, die nach w I I zul~issig ist, auf eine alleinige 
Vertauschung der Elemente des zwei~en Paares hlnaus. ])avon giebt es 
zwei hnwendungen: 

VI. Ist (0102)= B,, so ~st a~ch (GC1)= B,. 
VII .  Wenn A~ und A~ zusammenfallen, so ist allgemein (GIG~)=((_,'~C~). 

Im Falle des Satzes VI I  wh'd aus Figur 5 ein PASCAL'sches Sechseck, 
dessen Existenz sich auf Grund unserer Entwickelungen aus dem DESAnGUES'- 
schen Satz ableiten l~st. 1 

1 Vgl. meine Arbeit: ~ber Beweise yon Schnittpunktsatzen, Archiv der Math. 
Bd. 3, Heft z. 
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V. Symbo l i s cher  Calc~l  u n d  d i s t r i b u t i v e  Geset~e. 

i9. Sind 2/1 und A~ yon einander verschieden, so gleicht unsere 
Operation tier Multiplication: Es gieb~ zwei Elemente A die durch die 
0p~ration (LA) bei beliebigem L in sich selbst iibergehen. Wir legen 
daher A~ das Zeiehea co, A~ das Zeichen o bei. B~ spielt die Rolle der 
,Einheit und werde daher mit I bezeichnet. An Stelle der Verkniipfung 

( c - ~ , o ;  I , P ; A , B )  

sehreiben wir yon nun an symbolisch 

P---- AB.  

Diese Operation isi associativ, aber nieh~ eommutativ. 

20. Fallen A 1 und A 2 zusammen, so gleicht unsere Operation der 
Addition, B 1 der Null. Wit  bezeichnen daher A m = A~ mi$ dem Zeichen 
cxv, B~ mit o und schreiben fiir die Verkniipfung 

(r eo ; o ,  S ;  A ,  B) 

yon nun an symboliseh 
S = A - I - B .  

Diese Operation is~ associativ and c0mmu~tiv. 

2 I. ~Wir fiihron jetzt auf einer Ooraden diese beiden Verkniipfungen 
mi~ densolben Fixpunkten ein, also 

(cx~, o ; I , P ; A , B ) ;  P = A B ,  

( o o , o o ; o , S ; A , B ) ;  S - - A + B .  

Dann sind beide durch die distributiven Gesetze verbunden. Nach Satz 
V is~ n~mlieh die Punkbreihe 

o o , o ,  I , A , B , S , X , . . .  

projektivisch zu den Punktreihen 

cxv , o , L ,  L A ,  L B ,  L S ,  L X ,  . . . 
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cx9, o ,  L ,  A L  , B L  , S L  , X L  , . . . .  

Da nun die Verkniipfung S = A + B den Punkt I nicht enth~lt, 
andererseits eine projekfivische ist, folgt aus 

S = A + B ,  d. h. (cxv , cxv ; o , S ; A , B) 

sofort ZS = L A  + I , B ,  n~mlich 

oder 

und analog 

(c~ , cxv ; o ,  L S  ; L A  , LB)  

Z ( A  + B) ----- L A  + L B  

(A + B)L = A L  + B L .  

VI. D e r  R i n g  aus  3 Verk~tiSpfungem 

2 2. Ein vollstandiges Fiinfock V~ V 2 V~ V 4 V~ schneide~ mi~ seinon Io 
Sei~en V~V~-----vi~ eine Gerade a in I o Punk/son V~ (i, k = I b i s  5). 
Zwischen diesen bestimmt es 5 Vierecksverkniipfungen {I}, {II} bis {V} 
entsprechend den fi~nf Vierecken (I), (II) bis (V), die dureh Weglassen 
einer Ecko, V~, V~ bis V~, aus ibm gebfldet werden kSnnen. 

v~ 

Fig. 6. 

Die Verkniipfung {V} besfimmt aus 5 boliebig angenommenen der 
Ptmkte Vu (i, k = I bis 4) den sochsten. :Nimm~ man woiterhin V~ 
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trod V~ boliebig all, SO hat man die Geraden V 1 V~ und V 2 V~ (falls das 
Viereck (V) gezeiehnet ist), und mit diesen die Ecke V~. Aus dem Viereck 
(Ill) finde~ man sodaml V45 ; bestehg umgekehrt die Verkniipfung {III}, 
so geht V 4 V~ durch V4s. Endlich geht V 3 V~ durch V~, ~ wenn die Ver- 
kniipfung {II} besteht. 

Allgemein wird also das Bestehen dreier der Verkniipfungen hin- 
reichend sein, damig die Punkte Va die SchnW~punkte eines vollst~ndigen 
Fiinfecks sind. Je zwei der fi~nf Verkniipfungen sind daher Consequenzen 
der dritten, in unserem speciellen Falle {I} and (IV} yon {II}, {III} and {V} 

23. Wir betrachten nunmehr das specielle Fiinfeck, welches entstoht, 
wenn V1, V~, Va in gerader Linio liegen. Unser Satz wird dann nicht 
mehr bedingungslos golten, da die zwei gerkntipfungen {IVI{V} a~reh das 
Zusammenfallen der Punkte VI~, Gs,  g,,, d. h. die Degeneration der 
Vierecke (IV), (V) bodeutungslos werden. Aber unsere speciolle ScMuss- 

/ 

G R T S T '  , s "T "  S "  

Fig. 7. 

weise bleibt w6rtlich giiltig, und mit ihr die Folgerung, dass die Ver- 
kni~pfung {I} eine Consequenz yon {II} und {HI} ist. Die diesen Ver- 
kniipfungen entspreehenden Vierecke degenerieren nicht. Aus einer kleinen 
Ab~nderung der Bezeichnung wird zugleich die Symmetrie der Beziehung 
zwischen {I}, {II}, {III} klar werden. Wir nennen diese, durch ein spe- 
cielles Yiinfeck vermittelte Beziehung zwischen drei Verkniipfungen elnen 
Ring und sagen: die drei Verkn@fungen {I}, {II}, {III} bidden einen 
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24. Wir iindern die Bezeiehnungen Ira, V~ in S*, T'; V, ,  V , ,  V 8 
in U, U', U"; V,~ in Q; V~, = V23 = V31 in R; V,,, V4, , V,3 in 
S, S', S"; V~I, V52, V~3 in T, T', T". Alsdann lautet unser Satz: 

VIII. Von den drei Verkniipfunqen 

(Q, R;  S,  T';  T,  S ') ,  (Q, R;  S', r " ;  r ' ,  S") ; (Q, R; S", T;  r" ,  S) 

ist jede eine Consequenz der beiden andern. 

Der Satz ist leieht direkt, ohne die allgemeine Betraehtung des w 2 2 
an der Figur 7 zu beweisen, und zwar ohne Anwendung yon Schnittpunkt- 
s~tzen, rein formal, wie in der bier gegebenon Ableitung. 

Macht man die Substi~utionen 

Q, R ;  S , S ' , S " ;  T , T ' ,T"  
A2 , A1 ; BI , CI , PI ; Bg , PI , C2 

so nimmt Satz VIII die Gestalt an 

VIIIa. Die drei Verkni~'lofungen 

(A,,A2 ; P1,P~ ; C1, C2) ; (A1,A, ; B1,P2 ; C1,B~) ; (AI ,A ,  ; BI, Cg ; P1,B,) 

bilden einen Ring. 

Unter Verwendung der abgekiirzten Bezeiehnung des w 13: 

VIIIb. Die Verkn~pfungen 

(A1, .A, ; P1, P , ;  Ca, e2); P, = (CiB,); e, = (P,B,) 

bilden einen Ring. 

Nach Elimination yon B~ nachw 16: 

VIII~. Die Verkniipfung 

(At,  A, ; 1)1, P, ; 01, Of) ist identisch mit 1)2----(C~(/~')C,) 

(Transformation des dritten Fixpunktes). 

25. Der w I 6 selbst enthiilt bereits in den Verkniipfungen 

(XM) = N, (MY) = B,, X----- (NY), 
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einen Ring, der aus VIIIb durch die Speeialisierung/)2 ~ B~ und die Sub- 
s~itufionen 

/~t =: N, B , = Y ,  V~=M, C ~ = X  

hervorgeh*. Die Existenz des Elementes Y---- (J~l-') folgt also direkt aus 
Satz VIII ,  ohne die Betrachtungen des Absehnittes HI .  

Anmerkung. Unter Beachtung dieser Thatsaehe kann man das asso- 
ciative Gesetz aus Satz V H I  ableiten. Ersetz~ man, wie eben gezeigt 
war, die Verkniipfungen des ~ 14 

durch 

und 

( A ~ , A , ; B ~ , B 2 ; C ~ , C ~ )  bezw. ( A t , A , ; / 3 1 , B ~ ; C ~ , O 3 )  

(2it, A,; Bt, Bt; C,, n) (,,gl. Fig. 3), 

(A1,A,;B~, C1;B~,H) bezw. (Al,A,;Bt, Cs;H,B~) 

so folgt hieraus und aus 

(2~1, .,4, ; B, ,  P ;  Bs, ~s) bezw. (A,, A~ ; B1, P ' ;  C1, n~) 

auf Grund des Satzos V H I  1 

( A , , A , ; H , P ; C ~ ,  C3) bezw. ( A , , A , ; H , P ' ; C ~ ,  C8), 

also P = P' ,  da die Viereeksverkniipfung jedes Element aus den 5 andern 
eindeutig bestimmt. 

26. Die Eigenschaf~en des Ringes geben uns ein Mittel an die Hand, 
um aus einer Verkniipfung eine andere abzuleiten, in der zwei Elemen~e 
ein Paar bilden, die in der ers~en ge~ennt waren. 

Es sei dutch geeignete Permuta~ionen bewirkt, dass die getrennten 
und zu vereinigenden Elemente an vierter und fiinf~er SteUe stehen. Sie 
seien mit A und B bezeichnet und unsere Verkniipfung laute 

(v, v; ~ , A ; B , ~ )  [ = ( u ,  v; ,~ ,  ~;  B , ~ ] .  

1 Man mache die Substimtlonon 

Q, R ; ~9 , B', S"; T ,  T', T" Q, R ; S ,  S ' ,S";  T ,  T ' , T "  
At,A~;C_,t, BI, p ; H ,  BI,C ' bezw. A , , A I ; C , i , B ; , P ' ; H ,  Bt,C~" 
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Wit fiihren sie tiber in 
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( V ,  U ; A , B ; F ' , E )  [ = ( U ,  V ; A , B ; E , F ' ) ]  

nach VIII  und durch die Substitution 

Q , R ; S ,  8 ' , S " ;  T,  T', T". 
V , U ; E , F ,  A ; B ,  A , F ' '  

als mittelste dot Relafionon VIII  ergiebt sich: 

(V, U ; F ,  F ' ; A ,  A) [ = ( U ,  V; A,  A;  F ' , l %  

Aus den eingeklammerte n Umschreibungen ersieht man leicht folgende 
Regel: 

IX. Um B mit A zusammenzubringen, lasse man das weder B noch 
A enthaltende Paar unverdndert, vertausche B m i t  dem zu ,4 gehOrenden 
Element E und ersetze das letzte Element _~' dutch ein neues F',  welches 
aus einer dritten Verkni~pfung zu entnehmen ist. 

Diese wird so gebildet: Das yon A und B freie Paar lasse man stehen; 
das zweite Paar entsteht durch Verdoppelung yon A.  Das dritte besteht aus 
denjenigen Elementen, die zuletzt i~brig bleiben, wenn man die vertauschten 
Elemente (B und E) auch noch ausscheidet, - -  dass sind F und F .  

B, 
27. Als Beispiel w~hlen wir nochmals die Aufl6sung der Gleichung 

= ( q q )   ach q .  
Es ist in der Relation 

(A, , A ,  ; B~ , B, ; C~ , (?,2) 

C~ an die S~elle yon B~ zu bringen, da es mit B~ ein Paar bilden soll. 
Wit vert~uschon es mit B 2 und schreiben C~ fiir C2 (erste I-I~lf~e dot Regel): 

(A,, A, ; B,,  C, ; B, ,  C;). 

C'~ ergiebt sich, indem man A1, A s stehen l~sst, B 1 verdoppe]t, die ver- 
tauschten (B 2 und C1) ausscheidet und die iibrigbleibenden, - -  Cg und C~ 

als drit~es Paar w~hlt (zweite H~lfte der Regel): 

(A1, a , ;  B, ,  BI ; V,, el). 
Avta maOurmatiea. 27. Imprim$ le  24 &vril 1902. 
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Dies sind die drei Relafionen 

c, = (v,c;) = B,. 

VII.  Coordinaten, Gleichung der Geraden, 

28. Projieier~ man einen Punkt P der Ebene auf zwei versehiedenen 
Wegen auf dieselbe Gerade a,  so sotlen diese Projekfionen X und ~' die 
Coordinaten des Punktes heissen. Fiihrt man a u f a  einen Calciil ein, so 
kann man naeh der Relation fragen, die zwischen X and Y besteht, wenn 

~sich /) auf einer Geraden bewegt. 
Wit  w~hlen als einfachste sieh bietende Methode die direkte Projek- 

tion aus zwei verschiedenen Centren ~ und H; ~P  treffe a in X ,  /]P 
treffe sie in /z. Ausserdem sei der Schnitt yon H~ m i t a  dutch U be- 
zeichnet. Wenn X und Y nicht beide nach U fallen, ist P eindeufig 
bestimmt und liegt nicht auf Z//. Die Punkte yon ~H miissen also vor- 
ls als ausgeschlossen betrachtet werden. 

% / i  

i1" 

ez A . .~,Y.X Y 

29. Schneider die Gerade _PP~ die a in A, und sind X 1 Y  ~ die 
Coordinaten yon /)1, so folg4 aus dem Viereck EItPP 1 die Verkniipfung 

(U, ~; ~1, Y; 1T1' ~)' 

die die notwendige und hinreichende Bedingung da~r ist, dass P a u f  AP~ ~iegt. 
Da allen diesen Verkniipfungen das Element U gemeinsam ist, em- 

pfiehlt es sich, dasselbe als Fixpunkt des Caletits zu ws am besten als 
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cx~, da dieser in der Addition und Multiplikation an erster Stelle steht, 
w/ihrend die Rollen yon o und t in beiden Opemtionen yon Grund aus 
verschieden sind. 

Es handel~ sich jetzt datum, die Verkniipfung 

(U,  .4;  X, ,  r ;  E ,  X) 

durch die speciellen unseres Calciils, in dem die Elemenfe o und I irgend- 
wie angenommen seien, auszudriicken. 

30. Erster Fall: A falle nach o. Wir schreiben nach Satz VIHo 
sofort lain: 

Y = Y~ X-~ 1 X -= E X  

wenn E : YIX; -1 gese~z~ wird. 
Wie man sieht ist E die Y-Coordinafe desjenigen Punktes, fiir den 

X in den Einheitspunkt f~llt. Man h~ii~e diesen Punkt als /)~ w~Men 
kSnnen, wodurch die Verkniipfung sofor~ die Ges~lt5 

( c o , o ;  i ,  Y ; E , X )  oder Y----EX 

angenommen h~it~e. 

31 . Zweiter Fall: A falle nich~ nach o. Die Y-Coordinate des- 
jenigen Punkfes, fiir den X nach o f~ll~, sei N. Wit w~hlen diesen 
Punkt als /)1 und erhalten: 

(oo, A; o, Y; -~, X). ' 

Wir verfauscheu nach Satz IX o m i t  A 

(,) (co, o; A, Y'; N, X) 

und erhalten nach demselben Sa~z fiir /z,: 

(2) (eo, eo ; Y, r ' ;  N ,  X). 

Fiir (I) schreiben wir nach VIHo 

y '  = N A - 1 X  

1 Fiill~ A nach oo, so enth~lt mau Y ~ N ~ - X ;  dies en~spricht einer Festsetzung 
A -1 ~ o im Endxesultat. 
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und fiir (2) nach demselben Satz: 

Y ' = N - - Y + X .  

�9 Damit ergiebt sich nach Elimination yon Y'" 

~(------ ( I -  _/~.A-1) X -Jr - 

= E X T N  fiir E =  x - - N A - ' .  

Also ist die Gleiehung der Geraden stets vom ersten Grade und die Coeffi- 
eienten stehen links yon den Coordinaten. 

/ 
\ �9 

oo o ~ X Y 

Fig. 9. 

32. Zieht man die Gerade So, projiciert P yon oo auf dieselbe nuch 
Z' und Z' yon H nach Z auf a, so erhiil~ man die projektive Verallge- 
meinerung des yon Herrn HIIm~I~T benutzten, dem cartesischen analogen 
Systems. Zwischen Z ,  X ,  Y finder man aus dem Viereek Z'PgI t  sofort 
die Verkntipfung 

( c o ,  oo ; o ,  Y;X,Z)  
oder 

Y=Z+X. 

Danaeh wird 'die Gleichung der Geradon in X und Z 

z + x = (~ - -  N A - 1 ) X  + N,  

Z =  E ' X  + N fiir E ' = - - N A  -1 

also wieder veto ersten Grade. 
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Hieran kann, fast mi~ den Worten des Herrn ]:[ILBERT, der Boweis 
angescMossen werdon, dass eine ebene Geometric, in der die Ss (I), (II), 
(III) gelten, als Tell einer r~umlichen aufgefasst werden kann, in der die 
r~umlichen Axiome der Verkniipfung in der bekannten Erweiterung dutch 
ideale Elemente giiltig sind, und in der es fiinf Ptmkte giebt yon denen 
keine 4 in einer Ebeno liegen (cf. w 4). 

VII I .  Gleichung der Vierecksverkn~pfung. 

33. Wir 15son noch die Aufgabe, mi% Hiilfe unseres Oalciils die 
Bedingung daffir aufzus%ellen, dass zwischen 6 Punk%en die Verkniipfung 
(A 1 , A s ; BI ,  B 2 ; O1,02) bestehe. Wit  zeichnen ein Viereck ABOD, das 

~ /I/" 

Fig xo. 

in gewohn%er Weise clio Verkniipfung ergiebt% ws D als ~ und den 
Schnit%punkt yon ~oo mi% AB als H. Dauach ergeben sich sofort 5 yon 
den 6 Coordinaten der Punkte ABC. Ns 

Xo=A 2, to=g, 

x =A, r =g, 
X.=Q. 

Um Y~ zu finden, gieb~ es zwei Wege: Man s~ell~ die Gleiohungen 
der durch C gehenden Geraden a~ und b, auf: 

Y= EoX + N,, Y= + 

und ws X = X, = C2. Die Vergloichung bolder Ausdriicke fiir Y liofer~ 
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die notwendige 
kniipfung. 

34. 

Gerhard Hessenberg. 

und hinreichonde Bedingung fiir die Existenz der Ver- 

a~ geht durch Ai;  fiir diosen Punkt  ist X : Y ~ A~, also 

.A~ EoA, + No, No = - - ( E ~ -  ~)A,:. 

Damit wird die (Meichung yon a~ 

oder 

ZU 

r = E o x -  ( E o -  , ) A ~  

r - -  .~ = (E a -  I ) ( X - - A 1 )  = ]Fa(X-- A,). 

Setzt mtm ki;erln die Coordinaten yon B ein, so erh~ilt man fiir ~v' 

�9 ". = - -  ( B ,  - -  C~)(B~ - -  A,)- ' ,  

nach 8, zugleich aber auch A nach / /  legen. 

1 Dies ist bei Zul~issigkeit yon Stetigkeitsbotraehtungen sofort klar. Dor Ausdruok 

(A, - -  VlX~,  - -  ~ , ) - '  = (i  - -  o , ~ 7 ' ) ( ~  - -  B 1 A r ' )  -1  

geht ffir A,----c~ in den Wert  I tiber. 

so kann  man wieder D 
Dadurch wird 

Xb = B~,  

a]so 

L - -  x o  = - -  ( B ,  - -  V , ) ( B ,  - -  A,~- ' (e ,  - -  A , )  

und aus der Gleichung fiir b I folg~ analog 

re  - -  Xo = - -  ( A ~ -  O,)(& - -  B,)-I(C~ - -  B 0. 

Dutch Gleiehsotzen ergiebt sieh dio in jedom ihrer Elemente lineare Be- 
dingung 

( A ,  - -  C , ) i A ,  - -  B , ) - ' ( C ,  - -  B , ) ( C ,  - -  A 1 ) - ' ( B  , - -  A , ) ( B ,  - -  C , ) - '  - =  i .  

35. F~llt einer der Punkte  nach oo, so hat man die beiden Fak- 
toren, in denon es auftritt, fortzulassen. 1 Fiillt beispielsweiso A~ nach oo, 
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und die Gleichung der Geraden A~BC hat die Form 

r - -  x = F(X -- A~) 

23 

aus der sieh naeh Einsotzen der speeiellen Wertsysteme und Elimination 
yon F die Relation ergiebt 

( c ,  - -  B , ) ( q  - -  A , ) - ' ( B ,  - -  A ~ ) ( B ,  - -  q ) - '  = i .  

Fallen zwei Punkte nach c~, so kann die Gleichung der Verkniipfung 
mittelst der S~tze VIII  soforg hingeschrieben werden. 

36. Die Punkte einer Geraden bilden unter AusseMuss des Punktes 
cx9 ein complexes Zahlensystem im Sinne des Herrn I~ILBERT: 1 Es fehlen 
die Gesetze der inordnung, der Stetigkeit und das commutative Gesetz 
der Multiplication. Die Rolle der beiden letzteren hat Herr HILnERT 
durch seine ~)~Nicht-Archimedische)) und , l~Iicht-Pascalsche, Geometrie klar- 
gestellt. 

In der Geomeirie der reinen Schnii~punkks~itze (Geometrie der Lage 
im Sinne STAUDTS) sind die inordungss~ttze scheinbar unwesentlich: Aus 
den Lehrs~itzen versehwinden sie nach der Einfiihrung imagin~rer Elemente 
g/inzlich; bei den Beweisen sind sie nut hin und wieder notwendig. Auf 
ihre Bedeutung fiir diesen Zweig der Geome~rie beabsiehtige ich in einer 
zweiten i rbei t  zuriiekzukommen. 

Jixugust 190 I. 

x Orundlagen dee Geometrie, w 13. 


