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ADDITION AU MEM01RE 

SUR LES SI~RIES DE POLYNOMES ET DE FRACTIONS RATIONFIELLES 

PAR 

E M I L E  B O R E L  
'~ PARIS. 

Pendant  que le m6moire pr6cddent 6tait h l'hnpression, je me snis 

apereu que l'hvpoth6se de la eonvero'enee absolue des sdries de polynomes, 

sur laquelle sont fond6es les ddmonstrations de la seeomle et de la troisi~qne 
partie, n'est pas indispensable. Je  lfai pas eru eependant devoir refondre 

le mdmoire, ear eette hypoth6se rend les ddmonstrations tr6s simples et 
fair bien voir par suite la vdritable origine des propositions que nous 

avons 6tablies. 

Je me contenterai de montrer, dans le eas le plus simple, eomment 
la ddmonstration pent ~tre eonduite, en supposant simplement la eonvero'enee 

uniforme, sans la supposer absolue; le leeteur se eonvainer't sans peine que 
le m~me mode de d6monstration permettrait  d'6tablir, sons la senle hv- 

poth6se de la convergence uni/orme, toutes les propositions d~inontr6es 

dans le mdmoire prdcddent, en supposant la convergence absolue et uniforme. 
Bolt 

I - -  Z /9n ( Z )  
I Z 1 

une s6rie de polynomes uniform~ment eonvergente dans tout domaine fini 

ne traversant pas la eoupure [ + x . . .  + co]. Nous poserons 

n 

= 

1 
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Soit Dq le domainc, couvert de hachures, limitd 

par le cercle ]z] = 2 et par los droites 

I 
arg. de z = + - - -  

- -  2q2 

�9 " t La sdrie (i) convergeant umformemen dans 18 domaine 
Dq on peut trouver un hombre ,m tel que, quel que 

soit n > m et z dans Dq, l 'on air 

I q n ( Z ) ]  < I 
I - - z  

Soit, d'autre part M+ la plus grande des quantitds 

I 
' 

I - - Z  
n ~  I ~ 2 ,  . . . ~ m  

lorsque z e s t  quelconque dans Dg (chacune de ces quantitds est finie dans 
Dq). On aura, dds lors (en supposant l]/q > I), quel que soit z dans Dq 
el quel que soit n 

' Q, 11I+. 
I - -  Z n 

I 

Cela pos6, prenons: 

et consid6rons la sdrie 

e q 
aq -~-"e 2q':ir , Aq - - M q  

1 

])dsignons par D'q le domaine qui se ddduit de Dq en di- 
~ r / A  visant pal- aq ]'affixe de chacun de ses points et soit 0.,4 

un rayon de longueur 2 intdrieur ~'t t ou s l e s  D~ (il existe 
. 1  une infinitd de tels rayons, la somme de la s6rie com'ergente 

O ~ ctant infdrieure 'h 2z). En un point quelconque M 

t de OA, l'on a, ce point M dtant intdrieur k Dq, 

I - -  CtqZ 
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quel que soit n. Donnons  h n une valeur fixe, la sdrie 

Z A q l i 2 a q z  Q.(aqz) I 

est convergente,  et il en est de m~me de la sdrie 

Mais la sdrie 

~[ - i  Aq 
q ~ l  - -  a q $  

Aq Q, (aqz)]. 

Aq 
x - -  a~z 

est 6videmment  convergente sur OA. I1 en est donc de m~me de la sdrie 

c~ 

~=lAq Q.(aqz) 

dont  nous d~signerons la somme par 

G.(z). 

G.(z) est un  polynome de m~me degr6 que Q.(z), dont  on aurait  pu 

ddmon~rer l 'existence d 'autres mani~res. 

Nous  allons mont rer  main tenan t  que G.(z) t end  un i fo rmdment  sur 

OA vers F(z), en d~signant par F(z) la somme de la s~rie, uniformdment 
cottvergente 1 sur OA 

A q  

Soit z un  nombre  positif arbitraire;  d~terminons un nombre p tel que 
l 'on air 

q=p+le -q < -~ �9 

' On a suppos6 Aq-----~q, Mq > I, los termes de la s6rie F(z) sont doric sar 

OA, respeetivement inf6rieurs ~ ceux de la s6rio convergente 

]E4q~e-q 
I 

car, ~ l'int6rieur du domaine D~, Ix ~ a q z [  est sup6rieur ~ - - .  
4q' 

�9 Atta m a t / u m ~ t o  24. Imprimt! le 9 niai 1901. ~9 
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I1 en r6sulte que l'on a, quel que soit le nombre  entier  n e t  quel que 

soit z sur OA 

I A, AqQ,(aqz) < ~,  
q= 1 I - -  C~qZ 

puisque AqMq ~ e -q. 
Choisissons main tenan t  le nombre m de telle manibre que l 'on air, 

quel que soit n > m et quel que soit z sur OA 

I - -  aqz  Z ~ q  Q,~(aqZ < 2 "  
q = l  q = l  

Cela est possible, puis que les Q,(aqz) en hombre limitd, t enden t  uniformd- 
i 

ment sur OA vers - -  
I ~ aqZ 

On aura d~s lors, quel que soit n > m et quel que soit z sur OA 

I - -  aqZ 
q~l = 

e'est ~ dire 
I F ( ~ ) -  an(.)l < ~. 

C. Q. F. D. 

R e m a r q u e s .  

I ~ La fonetion analyt ique F(z)  que nous avons eonsiddrde a pour  

domaine d'existence le eerele de rayon I. La m4me sdrie de fractions 

rationnelles d6finit, au sens de WEIERSTRaSS, une autre fonetion analyt ique 

Fl(z  ) dont  le domaine d'existenee est la rdgion du plan extdrieure au eerele. 

2 ~ . Si l 'on pose 
k~ao 

F(z)  = E c.z.,  

k~kM 

Qn(z) = E c..z~, 
k=O 

k~kn 

G.( z )  = ,E__ ~ r . , z , ,  
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on a dvidemment 
~'~ ~ CkC,k. 

3 ~ La m~me ddmonstration s'dtendrait, sans modification essentielle 

aux ddrivges de tous ordres d 'un ddveloppement tel que f(z) ;  en choisissant 
convenablement les Aq la sdrie de polynomes converge en dehors du do- 

maine d'existence, ainsi que toutes ses ddriv~es. 

4 ~ Avec les valeurs particuli~res que nous avons prises pour les aq, 

on prouverait aisdment que routes les droites issues de o et dont l'argu- 

ment  est commensurable avec 7r~ sont des droites de convergence uniforme, 
l 'int~rieur du cerele de rayon 2. Sur les parties de ees droites situ~es 

l'ext4rieur du cercle de rayon un, la somme G,(z)  de la s6rie de po- 

lynomes est la fonction ana l~ique  Fl ( z  ). 

St Paul, par Tournemire, Aveyron, le 4 septembre I9oo.  


