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SUR LA DISTRIBUTION DES NOMBRES PREMIERS

PAR

HELGE vox KOCH

a STOCKHOLM.

Introduction.

Une propriété bien simple de la fonction exponentielle va nous servir
comme point de départ pour cette étude: si l'on désigne par = et s deux

nombres positifs on a
1
(A) lim (1 —e™)={1—¢"
o
selon que

x I.

MIY

Dans l'étude de la formule d’Evier (Introd. in anal. infin, t. I,
Cap. 15):
o+ g Zp7* 4 .. = log {(s)

et des formules qui en résultant, cette remarque nous permet d’employer
'expression (A) comme facteur de discontinuité au lieu de I'intégrale définie

-

a+41s

. I z*
(B) lim py f — dz =

a—1is

O Wlw-

dont on se sert ordinairement pour passer de la formule d’EuLER a celle
Acta mathematica. 24, Imprimé le 3 juillet 1900,
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de Riemany (Mathem. Werke, T Aufl., p. 136) ou a des formules équi-
valentes. '

Nous arrivons ainsi a des expressions nouvelles pour la fonction f(x)
de RIEMANN et pour des fonctions numériques qui s’y rattachent. Ces ex-
pressions paraissent plus élémentaires que celles qu'on posséde auparavant,
et pour l'étude des questions asymptotiques elles présentent quelques
avéntages. Du moins, elles nous permettent de démontrer trés facilement
quelques résultats, prévus déja par RIEMAXN, mais qui, autant que je con-
nais, n'ont pas encore été démontrés rigoureusement.

Parmi ces résultats, qui se trouvent exposés au § 7, je citerai le suivant:

Si F(z) désigne le nombre des nombres premiers < z et si I'on admet,
avec RIEMANN, que les racines de la fonction &(¢) de RIEMANN sont toutes

réelles, la différence entre F(z) et le logarithme intégral Li(z) sera une
1

. ’ . , . ~ . 5 te
quantité d’'un ordre inférieur a celui de 2°
sitif si petit qu'on le veut.

, o désignant un nombre po-

Il est bien possible qu'on pourra arriver au méme résultat par d’autres
méthodes, mais je crois que la méthode adoptée dans le présent travail
conduit plus facilement au but.

§ 1. FExpression nouvelle de la fonction f(z) de Riemann.

Désignons par s un nombre positif > 1 et considérons la formule
d’EvLER

(1) Zp~ 4

W -
™M
]
b
+
I
—_
=]
aQ
(A}
&
g

' Cest en se servant de cette intégrale et en s'appuyant sur le théoréme de M. Ha-
DAMARD (Journal de mathém., 1893) relatif & la fonction {(s) que M. voN Man-
goLpT (Journal fir Math, Bd. 114) a réussi 4 donmer, pour la premiére fois, une
démonstration rigoureuse de la formule de RiEMANN. -— Dans les recherches importantes
de M. Hapamarp (Bull. de la Soc. math. de France, 1896) ¢t de M. DE LA VALLEE
Poussiy (Ann. de la Soc. sc. de Bruxelles, 1896; Mém. cour. de I'Acad. de
Belgique, 1899) des intégrales analogues & (B) jouent un réle fondamental.
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les sommes s'étendant A tous les nmombres premiers et {(s) désignant la
fonction définie (pour R(s) > 1) par la série suivante

C(8)=1+ + ke ol

Dans cette formule, mettons vs a la place de s et multiplions les deux
membres par

(— 1)~ Ik

x désignant un nombre positif donné; donnons i v successivement les valeurs
v=1,2,3 etc in inf.

et faisons la somme de toutes les égalités ainsi obtenues. Les seconds
membres nous donnent ainsi la série suivante

+ o

z (—‘l) z log {(vs)

et la somme des premiers membres s'écrit comme une série triple

(2 > XY EE )

ol la somme 2., s'étend & tous les nombres entiers positifs, la somme }Zp
a tous les nombres premiers successifs. Désignant cette série (2) par S,
on a donc 1'égalité

v=1

ST =
(3) S = 2_' Tm” log :(VS).

Comme on a par hypothése s> 1 la série (2) est absolument con-
vergente; c’est ce qu'on voit en remarquant que

I @ v J: v 1 ',It v 2s
— | — - < — -
Z; P (p‘) < (p) I —p = (p) 25 — 1

Acta mathematica. 24. Imprimé le 3 acat 1900. 21
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3D MM T )

K désignant un nombre dépendant de s.
Il en résulte qu'on a le droit d’écrire

@ 2393 TS TERED M0 MBS !

Cette nouvelle série converge uniformément par rapport a s pour
toutes les valeurs réelles de s remplissant la condition

d’out

(5) §>1 4 h,

h étant un nombre fixe > o. En effet, il n’v a qu'un nombre fini de
termes de cette série o l'on a

P w
pour les autres termes, on a

s -3 I s
(I——e #'p ‘)<;<2%>

ol

Comme la série

YY)

p

étendue aux nombres premiers p et aux nombres entiers positifs A tels que
x < p', est évidlemment uniformément convergente dans le domaine (5), il
en est donc de méme de la série (4).

Donc on a, en toute rigueur,

(6) lim§ =3 3 lim [% (1 — e—f‘r“‘)].

Or, d’aprés la remarque faite au début, on a

ol o=

. I xS prth .
lu:}(l—e ) = ;(I—e“‘)

O
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selon que
A =
=z,

Done, désignant par F(x) le nombre des nombres premiers < x et

posant
~ 1

ﬂ@::Fu)+;ﬁ(ﬁ)+..*
on a

lim § = f(z) -~ e

si  est de la forme p' (p désignant un nombre premier et A un entier
positif) et, dans le cas contraire

linl S = f(x).
L/1dentité
= (= 0!
(8) S = Z T z lOg C(VS)
y=1 —

nous donne done l'expression suivante pour f(x):

+o o w—1
(9) f(2) = ¢ + lim Y S — " log C(v9)

S L

ot 'on a ¢ =0 si x n'est pas la puissance d’'un nombre premier, mais

e=-¢"'sl x=p".

S o=

§ 2. Expressions des fonctions ¢(z) et Az, r).

Désignons par @(z) la somme des logarithmes naturels de tous les
nombres premiers < x et posons

1 !
(10) g(z) = 0(z) + 0<x?> + 0(3:3) + ..
ou, ce qui revient au méme
¢(z) =X logp+ X logp+ Z logp+...,

Quand =z n’est pas la puissance d’un nombre premier, cette fonction coincide
avec la fonction f(#) de RIEMANN.

1
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La fonction ¢(x) représente donc le logarithme du plus petit commun mul-
tiple de tous les nombres entiers < x. On connait le role considérable
que joue cette fonction déja dans les travaux de TcuesvcHerr.! Pour le
but que nous nous proposons ici, il est nécessaire d’exprimer ¢(x) par
une formule analogue a (9).

A cet effet, différentions la formule (1) par rapport a s. Il vient

’\

C'(»
BR{OR

\J

(10) Zp~tlogp + Zp¥logp + ..

Dans cette formule, mettons vs a la place de s, multiplions par
(— !

1:} x” et faisons la somme de v = 1 jusqu'a vy = 4+ co. On trouve

alnsi

) LEE ) e = — 8 Sz

ol nous avons introduit, pour abréger, la notation

Ici, comme plus haut, on voit que la série triple converge absolument
(s étant supposé > 1). Elle pourra donc s’écrire sous la forme

03 2%, Z (— - 1(177>"10gp =X, 21— ) log p.

Et Ton démontre, comme précédemment, que la série double du second
membre converge uniformément pour toutes les valeurs réelles de s supé-
rieures a un nombre fixe > 1.

On trouve donc, en passant A la limite (s = o0), que la série (13)
prend la valeur

¢(z) —e ' logp

si  est de la forme p* et, dans les autres cas, la valeur

¢ ().

' Mémoire de 1I'Académie impériale des Sciences de Saint-Petersbourg, 1850,
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Ceci nous permet donc d’écrire

+® ot
(14) $(r) =0 —lim Y = ly)—x”Z(us)
$=® oy —

ou l'on a w=¢""log p si « est de la forme p*, mais = o dans le cas contraire.
Avant de tirer quelques conclusions de cette formule, nous allons
écrire la formule correspondante pour une fonction qui embrasse ¢(x)
comme cas particulier et qui, d’aprés les travaux de M. vox Maxcounr
et de M. pE LA VALLEE Poussiy, joue, comme ¢'(x), un role important
pour la théorie de la fonction f(z) de Rremaxx.
Désignons par A(xz, ») la fonction suivante:'

[x]
L
(15) A, r) =Y 2
nel

ot [x] désigne le plus grand entier qui ne dépasse pas x et ou la fonc-
tion L(n) est définie par les conditions suivantes
a) L(1)=o0
f) L(n) = o, quand » est composé par des facteurs premiers distincts,
7) Li(n) = logp, quand n = p*, p désignant un nombre premier et
A un nombre entier positif.

3

On voit que cette définition est identique a la suivante:
Az, r)= Z prlogp+ 2 plogp+ ..
P=a Pz

les sommes étant étendues a toutes les puissances de nombres premiers < x.

Pour avoir une expression de cette fonction, nous partons encore une
fois de la formule (11). Mais cette fois nous mettons » 4 vs a la place
de s et procédons ensuite comme tout a I'heure. Il vient ainsi

4= Y,
(16) Aw, 1) =2 —limy (:I U 20 + v

S= o y=1 _

ol w a la méme signification que plus haut. Cette formule, qui est va-
lable pour toute valeur de r, se confond, pour r=o0, avec la formule (14).

' Quand z n’est pas la puissance d’un nombre premier, cette fonction coincide

avec la fonction désignée par A(x,s) par M. vox MancoLpr (Journal fir Math,,
Bd. 114, p. 279).
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§ 3. Rappel de quelques propriétés connues de la fonction {(s).

Nous allons appliquer maintenant les formules obtenues a I'étude des
fonctions numériques dont il s’agit.

Commencons par résumer les propriétés de la fonction {(s) de RiE-
MANN dont nous aurons besoin dans la suite.

Pour les valeurs de s dont la partie réelle est supérieure a l'unité
cette fonction est définie par la série suivante

, I I
(s) =1 —;—;-{—?-}-...

Cest une fonction analyvtique réguliere dans tout le plan sauf au
point s = 1 qui est un pole simple au résidu 1.
Pour toutes les valeurs de s on a

s 4= , 8

s \ —
(17) (1 — 9)¢(s) = H(s)¢o)e =" [T (1 +2)¢ ™
n=1 "
C désignant la constante d’EvLEr et H(s) ¢tant une fonction enticre dont
toutes les racines sont situées entre l'axe imaginaire et une droite passant
par le point s = 1, parallele & cet axe.! Ces racines sont conjugudes deux
a deux et a toute racine p correspond une racine I — p.

Ces résultats sont tous établis par Rrevasy (loc. cit.). Clest a M. Ha-
pAMARD (Journal de mathematiques, 1893) quon doit le théoréme
fondamental relatif & la fonction H(s) et qui peut s'énoncer ainsi qu'il suit.

Convenons de désigner par p, la quantité¢ imaginaire conjugude i p.
Alors le produit

(19 (=50 —2)

étendu a toutes les racines p de H(s) dont la partie imaginaire est positive,
converge absolument et représente la fonction H(s):

(19) H(s) = H,,(‘ _;><1 _/_f_>

' H(s) ne différe que par un facteur constant de la fonction £(¢) de Rimmanw

(V_I t')
s—5+ 7,'.
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Des formules (17) et (19) résulte que la dérivée logarithmique Z(s)
de {(s) peut s'écrire sous la forme suivante:

1 I I = I I
(20) Z(S)=50+5175_‘-s~1+;<s+2n—;%)

+ ZP<S~I-P+S—IPO)‘

Dans cette formule, ainsi que dans les formules que nous éerirons

plus tard, le symbole 2, désigne une sommation étendue a celles des ra-
cines p == a 4 i ou la partie imaginaire j est positive.

§ 4. [Etude de la fonction ¥(z, s).

Appliquons la formule (20) a 1'étude de la fonction
+o (___ l)v—l
(21) V(x,s) = -—Z——Tx""Z(vs)
v=1 —

que nous avons rencontrée plus haut.
Nous aurons

7 Loy I & I I
(22) (”8)‘_’:5 +5”—vs_1+;<us+2n—5)
1 1
+ zﬂ <Vs_,0 +VS—"100>
d’ol
(23) P, s) =— (30 + 3z )1 — e
e R )
+ z vs — 1 ‘ M
v41 —
4o +o 1 1 (___ B)V—l ve
w; ; (_us + 2n—~5;> M_l__j_—m

= (=,
— Zp(vsl_p—{—ysipo) |_l‘_‘ ",

y=1
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Or les séries doubles qui figurent dans cette formule convergent ab-
solument (s étant toujours supposé > 1). ("est ce qu'on voit immédiate-
ment en remarquant que les séries

I I | I

—_— b =

vs + 2n 2n iy

et
1 I 1
+ g

vs — p vs — D,

by ()

convergent quel que soit v et tendent vers zéro quand v croit indéfiniment.

Done, dans les séries doubles dont il s’agit, nous avons le droit d’in-
tervertir l'ordre de sommation. Il en résulte que, si 'on introduit la
notation

+ o

(24) Plx,s, a) = Z t_ (o

xv’
vs + « [ v
v=1 —

I'expression précédente de ¥(x,s) prendra la forme
. r I s
(25) ’P(;v,s):—(;(,—}ilr:)(r-—e )
+ Plr,s, —1)

— %‘: [P(x, s, 2n) —EI‘—)(I —"cﬁxx)]

——ZP[P(QJ,S’—‘O}-{—P({IJ,S, _po)]'

On voit par la que l'étude de la fonction ¥(z, s) (et par suite de
la fonction ¢(x)) dépend essentiellement de la fonction P définie par la
formule (24).

Portons done d'abord notre attention sur cette nouvelle fonction.

Comme fonction de z, P(x, s, a) est évilemment une fonction en-
tiére; comme fonction de a, elle est méromorphe dans tout le plan. Enfin,
par rapport a s, nous n’avons besoin de considérer la fonction P que pour
les valeurs réelles et positives de cette variable.
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’

Cette fonction peut facilement étre exprimée a 'aide d'une intégrale
définte. On a, en effet

p— v—1 & . v—1
z: 1 ( I) V8+a —_— / (]x S‘ /(,_., 7]}3’*7 xw{-a-—l

vs + a ‘u

d’oli s’obtient la formule

(26) Plo,s,a) =2 [y~ (1—e*)dy,

[}

valable tant que la partie réelle de s 4 a est plus grande que zéro.
En intégrant par parties deux fois successives, on trouve

1 s —s;zse—-x’
(27) P(x,s,a):;([—e )-—a<s+a)
___-Sz e - a423—1 ,—y'
2+ a>a; ofy eVdy.

A c6té de cette formule, nous citerons la suivante:

I L s +® sh ks
(28) Pr,s,0)=-(1—e7")—e E(Q(T;”;;) s+ )

k=1

Cette nouvelle formule peut s’obtenir soit a l'aide de la précédente, soit
en partant de l'identité:

sk 11 I I I

(29) a(s + o). (/‘s+a)_r:_/_c~u+s‘~[‘k—l+"+(’—

11
) a+ kslk’

Cette rdentité montre, en effet, que l'on a

i skaks I i ats 2o +

als + o) . as +a). s +a) « ik a+sk2—'llk-—r
e e LT
a u 4 s 2a + 2s

d'oll résulte immédiatement le développement (28).
Acta mathematica. 24, Tmprimé le 9 aoldt 1900, 292
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Appliquons ces formules pour transformer l'expression (25).
En vertu de (27) on a

1 e sxte—*'
(30) P(x, $s 2n) _E(I —e7) = 2n(s + 2n)

____s’ —2n - an42s—1 ,—y®
2n(s + zn,)x ny e dy
et en s’appuyant sur la formule
(3 I) fsy‘“—'l e’y‘dy == ] — e_-l" - xse—z‘
0
on voit que

x
(32) ST f Y le Vdy <1 — e — gt
0

Désignant, pour abréger, le premier membre de l'inégalité (32) par
7., on obtient donc

(33) — [P(x , S, 2n) -—L(I — e"')]

+ e +

- 7],. o ——X—_ )
+ SZ- 2n(s + 2n) < SZ 2u(s 4+ 2n)

u=1 n=1

De méme, on a

(34) P(x,S,——p)—}—P(a;,s,_po)=~(,_e—z’)<})+;_o)
1

+ sx’e " 2% G—p

2 I - —p+2s—1 ,—pf
+s zm{/)(s_p)x"ofy Pl 'dy],

Ru désignant partout la partie réelle d’une quantité complexe u.
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Or, p désignant une racine imaginaire de la fonction {(s), sa partie
réelle est comprise entre o et 1. Donc la valeur absolue de l'expression

z

xp‘/‘y_P‘f'?"’_] e*.’l"dy

0

est inférieure a la suivante
€
o fyredy = w f yete M dy + “’] yrtedy
0 0
qui, comme on voit, est inférieure a

s 5

+ - (1 —e T — e ).

2s— 1

s étant plus grand que 1, la derniére expression est évidemment

)

. 2 .
moindre que < Nous pouvons donc écrire

2 —p+2s—1 eV I ,
(35) s zm[_vp(g = f/ ’ JJ] <87 ‘———(g ﬂ

r désignant une quantité inférieure & 4z en valeur absolue. (Plus tard,
nous trouverons une limite plus petite pour cette quantité.)

Donc la somme de toutes les quantités (34) converge absolument.
D’autre part, comme la série

z xp”——p-*-‘)s—l
p p58— p)
converge uniformément par rapport & « (s ayant une valeur déterminde

quelconque > 1), les signes X et f sont permutables et l'on aura

<36) z ER[*(&;ITP) fy ph2s—l ”'dx}

— xPy—? 21— ],
ERf Y i) y
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d’oll enfin

(37> Zp[l)<w) §, — 40) + 1)(17, S, ""poﬂ

=—(1 —e’“”)zp (;—7 +pl0> + 7+ 23":}{/1<ZP—PQE:!I__—;>>Z/” e dy,
0

.

7 désignant un nombre tendant vers zéro comme sr'e”™ quand s croit.

Il nous reste encore a étudier le terme P(x,s, —1) qui figure dans
lexpression (235) de ¥'(x, s).
La formule (26) nous donne

(38) Plw,s, —1)= wff'" — ") dy
1 x
= [y (1 —e)dy + x [y (1 — e ")dz
J /

=uP1,s, —1)4+x—1 ——xfy'ze"”’dy.
1

Or

tend évidemment vers zéro quand s croit et cela d’une telle manicére que

__1)/ -1

le produit sP(1,s, —1) tend vers une limite finie (A savoir 7‘ 5

vl i—

De plus, on a

9 dy I
f./2eud./</;+z=. I_;ﬁ)

¥ \

De la forme (38) résulte donc que nous pouvons écrire
K:
(39) Pla,s,—1)=z—1+=,

K désignant un nombre qui reste au-dessous d’une limite fixe quels que
soient = et s.
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Enfin, on sait! que

— 1 —%C—~élrz+ ZP(;_;_*_/:_.,) = — I(27).

Combinant toutes ces formules, on voit que la formule (25) prend la forme
suivante

(40) Vo, s) =2 —1(21) + 5% 4 ¢ —
” xey—*r 251 ,—¢° J.
—_ _s’ﬁ}{t/‘(zpp(s__p))?/ e Vdy
I\
ou l'on a
+ s
(42) |7| < Asz*e™,

A4 désignant un nombre fixe (indépendant de s et de x).

La fonction

(43) Z£~|—l—y)y——‘x”Z(r + vs)

dont dépend, d’aprés (16), la fonction A(z, r) peut, comme on voit facile-
ment, s'exprimer a l'aide des fonctions P(x, s, r— 1), Pz, s, r + 2n),
P(x,s,r—p) de la méme manitre que nous avons exprimé plus haut
(25) ¥(z, s) a l'aide des fonctions P(z,s, — 1), P(z, s, 2n), P(x, s, —p).
D’aprés cela, il serait facile d’obtenir pour (43) une formule analogue a (40).

! Voir, p. ex., J. PRTERSEN, loc. cit. p. 269.
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§ 5. Remarques sur les séries

S — P
Z;ZTL(S:—TI’L), Z’ —s_’ Z =

pp(s — p) pp(s —p)

Quand s augmente indéfiniment, la valeur de la série

~+ o

(44) E:E‘Z-fzm

n=1

grandit au dela de toute limite; mais son ordre de grandeur est inférieur
a celui de la puissance s°, o étant un nombre positif si petit qu'on le

veut. En effet on a
sl-¢ 1 1

2n(s + 2n) < 2n(s + 2n)y < (em)t+e

d'ou

+ o0

(44") 5‘

= 2n(s + 2)1) Z (217)'*” '

Il en est de méme de la série

(45) y

rp(s —p)
étendue aux racines imaginaires p de la fonction {(s). En effet, puisque

1 0
la somme E —— converge absolument, on peut écrire
prre

(45 > <Y
Pour évaluer l'ordre de grandeur de la série

(46) y

opls —p)

”P“*@l Hﬂ

! En s’appuyant sur l'inégalité

+ o

8 s sdz s s+ 2
L —_ 1
;Zn(2n+s)<2(s+2)+f21(2x+s) 2(s+2)+ 8
1

on trouve une limite encore plus petite, & savoir log (s + 2), pour la série (44).




Sur la distribution des nombres premiers. 175

nous admettons, avec RIEMANN, que la partie réelle de chacune des racines

p est égale a LU Alors il résulte de la formule précédente que l'on a

(46") >,

o étant, comme plus haut, un nombre positif arbitraire.

[\

sxf

1
m‘ <zrs Y
)

pls— ~olp e

§ 6. Transformation de la formule trouvée au § 2.
Comme nous avons vu, la formule (12) peut s'écrire sous la forme
(47) 20 —e" N logp = ¥(z, s),

¥(x,s) étant défini par la formule (2'1). Supposons que le nombre donné
x soit de la forme

1
%=’n+5,

n désignant un entier positif quelconque.
Partageons la somme figurant au premier membre de (47) en deux
parties S, et S,
S, = X (1 —e =" log p,

ph<= °
S, = X (1 —e =" log p,
P>z

la premiére somme s’étendant a toutes les puissances de nombres premiers
inférieures & «, la seconde a toutes les puissances p* > x.

Dans I’hypothése p* <2 on a p* <w --—51 d’ott

I L 3
1 z \* v 2
e"‘ o < (7) < .
p - B

' On sait que ce théoréme n'est pas encore démontré rigoureusement. Mais,

d’aprés un article récent de M. JENSEN (Acta mathematica, t. 22, p. 359), il y a
lien d’espérer que cette lacune sera prochainement comblée.
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Posant:

on a donc

xr— -
2

d(e, ) < ¢<x>< - >

¢(z) conservant la méme signification que plus haut (10).

N

Dans T'hypothese p* > 2 on a p* > o + ;, d’ou

et <o

+ w
82 — ; (I ____e——.‘t‘})‘xl) logp < AZ xap—:l ]ng <xl Z I-O_g—;’i
P> >z ”=Z+l n
2

De l'inégalité
I
+o log <a: + —> +o
log n 2 s
E o < —'—<‘—Y—— + f X log zdx

1 - 1

n=::+2— ib+2> 1+§

/ I I
(a; +5> log (x +5>

(x + ;)S(s— 1)

I I
log (z + 5) z + 5 .
== <x + 1\); + /,v + l J(S _ I>2 +
2 ( 2)

résulte done, si I'on prend

I
s—1>x+5

que l'on a

8, < 3( “” [>’1og<x +3)-

x + -
2

Done #'(x, s) peut s’écrire ainsi:

(48) Viw,s)=¢(x)+ A
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I
x__,_.
2

(49) ‘A|<¢(x)< - >:+3<~3~‘\>‘10g<x+;).

z 4+ -
+2,

Or on a, d’aprés une remarque de M. MEgrTENS '

¢(z) < 2z
et I'on sait que

d’oh
(50) |A] <2z * 4 ¢ T log (“’ +3)
On voit donc qu’il suffit de prendre

s> 2xlogw

pour que la différence A entre ¥(x,s) et ¢(z) reste au-dessous d'un
nombre fixe, quelque grand que soit z. Si l'on prend

s>t

on voit que A tend avec une grande rapidité vers zéro quand x va en
croissant. Autrement dit, si l'on prend ¥(z,s) (s = #°) comme valeur

de ¢(x) on commet une erreur qui tend avec une grande rapidité vers
zéro quand x augmente..

' Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 78.
Aeta mathematica. 21, [nprimd lo 1 actt 1900. 23



178 Helge von Koch.

§ 7. Applications des formules précédentes. FExpressions asymp-
totiques des fonctions ¢(x), 0(z), f(z), F'(=).

Combinons maintenant les formules (40) et (48). Il vient

(51) $(z) =2 —1(2m) + 2 e—p—A

sl _xPy—e 2-1,—v"
28 ERf Pp(‘;‘_ 0) y (IJ)

e, n et A satisfaisant aux inégalités (41), (42), et (49) respectivement.
Or on a

. 2P y—r 251 —-y‘]
(52) é}tf pp(s_p)y e dy

.ﬂPl?s—,n—l' : wpv‘ 1-1 bt gt

f(zpll’(’/ P)') y+29ip(s—p)]fy e dy
e

=X o=l t 2,

(voir la formule (31)). La partie réelle de p étant comprise entre o et 1,
on a (pour s> 1)

I —1 —zf s —xt
2 —¢e — e
PM)(* —p) ¢ )

|28 —p| > s

ce qui montre que l'expression du second membre de (52) est inférieure a

22'

/)(s'—ﬂ)l

ce qui nous permet d’'écrire

(53) $(w) =2 —1(27) + 0 b e —qg— A — A,
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ou
(54) Al<aX, s
! ~rlps—p)

: K
Dans cette formule, prenons s = x*; alors les termes s—w~ 7 — A

restent au-dessous d'une limite finie, quel que soit z, et la formule (44)
montre que

e <2¥K
o étant si petit qu'on le veut et A désignant une constante.
Quant a A, nous pouvons, dans l'hypothése E(p) = %, appliquer la
formule (46') et nous trouvons ainsi

20

1
A | <2 K.
Par la se trouve donc démontré le théoréme suivant:
Dans Uhypothése R(p) =—; la différence

4o _
X

tend vers zéro pour x = oo et cette différence est un infiniment petit d'un
ordre de petitesse au moins égal ¢ celui de l'expression

(55) Yy
o désignant un nombre positif si petit qu'on le veut.'

Si #(x) désigne la somme des logarithmes de tous les nombres pre-
miers < 2 on sait que la différence entre ¢(z) et 0(z) est de l'ordre de

Ve (car on a
1

¢(x) — 29[}(91;%) = 0(z) — 0(:1;’) + 0<x%) — .. < 0(x)),

! J'ai donné une autre démonstration de ce théorémc dans une note présentée &
I'Académie de Stockholm le g mai 190O.
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d'olt résulte, dans la méme hypothese que précédemment relative aux
racines p, le théoréme qui suit:

La différence
(=) _

x

tend wers zéro quand x tend wvers Uinfini et cette quantité est un infiniment
petit d'un ordre de petitesse au moins égal & celui de Uexpression (53)

Pour trouver un résultat correspondant pour la fonction f7(z) de Rie-
MANN, on pourrait commencer par trouver une expression asymptotique de
la fonction A(x, r), analogue & celle trouvée plus haut (formule (53)) pour
la fonction ¢(x). Par la et remarquant que

+
r) = _f Al , r)dr

on trouverait, apres quelques réductions, une formule asymptotique pour f(x).
Mais on arrive plus vite au but en combinant les résultats qui pré-
cédent avec une formule établie par M. de la VaLLie Poussin.’
Désignant, selon 1'usage, par Li(z) le logarithme intégral defini par
formule

(56) Li(z) = 1:33 Jlf Tog = + floorx

14¢

la formule dont il s’agit peut s’écrire sous la forme suivante

(57) f(#) = Li(z) — Iz + (¢ (z) — a— I(27))

z—Im—%dy zP—%du
Zf(2m+u)’+z f(p——u)’

la somme 2, s'étendant & toutes les racines imaginaires de ¢(s).

! Sur la fonction {(s) de RIEMANN et le nombre des nombres premiers inférieurs
4 une limite donnée, p. 60 (Mémoires couronnés et autres mémoires publiés
par I’Académie royale de Belgique, t. 49, 1899).
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D’aprés ce qu'a montré M. de la Varugs Poussiy (loc. cit. p. 61)
I'expression entre crochets est inférieure a la quantité

22’ lw+[€x (e’a:)’(lz (12) >]z ‘ﬂ\
Ve

dans I'hypotheése R(p) = ; , cette dernitre expression est de l'ordre de I

D’autre part, d’aprés ce que nous venons de démontrer, l'expression
1

O(x) —x — l(27)
ne peut pas étre d'un ordre d'infinitude supérieur a celui de z
La formule (57) montre donc que la différence entre f(x) et Li(x)
est inférieure a
1
— 4o

Kr?

o étant un nombre positif si petit qu'on le veut et K désignant un nombre
ne dépendant que de o.

f(x) étant lié & la fonction F(z), qui exprime combien il v a de
nombres premiers < z, par la relation

1
f(z) = F(z) + ;F(U + ..
on sait que la valeur de F(z) se trouve comprise entre les limites f(x)

et f(x) —f( ) > f(x) — Jz, cest-a-dire que la différence entre f(z) et
F(z) est de l'ordre de \x.
De 13 résulte le théoréme suivant:

St Uon admet avec Riemann que chacune des racines imaginaires de

la fonction {(s) a la partie réelle égale d 2, on peut écrire

F(z) = Li(z) + g
on 7 désigne une fonction de x qui ne peut pas étre d'un ordre de grandeur
supérieur a celui de Uexpression

L
— 40
2z

o désignant un nombre positif si petit quon le veut.
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NOTE ADDITIONNELLE.

Quand le mémoire précédent était déja sous presse, j'ai remarqué qu’on
peut, en tirant partie d’'un théoréme de M. vox MancorLpr (loc. cit.) sur
les zéros p, pousser un peu plus loin les résultats obtenus au § 7. En
effet, de ce théoréme résulte, ainsi qu'a montré M. pE Lo VALLEE PoUssIN
(loc. cit. p. 42), que l'on a, quel que soit le nombre positif o,

5, el <

A désignant une constante. Des lors les formules (46°) et (53) montrent
que l'on a

A

o’

. ‘b'.‘a .
() —z| < B e,

i

o ¢tant un nombre positif arbitraire et B une constante (indépendante de
20
. , @ . I .
z et de 6). Si z a une valeur donnée, —, atteint pour ¢ = - son m-
0" g
nimum et ce minimum a pour valeur ¢*(log z)>. On a done, quel que soit x:

| ¢(z) — x| < Be’(log z)® z.

La formule correspondante pour f(x) se déduit de l'expression (57) et l'on
trouve alnsi

flz) — Li(z)| < K.logx. e,

K désignant une constante. La différence f(z) — F(x) étant de l'ordre
de z, la méme formule sapplique a F(z), d'olt ce résultat:

, X 1. , .
Dans Uhypothese R(p) = - il est certain que Uerrewr comnuse en posant

F(z) = Li(x)
est infériewre o log x.\z, multiplié par une constante.'
Comme log z est d’ordre inférieur a toute puissance #” (o> 0), on voit
quon obtient ainsi une limite supérieure de l'erreur commise qui est, pour

les grandes valeurs de z, infiniment petite par rapport a celle obtenue
plus haut.

! D’aprés les formules précédentes, combinées avec la formule de M. DE LA VALLEE
Poussin citée plus haut, il serait facile d’assigncr une valeur numérique a cette constante.



