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Vox

P. J. MYRBERG

in HELSINGFORS.

Einleitung.

1. In einer gleichbetitelten Note®' haben wir folgenden allgemeinen Satz
ausgesprochen, der in gewissem Sinne fiir die fuchsschen Gruppen dasselbe leistet,
wie der bekannte Kroneckersche Approximationssatz fiir die Gruppen der doppelt-
periodischen Funktionen.

Approximationssatz: Fiir jede fuchssche Gruppe I, deren Hauptkreis H (|z]= 1)
zugleich Grenckreis ust, gibt es auf H eine Punktmenge M vom Mass 27 mat der
Jolgenden Eigenschaft: wenn K ein beliebiger reqularer Kurvenbogen tnnerhalb des
Hauptkreises ist, welcher diesen Kreis tn wrgend einem zu M gehdrigen Punkt unter
einem von Null verschiedenen Winkel schneidet, so approximeren die vermittels der
Substitutionen von T erhaltenen Transformierten von K jeden innerhalb des Haupt-
kreises liegenden und denselben unter dem namlichen Winkel schneidenden Kreisbogen
mit jeder Genauigkeit. Die komplementare Nullmenge von M hat die Mdchtigkeit
des Kontinuums.

Die Giiltigkeit des obigen Satzes fiir die Modulgruppe haben wir schon
frither durch Anwendung von Kettenbriichen bewiesen.? Bevor wir den Beweis
des Satzes beginnen, wollen wir hier gewisse unmittelbare Folgerungen desselben

im voraus erwihnen.

! Zentralblatt fiir Mathematik nnd ibre Grenzgebiete, Bd. 1, 8. 2.

* P. J. MYRBERG: Einige Anwendungen der Kettenbriiche in der Theorie der bindren qua-
dratischen Formen und der elliptischen Modulfunktionen, Annales Academiae scientiarum Fennicae,
t. XXIIT, 1924; s. auch Noten in Comptes Rendus, t. 178, S. 370 u. 1785.
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2. Daraus dass die Transformierten der Kurvenbogen K innerhalb H iiber-
all dicht liegen, folgt ohne Weiteres der

Satz: Die automorphen Funktionen von I' approximieren mit jeder Genauig-
keit jeden komplexen Wert auf jedem reguliren Bogen, welcher H in irgend einem
zu M gehorigen Punkt unter einem von Null verschiedenen Winkel schneidet.!

Die zweite Anwendung unseres Satzes bezieht sich auf den quasiergodischen
Verlauf geoditischer Linien auf geschlossenen Flichen konstanter negativer Kriim-
mung. Wenn man nimlich I mit der Fundamentalgruppe einer solchen Fliche
identifiziert, und als Kurven K speziell die orthogonalen Halbkreise des Haupt-
kreises wihlt, welche hier die geoditischen Linien der Fliche reprisentieren,
gelangt man zum folgenden Satz, der eine Verschirfung der Resultate von
Koese?, J. NieLsen® und LoBeLn? enthilt.

Satz. Fast alle geoddtischen Linien einer Fliche konstanter negativer Krim-
mung sind quasiergodisch, d. h. sie haben die Eigenschaft, unbegrenzt auf der Fldche
SJortgesetzt jeden geoddtischen Bogen mit jeder Genauigkeit zu approximieren. Ge-
nauer: Unter allen durch irgend einen beliebig gewdhlten Punkt gehenden geodd-
tischen Linien sind nur diejenigen nicht quasiergodisch, deren Schnittpunkte mit
erner wm den betreffenden Punkt beschriebenen geschlossenen reguliren Kurve einer
gewissen Menge angehoren, derem lineares Mass gleich Null ist und welche dze
Mdichtigkert des Kontinuums hat.

Fir den obigen Satz findet man eine andere interessante Interpretation,
wenn man die gegebene -fuchssche Gruppe in bekannter Weise z. B. durch
Ausfithrung einer stereographischen und orthogonalen Projektion in eine Gruppe G
von Bewegungen der hyperbolischen Ebene transformiert, die durch reelle ternire
Kollineationen

! In etwas spezialisierter Form haben wir diesen Satz schon frither bewiesen: Ein Salz tibey
die fuchsschen Gruppen und seine Anwendung in der Funktionentheorie, Annales Academiae sci-
entiarum Fennicae, t. XXXII, 1929; s. auch: Berichtigung usw. zu vorgenannter Arbeit, ibidem,
t. XXXIII, 1930.

? P. KoEBE: Riemannsche Mannigfaltigheiten und nichteuklidische Raumformen, Sitzungs-
berichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften, phys.-math. Klasse, insbesondere vierte
(1929) und fiinfte (1930) Mitteilung.

8 J. NIELSEN: Om geodaetiske Linier i lukkede Mangfoldigheder med konstant negativ Krum-
ning, Matematisk Tidsskrift B, Aargang 1925 (Festskrift til C. Juel).

* F. LOBELL: Uber die geoditischen Linien der Clifford-Kleinschen Flichen, Math. Zeit-
schrift, Bd. 30, 1929.
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yi = aiys + biys + iy (6=1,2,3)

dargestellt werden, welche einen reellen Kegelschnitt 4, das absolute Gebilde
der hyperbolischen Ebene, in sich selbst transformieren.

Bekanntlich ist die Gruppe G nur im Inneren des Kegelschnittes 4, dessen
Punkte den Punkten des Inneren des Hauptkreises H umkehrbar eindeutig ent-
sprechen, eigentlich diskontinuierlich, withrend ihre Diskontintitit auf und ausser-
halb von A nur uneigentlich ist. Um das Verhalten der Gruppe G ausserhalb
des Kegelschnittes 4 zu beherrschen, denke man sich jeden dort liegenden Punkt
durch seine in bezug auf A genommene Polare ersetzt, der ihrerseits ein zum
Hauptkreis orthogonaler Halbkreis umkehrbar eindeutig entspricht. Dadurch ge-
langt man zum folgenden, dem obigen #quivalenten

Satz. Die Transformierten eines ausserhalb des absoluten Kegelschnittes ge-
legenen Punktes vermittels der Substitutionen wvom G haben tm allgemeinen jeden
auf und ausserhalb des Kegelschnittes liegenden Punkt zur Hdufungsstelle, indem
etne Ausnahme nur dann stattfindet, wenn die berden Schnittpunkte der Polaren des
gegebenen Punktes mit A einer gewissen Menge vom Mass Null angehiren.

L

3. Wir verstehen wie iiblich mit einer fuchsschen Gruppe eine von endlich
vielen Substitutionen erzeugte, in der komplexen Ebene eigentlich diskontinuier-
liche Gruppe I' linearer Transformationen

, _az+f

¢ yz + 40

(@d—By=1), (1)
die den Einheitskreis H
Izl =1,

den Hauptkreis der Gruppe, invariant lassen. Wir nehmen ferner an, dass H
zugleich Grenzkreis der Gruppe ist, d. h. dass die eigentliche Diskontinuitit auf
H nicht mehr stattfindet. Indem wir uns im Folgenden auf das Innere von H
beschriinken, konnen wir als Fundamentalbereich der Gruppe ein Kreisbogen-
polygon S, wihlen, dessen Seiten zu H orthogonal sind. Aus dem Fundamental-

! Wegen der Anwendung der obigen Betrachtungen auf den nichteuklidischen Billard vgl.
J. HapaMARD: Sur le billard mon euclidien, Procés-verbaux soc. sciences phys., Bordeaux 1898,
S. 147—149.
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polygon S, wird durch Anwendung der Substitutionen von I' ein unendliches
Netz von Polygonen erhalten, die das Innere von H einfach und liickenlos
bedecken und die jeden Punkt von H zur Hiufungsstelle haben. Fiir jedes
Polygon wird im Folgenden dasselbe Zeichen S wie fiir diejenige Substitution
angewandt, die S, auf das betreffende Polygon abbildet.

Wir werden neben der gewohnlichen, euklidischen Massbestimmung auch
von der hyperbolischen Gebrauch machen, wo die Ldnge einer Kurve C durch
das Integral

definiert wird. Zum Unterschied wird im letzteren Falle stets das Zeichen » »
um das betreffende Wort angewandt. Es wird also z. B. mit einer »Geraden»
der innerhalb des Hauptkreises liegende Teil eines Orthogonalkreises von H

verstanden.

4. Von jeder unendlichen Folge der Substitutionen von I lisst sich eine
Teilfolge

— _ @zt B -
S, = S,(2) v+ 3, v=r1,2,3,..) (2)

auswiithlen, fiir welche die beiden Grenzwerte

a=lim 2 =1lim 8,(e); bz]im—g—”r—lim&_l(w) (3)

v—x Yy y—® y—x Vv y—s®

existieren. Aus
avd\v —_ ﬂr}’r =1
folgt wegen (3) und
tv="0,, Br=0v, |b]=]a|=1,

dass

lim +— = lim I l
Vv

¢_.m|7, r—co

Aus der Darstellung
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von S, geht dann hervor, dass die Funktionenfolge (2) in jedem abgeschlossenen,
den  Punkt b nicht enthaltenden Bereich der z-Ebene gleichmissig gegen a kon-
vergiert.

Durch Anwendung der Substitutionen (2) auf b wird eine unendliche Menge
von Punkten auf H erhalten, die wenigstens eine Hiufungsstelle besitzen. Indem
man die betreffende Folge durch eine geeignete Teilfolge ersetzt, kann man er-
reichen, dass die zugeordnete Punktfolge eine einzige Hidufungsstelle ¢ haben wird:

¢ =1im S,(b).
Wir werden eine solche Folge einfach nennen.

Wir ziehen jetzt von irgend einem innerhalb des Hauptkreises gewihlten
Punkt aus nach dem auf H liegenden Punkt P einen reguliren Kurvenbogen
K, welcher dort den Hauptkreié unter dem von Null verschiedenen Winkel 3
schneidet. Indem man auf K die Substitutionen der einfachen Folge F' an-
wendet, erhilt man unendlich viele den Hauptkreis unter dem némlichen Winkel
& schneidende Kurvenbogen, die nach dem Obigen jedenfalls den zugehirigen
Punkt o zur Hiufungsstelle haben. Dieser Punkt ist auch die einzige Hiufungs-
stelle, wenn P von dem Punkt b-der Folge F verschieden ist.

Wenn - dagegen P mit b zusammenfillt, sind wenigstens zwei Hiufungs-
punkte, nimlich die Punkte ¢ und ¢ von F, vorhanden, vorausgesetzt, dass diese
Punkte nicht mit einander zusammenfallen, Dann gibt es aber ein ganzes Kon-
tinuum von Hiufungspunkten zwischen ¢ und c¢.

5. Zur Bestimmung dieses Kontinuums ziehen wir durch b einen die Kurve
K dort berithrenden Kreisbogen C, dessen Transformierten vermittels der Sub-
stitutionen von F offenbar gegen denjenigen Kreisbogen €’ konvergieren, welcher
H in den Punkten ¢ und ¢ unter dem Winkel 3 schneidet. Weil der gegen-
seitige » Abstand» der Kurven K und C bei unbegrenzter Annidherung an b gegen
Null konvergiert, kann man eine solche Umgebung B von b bestimmen, wo der
kiirzeste »Abstand» jedes Punktes der Kurve K von C kleiner als eine gegebene
kleine positive Grosse ¢ ist.

Wir ersetzen nun die Bogen C und K durch ihre innerhalb B liegenden
Teiloogen und erhalten aus dem ersteren vermittels der Substitutionen von
F wieder Kreisbogen, die den ganzen Kreisbogen (' zur Hiufungskurve haben,
withrend jede Bildkurve von K, wegen der Invarianz des »Abstandes> den Sub-

stitutionen von I' gegeniiber, je einen schmalen, um die zugeordnete Bildkurve
50—381104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 2 septembre 1931.
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von C konstruierten Streifen der »Breite» & durchlduft. Weil nun & im voraus
beliebig klein gewiihlt werden kann, folgt hieraus, dass die Transformierten von K
vermittels ' den Kreisbogen €' zum Hiufungsgebilde haben. Es gilt somit der

Satz. Wenn man auf einen reguliren Kurvenbogen, welcher in seinem End-
punkt P den Hauptkreis unter dem von Null verschiedenen Winkel & schneidet, die
Substitutionen der einfachen Folge F anwendet, dessen Punkt b mit P zusammen-
fallt, so konvergieren die erhaltenen Bildbogen gegen denjenigen Kreisbogen, welcher
H in sesnen Endpunkten, den Punklen a und ¢ von F, unter dem Winkel 9 schneidet.

Nach dem Vorhergehenden ist unser Approximationssatz hauptsichlich
dquivalent mit dem

Satz. [Es gibt stets eine einfache Folge von Substitutionen der Gruppe I,
deren Punkte a und ¢ mit zwer beliebig gegebenen Punkten von H zusammenfallen,
und deren Punkt b mit einem beliebig gegebenen Punkt einer gewissen auf H lie-
genden Punktmenge vom Mass 27 identisch ist.

Weil die Punktpaare von H und die durch ihnen gezogenen »Geraden»
einander umkehrbar eindeutig entsprechen, geht aus der letzteren Formulie-
rung des Approximationssatzes hervor, dass wenn derselbe einmal fiir »gerade»
Linien K bewiesen worden ist, er dann allgemein giiltig ist. Es bedeutet somit
keine Einschrinkung, wenn wir in den folgenden Betrdchtungen als Kurven K
die Radien von H wihlen.

6. Es sei nun w ein Punkt von H und R der zugehorige Radius. Ferner sei
SO’ S17 S}'.’a"' (5)

die vom Mittelpunkte O aus gerechnete Reihe der von R geschnittenen Polygone,
die nur dann endlich ist, wenn w der moglicherweise vorhandenen abzihlbaren
Menge der parabolischen, d. h. auf H liegenden Ecken der Polygone des Netzes
angehort. Die Reihe (5), welche den betreffenden Punkt w vollstindig bestimmt,
kann als eine Art der Kettenbruchentwicklung der Zahl w angesehen werden,
wobei die Substitutionen (5) und 8,8, die Rolle der sukzessiven Niherungs-
briiche bzw. Nenner des Kettenbruches spielen. Der Inhalt des zu beweisenden
Satzes kann, wie aus dem Folgenden hervorgehen wird, auch dahin interpretiert
werden, dass im allgemeinen, d. h. wenn @ nicht einer gewissen Menge vom
Mass Null angehort, in der aus der Entwicklung (5) von w gebildeten Doppelreihe

S, 8. (w,v=0,1,2,...; 0<% (6)

jede Substitution der Gruppe und zwar unendlich oft vorkommt.
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Der im Folgenden gegebene Beweis des Approximationssatzes gestaltet sich
verschiedenartig, je nach dem ob die Polygone der Gruppe parabolische Ecken
besitzen oder micht. Wir werden zuerst ausfiihrlich diejenigen Gruppen behan-
deln, deren Fundamentalpolygon nur von Null verschiedene Winkel hat und
also als Ganzes im Innern des Hauptkreises liegt (Gruppen erster Familie nach
PoiNcark). Von den Gruppen mit parabolischen Ecken wird im Folgenden nur
derjenige, wegen der Anwendungen wichtigste. Fall betrachtet, wo simtliche Win-
keln des Fundamentalpolygons gleich Null sind (Gruppen zweiter Familie). Es
diirfte nicht schwierig sein, durch Zusammenschmelzen beider Methoden einen
fir alle Fille giiltigen Beweis herzustellen.

II.

7. Wir beginnen also mit denjenigen fuchsschen Gruppen, deren Funda-
mentalpolygon 8, als Ganzes im Innern des Hauptkreises H liegt und mithin
nur nichtverschwindende Winkel hat. Jeder Radius von H durchschneidet dann
unendlich viele Polygone des Netzes.

Definition. Unfer (T') soll die Menge derjenigen Punkte o von H verstanden
werden, in deren Entwicklung (5):

So, S, S,y ...
wentgstens esn Paar Substitutionen S, S, (v>u) vorkommt derart, dass
8,8 =T,
wo T eine bestemmie Substitulion won I' 7st.)  Die Polygone
Sy = TSy
sollen daber als »eu T gehirige Polygone» bezeichnet werden.

Satz. Die Punkte der Menge (T) liegen fiir jede Substitution T' éberall dicht
auf H.

Bs sei P (Fig. 1) ein beliebiger Punkt von H und x ein kleines die-
sen Punkt enthaltendes Segment. Um die Existenz von Punkten der Menge

! Wir bezeichnen mit SaS(;‘ diejenige Snbstitution, die erbalten wird, wenn man zuerst
Se und dann Sg ausfithrt.
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(T) in x» nachzuweisen, wihlen wir auf H einen zweiten Punkt P’ und ein
kleines denselben enthaltendes Segment x* derart, dass durch jeden Punkt von
» eine »Gerade» gezogen werden kann,
welche die beiden Polygone S, und 7
schneidet. Wir wihlen hiernach in
bzw. x zwei Polygone S’ und § derart,
dass ihre oberen Randkreise K bzw. K
als Ganzes in % bzw. x verlaufen und
dass ihre zum oberen Rand von S’ bzw.
S gehorigen Bogen einander nicht kon-
jugiert sind. Diejenige Substitution U,
welche 8" auf S abbildet, ist dann eine
solche hyperbolische Substitution, die K’
und K als zwei aufeinander folgende

Niveaukurven hat und deren Fixpunkte

r
Fig. 1. resp. innerhalb K’ und K und also in

einer beliebig vorgeschriebenen Nihe der
Punkte P’ und P liegen. Ferner wird durch U der in bezug auf das Innere von H
genommene Komplementarbereich von x’ auf einen innerhalb von x liegenden
Bereich abgebildet.
Wenn nun der Bereich x” so klein gewihlt wird, dass S, und 7 ausserhalb
desselben liegen werden, so liegen die beiden Polygone

SU, TU
innerhalb x, wogegen der Punkt
U—0)= 0’

innerhalb »” liegt. Wir ziehen durch O’ eine »Gerade», welche S, und 7' schneidet.
Dieselbe wird durch U auf einen Durchmesser D von H abgebildet, welcher die
Polygone
S.=8U, 8&=TU
schneidet. Weil aber
8,8 =T

ist, so gehort der in x liegende Endpunkt von D zur Menge (7). Die Punkte
dieser Menge liegen -somit iiberall dicht auf H. Gleichzeitig ist gezeigt worden,
dass es in beliebiger Niihe jedes Punktes von H zu (7') gehérige Polygone gibt.
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Aus dem Obigen folgt insbesondere, dass man eine endliche Anzahl der zu
T gehbrigen Polygone

TSII) TS2’)"'7 TSQ’ (7)

so withlen kann, dass in jedem das Fundamentalpolygon S, enthaltenden » Winkel»
stets wenigstens ein der Polygone (7) als Ganzes vorhanden ist.

8. Definition. Unter [T] soll die Summe der Mengen (T'3) verstanden wer-
den, wo T eine bestimmte Substitution von I' bezeichnet und = alle diejenigen end-
luch wielen Substitutionen durchlauft, fiir welche der kiirzeste Abstand ihres Poly-
gons von S, hochstens gleich dem > Diameter»> d von 8, #st.

Satz. Ist B ein beliebiger Bogen von H und A seine Linge, so gibt es ein
Teilbogen B’ von B der Ldnge

A" > grd, (8)

dessen simtliche Punkte zur Menge [T gehoren. Hier bezeichnet or eine durch T
bestemmie positive Konstante.

Unser Beweis des vorstehenden Satzes beruht auf dem folgenden fast evi-
denten

Hilfssatz. Sind S. und Sg zwei Polygone - des Netzes, deren gegenseitiger
{kiirzester) » Abstand» < § ist, so besitzt das Verhdiltnis der Zentriwinkel S, und Sg

der Polygone eine durch & bestimmie endliche obere (und untere) Grenze.

Mit dem Zentriwinkel des Polygons S wird hier derjenige Zentriwinkel
des Hauptkreises verstanden, dessen Bogen durch Projizieren des Polygons von
O aus entsteht.

Wir fiilhren zum Beweis die Substitution S;* aus, wodurch die gegebenen
Polygone S, und Sz resp. in die Polygone S, und S38;" = S iibergehen, deren
gegenseitiger Abstand < ¢ ist. Wir umschliessen S, mit einem innerhalb H ver-
laufenen Kreis C, und wir bezeichnen ferner mit ¢, einen zweiten innerhalb S,
gewihlten Kreis. Die Kreise

Salco), Sﬂ(oo) ) (o)

von denen der erste innerhalb S, liegt, wihrend der letztere das Polygon Sg
umschliesst, werden aus den Kreisen
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¢, S(Cp) (10)

vermittels der Substitution S, erhalten. Weil nun die Kreise (10), von denen
der letztere um das Polygon § beschrieben ist, innerhalb eines um O beschrie-
benen Kreises H; liegen, dessen Radius eine durch ¢ bestimmte Grosse <1
ist, so erhdlt man, durch Anwendung des Koebeschen Verzerrungssatzes im
Bereiche Hs auf die fiir |2| <1 regulire Funktion.S., fiir die Radien 7, und
Rs von (9) die Ungleichungen

o<7;’3<ra:Rﬁ<ni,<oo, (11)
4

wo 7'¢ eine durch J bestimmte Konstante ist. Anderseits geniigen die Zentri-
winkel @, und @z offenbar den Ungleichungen

Pa>>27a, @a<2(1+ &) Ry, (12)

wo ¢—0, wenn der »Abstand» des Polygons Ss von O unbegrenzt wiichst. Aus
(11) und (12) folgt aber dann

Pui Q3> 13 (13)

WO 73=7'¢/1 + émax eine durch J bestimmte positive Konstante ist. Damit ist
unser Hilfssatz bewiesen.

9. Indem wir zum Beweis unseres obigen Satzes zuriickkehren, gehen wir
von einem beliebig gegebenen Zentriwinkel ¢ von H aus und wir wihlen auf
der Halbierungslinie ¥ von ¢ das von O gerechnet erste Polygon S,, wel-
ches ganz zu ¢ gehort. Ist dann Sp das zu S, in der Richtung nach O
nichstfolgende von N geschnittene Polygon, so geniigen die zugehorigen Zentri-
winkel nach dem Hilfssatz der Ungleichung

Pl P3 = T
Wegen
/4
Ps = 2
ist
o

q)a:¢>;-
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Somit enthélt jeder Zentriwinkel ¢ von H ganz ein Polygon, dessen Zentri-
winkel der Ungleichung

I
P> @ (14)

geniigt, wo 7, eine positive durch die Gruppe I' bestimmte Grosse ist.

Wir fithren jetzt die Substitution S, 1 aus, wodurch der Winkel o In
einen »Winkels ¢ iibergeht, dessen Spitze im Punkte 0’ = S;'(0) liegt und
dessen »Seiten» das Polygon S, beriihren (Fig. 2). Wegen der am Schlusse des
Beweises des Satzes in Nr. 7 gemachten Bemerkung kionnen wir annehmen,

dass der »Winkel» ¢’ von der Lage seiner Spitze 0’ unabhiingig wenigstens ein

Fig. 2. Fig. 3.

von den endlich vielen zu T gehorigen Polygonen (7) in seinem Innern zwischen
S, und H enthilt. BEs sei 7S, das betreffende Polygon, und w ein zugeordneter
Punkt der Menge (7). Wir ziehen den Radius R'=Ow, welcher u. A. die

Polygone ,
SO» Sgua TS,LL, (IS)

schneidet und ferner durch O’ im Winkel ¢’ eine das Polygon 7'S,’ schneidende
»Halbgerade» L', die dann auch das Polygon S, schneiden muss. Durch die
Substitution S, wird der Radius R’ auf eine gewisse die Polygone

Sey Sp= 8 8a, T8u=1T8, Sa (16)

schneidende »Halbgerade» R abgebildet, withrend aus L’ ein Radius L von H
erhalten wird, der u. A. die Polygone
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So, Sey, TS,

schneidet (Fig. 3). Weil nun die »Halbgeraden» L und R die beiden Polygone

Ser TS, (17)

schneiden, so ist ihr gegenseitiger »Abstand» zwischen diesen Polygonen =d.
Es gibt somit auf L zwischen (17) ein Polygon S;, dessen »Abstand» von S,
hochstens d ist. Dann ist der gegenseitize Abstand der Polygone S;S,' und
Sp =d. Nach der in Nr. 8 eingefiihrten Bezeichnung ist also S, SH—l = 3 oder
Si= =8, und folglich

78,87 = T3 oder TS,= T3718,.

Weil nun offenbar mit (7'3) gleichzeitig auch (7'37!) zur Menge [T] gehort, so
gehort der Endpunkt des die Polygone

S, TZ2LS;

schneidenden Radius L zur Menge [7'| und zwar fiir jede Lage des Radius L, wenn
nur derselbe das Polygon I'S, schneidet. Weil nun der gegenseitige » Abstand»
der Polygone S. und T'S, hochstens gleich dem grissten »Abstand» des Funda-
mentalpolygons S, von den endlich vielen durch 7 bestimmten Polygonen (7)ist,
80 geniigen die Zentriwinkeln von 7'S, und S, nach unserem Hilfssatz der Un-
gleichung

Qu:Pa > N1, (18)

wo 7r eine durch 7 bestimmte positive Grosse ist. Wir identifizieren nun B
und B’ mit dem zum Winkel ¢ bzw. ¢, gehirigen Bogen von H und erhalten
aus (14) und (18) far ihre Lingen die Ungleichung

A 4> or,
wo or= é’?o’iT eine positive durch 7' bestimmte Grosse ist. Weil hier B ein

beliebiger Bogen von H ist und B’ ein Teilbogen desselben, dessen simtliche
Punkte zur Menge (7] gehoren, so ist damit der obige Satz vollstiindig bewiesen.
10. Satz. Das Mass der Menge [T) ist fiir jede Substitution von I gleich 2.

Indem wir B zuerst mit der ganzen Peripherie von H identifizieren, finden
wir einen Bogen B’ der Linge > 2mor, dessen simtliche Punkte zur Menge (7]
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gehdren. Auf den komplementaren Bogen der Linge < 27(1 - ¢7) von B’ angewandt
fiihrt unser Satz zu gewissen neuen Bogen der Menge [T, wobei die Summe der
Restbogen < 27(1—g7)? ist. Nach #z-malige Anwendung desselben Verfahrens
erhiilt man die obere Grenze

27(1 — o) (19)

fiur das lineare Mass der komplementaren Menge von [7]. Weil der Ausdruck
(19) fiir »— o gegen Null konvergiert, ist das Mass von [T'] gleich 27z, w.z. b. w.

Satz. Fir jede Gerade L; und jede positive Zahl & gibt es auf H etne Punkt-
menge M; vom Mass 27 der folgenden Art: Wenn R ein beliebiger Radius von H
ist, dessen Endpunkt ew M; gehirt, so approximieren die Transformierten von R die
»Gerade» L; mit der Genauighkeit ;.

Es seien S; und 8 zwei von L; geschnittene und resp. in der Nihe der
Schnittpunkte von L; und H liegende Polygone, die so klein, d. h. so nahe an
H gewihlt werden, dass alle durch S und irgehd ein von den zu S, benachbarten
Polygonen =8, gezogenen »Geraden» die gegebene »Gerade» L; mit der Genauig-
keit & approximieren. Es sei 8,S; =T und R ein Radius, dessen Endpunkt zu
M;=T] gehort. Dann schneidet also R zwei Polygone der Form

S;, T=38;.

Durch die Substitution S;_IE‘lSa wird aus R eine »Halbgerade» erhalten, wel-
che u. A. die Polygone
2_] Sa, TSa == Sb

schneidet und welche somit die »Gerade» IL; mit der Genauigkeit & approxi-
miert. Unser Satz ist damit bewiesen.

11. Wir wihlen jetzt eine abziihlbare Folge von »Geraden»
Ly, L, L,,...

derart, dass dieselben jede »Gerade> mit jeder Genauigkeit approximieren, ferner
ordnen wir den »(Geraden» resp. die positiven Zahlen

€y €9y Egy ...

zu, welche gegen Null konvergieren. Wir definieren ferner fiir jedes Paar
L;, & die Punktmenge M; in der oben angegebenen Weise und bilden den
Durchschnitt

51—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 2 septembre 1931.
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M=MDMM,... (20)

aller- Mengen B;, der vom Mass 2 ist, weil seine Komplementarmenge als Summe
der abzihlbar vielen komplementaren Mengen von M; eine Menge vom Mass
Null ist. Ist dann R ein Radius, dessen Endpunkt zu M und somit zu allen
Mengen M; gehort, so approximieren die Transformierten desselben jede »Gerade»
L; mit der zugehorigen Genauigkeit & und folglich iiberhaupt jede »Gerade» mit
jeder Genauigkeit. Nach der am Schlusse von Nr. 5 gemachten Bemerkung ist
damit unser Approximationssatz fiir die hier betrachteten Gruppen vollstindig

bewiesen.

ITI.

12. Wenn das Fundamentalpolygon der fuchsschen Gruppe I' auch ver-
schwindende Winkel besitzt, kann das obige Beweisverfahren als solches nicht
angewandt werden, weil man sich des Verzerrungssatzes in der Nr. 8 angegebenen
Weise nicht bedienen kann. Im Folgenden wird ein Beweis des Approximations-
satzes fiir diejenigen Gruppen gegeben, wo simtliche Winkel des Polygons S,
gleich Null sind.

Im vorliegenden Falle besteht die Begrenzung von S, aus einer geraden
Anzahl einander von Aussen berithrender Orthogonalkreise von H, die durch die

erzeugenden Substitutionen

Ei, El_l (i:IyZ;'~'7p)

auf einander paarweise derart bezogen sind, dass das Innere des einen Kreises auf
das Aussere des anderen abgebildet wird. Weil ferner zwischen den erzeugenden
Substitutionen keine anderen Relationen herrschen ausser diejenigen, die sich
auf die Identititen

I3 1=1

zuriickfithren lassen, wird jede Substitution der Gruppe eindeutig in der Form
Sp=23,3,... 5, (21)

dargestellt, wenn allgemein = # ETkl vorausgesetzt wird.

YE+1
Wir nennen (21) nach der Anzahl » der Primfaktoren eine Substitution

bzw. ein Polygon n:ter Stufe, ferner den von dem oberen Randkreis von S, aus
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H geschnittenen Bogen einen Bogen n:ter Stufe. Jedes Polygon n:ter Stufe (21)
umschliesst dabei 2p— 1 Polygone (n + 1):ter Stufe, die durch

28

dargestellt werden, wo = alle erzeugenden Substitutionen durchliuft, die dem

ersten Primfaktor von S, nicht invers sind.

13. Satz. Das Verhdltnis zweier Bogen (n+ 1):ter bzw. m:ter Stufe, von
denen der erste esn Teilbogen des letzteren ust, geniigt der Ungleichung

Ant1: Ay > %a (22)

wo @ eime positive Gruppenkonstante ist.

7?';_7',-
Fig. 4.

Wir nehmen an, was keine Einschrinkung bedeutet, dass » > 1. Es sei
(21) das betreffende Polygon und

Kn+1 3 Kn

sein innerer dem Bogen «,y: bzw. dusserer dem Bogen ., entsprechender Rand-
kreis. Offenbar wird (21) aus dem Polygon erster Stufe 3, durch die Substitu-
tion (n— 1):ter Stufe

Sy = 30,3, ... 5, (23)

erhalten, wobei K, dem #Husseren Randkreis K, und K,.:; einem gewissen
inneren Randkreis K, von 3, entspricht. (Fig. 4.)
Es seien
7, {24)

die Schnittpunkte von K; mit H und

U’, UH (25)
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diejenigen parabolischen Substitutionen niedrigster Stufe, welche resp. die Punkte
(24) als Fixpunkt haben und deren zugeordnete Polygone innerhalb des Kreises
K, liegen. Die beiden Kreisschaaren

U,—Z(Kl)) UII*A(KI) (}': I, 2, 37 . -))
welche K, im Punkte 7v" bzw. 7" beriihren, liegen dann ausserhalb des Kreises K.
Wir betrachten jetzt das Polygon
S,

welches der inversen Substitution von (23) enf;spricht. Dasselbe liegt offenbar
ausserhalb des Kreises A;. Denn durch die Substitution S,—, wird das Polygon
S.’: auf S,, das Innere von K, dagegen auf das Innere von K, abgebildet.

Wenn erstens das Polygon S,-; ausserhalb der beiden Kreise
UKy, UM K)

liegt, so hat sein Abstand von K, eine durch I' bestimmte positive untere Grenze
d. Offenbar ist dann der Abstand des Poles der linearen Funktion S,-:, welches

in dem Spiegelbild des Polygons S,-: in bezug auf H liegt, grosser als d. Man
kann jetzt den Verzerrungssatz im Kreise K; auf die Funktion S, ; anwenden
und man erhiilt statt (22) sogar die stirkere Ungleichung

Ani1:dn > 0,

wo ¢ eine positive Gruppenkonstante ist.

Wir nehmen zweitens an, es liege Sy’ zwischen den Kreisen
UK, UK 1>o,
wo U= U eine der Substitutionen (25) bezeichnet. Dann liegt das Polygon

—1 —1 /
Sm = Sn—l (]I/L
offenbar zwischen den Kreisen

K, Ui'(K)

und sein Abstand von den Kreisen Uj(K,) (A > o) muss daher fiir m > o eine

gewisse durch I'" bestimmte positive Grosse d’ iiberschreiten. Ferner ist

Sn1 = U Sm, (n—1=2k+m). (26)
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Es sei nun
S S
P ——
der Ausdruck von U und also

I

I
pr— (27)

. 2
derjenige von Uy, woraus

daz» 1
dz (1 +ig(z—n)? (28)
erhalten wird. Fiir die Linge des zum Kreis
UL(K,) (20)
gehorigen Bogens von H erhilt man aus (27) leicht die Ungleichung
A (K) <7 (30)
fiir die Linge des zu
Ui (K,) (31)
gehorigen Bogens aus (28) die Ungleichung
2 (K) > 5 (32)
wo 7, und 7, positive Gruppenkonstanten sind. Aus (26), (30) und (32) folgt
A A > > (33)

ULlnln

Nun werden aber die gegebenen Bogen 4,41 und A, aus den innerhalb
des Kreises K, liegenden zu den XKreisen (31) bzw. (29) gehorigen Bogen
durch die Substitution S, erhalten, wobei der Abstand des Poles der linearen
Funktion S» vom Kreis K, die oben eingefiihrte positive Konstante d iiber-
schreitet. Wegen des Verzerrungssatzes folgt hieraus eine Ungleichung der Form

dn+1:4n>9’-4£(K2):411c(K1)7 (33)’

wo ¢ eine positive Gruppenkonstante ist. Aus (33) und (33) folgt schliesslich

die zu beweisende Ungleichung (22), wenn ¢ = ¢ gg gesetzt wird.

1
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Durch eine leichte Modifikation des obigen Beweises gelangt man zur fol-

genden Verallgemeinerung des vorstehenden Satzes:

Satz. Das Verhiltnis zweier Bogen q(n + 1):ter bzw. gn:ter Stufe, von denen
der erste ein Teilbogen des letzteren ist, geniigt der Ungleichung

4q(n+1):z4qn>§f’ (34)

wo o4 eine positive durch q bestimmte positive Gruppenkonstante ist.

14. Es sei nun 7T, eine festgewiithite Substitution g¢:ter Stufe, von der wir
nur voraussetzen, dass ihre extremen Primfaktoren einander nicht invers sind.
Ist dann S;, ein beliebiges Polygon gn:ter Stufe, so liegt wenigstens ein von
den Polygonen

—1
Tq qun, Tq quyl

innerhalb des Polygons Sy., weil der erste Primfaktor von Sy, nicht gleichzeitig
den letzten Primfaktor von 7, und T, ' aufheben kann. Wir bezeichnen mit
(T7") die Summe der beiden Mengen

(1), (T3,

also die Menge derjenigen Punkte von H, deren zugeordneter Radius wenigstens
ein Paar Polygone der Form

Sen, TySgn oder Syn, T7 ' Sen

durchschneidet. Wegen des letzten Satzes folgt dann aus dem Obigen, dass jeder
Bogen gn:ter Stufe der Linge 7, einen Teilbogen g(n -+ 1):ter Stufe der Linge

Anfost) > 2 Ay

besitzt, dessen simtliche Punkte zur Menge (77 ') gehéren.

Wir wihlen zuerst » =1 und wir identifizieren ., der Reihe nach mit
simtlichen Bogen g¢:ter Stufe, wodurch innerhalb derselben eine Anzahl Bogen
2q:ter Stufe gefunden wird mit der Gesamtlinge > 2mwg,, deren Punkte zu (T;‘Ll)
gehoren. Die Summe der iibrigen Bogen 2¢:ter Stufe ist also < 27(1—g,).
Indem wir nun jeden derselben der Reihe nach mit 7, identifizieren, erhalten
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wir in ihren Innmern zu (7;') gehérige Bogen 3g:ter Stufe, wobei die Summe

der iibriggebliebenen Bogen 3¢:ter Stufe < 2m(1—g,) (I — %) ist. Nach #n-malige

Anwendung desselben Verfahrens erhilt man die obere Grenze

2n(1—%)(1——g23)--~(1-—%) (35)

fir das lineare Mass der Menge derjenigen Punkte von H, die der Menge (T,}—H)
nicht angehéren. Weil der Wert von (35) fiir n— o gegen Null konvergiert,
muss das Mass der Menge (T;—H) gleich 27 sein.

Bs sei jetzt L eine beliebige »Gerade» und S; und S zwei in der Nihe
der beiden Schnittpunkte von L mit H so gewihlte Polygone, dass jede die-
selben schneidende »Gerade» die »Gerade» L mit der Genauigkeit ¢ approximiert.
Wir bilden dann die Substitution

T,= Sy 85,

von der wir ohne Einschrinkung voraussetzen konnen, dass ihre extremen Prim-
faktoren einander nicht invers sind, weil wir andernfalls S; durch =8, ersetzen
konnten, wo I eine passend gewilhlte erzeugende Substitution bezeichnet, was
den Ubergang vom Polygon S, zu einem benachbarten Polygon bedeutet. Wir
zichen dann den Radius R nach dem zur Menge (T7') gehorigen Punkt w, wo-
bei derselbe zwei Polygone der Form

Sgny TySen oder Sgn, Ty Syn

schneidet. Indem wir im ersten Falle auf den Radius R die Substitution Sq_nl,
im zweiten Falle die Substitution Sy, 7, anwenden, geht derselbe in eine »Halb-
gerade» iiber, die u. a. die Polygone S, und 7, schneidet. Hieraus erhilt man
ferner durch die Substitution S, eine »Halbgerade», welche die Polygone S, und
Sy schneidet und folglich die gegebene »Gerade» L mit der Genauigkeit ¢ ap-
proximiert. Damit ist aber der Satz in Nr. 10 des vorigen Kapitels fiir die hier
betrachteten Gruppen bewiesen. Daraus gelangt man schliesslich wie vorher zum
Approximationssatz.
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IV.

15. Wir wollen zum Abschluss noch zeigen, dass die komplementare Null-
menge M, von M die Michtigkeit des Kontinuums hat. Der Einfachheit halber
werden wir uns dabei auf die Gruppen der zweiten Familie beschriinken.

Ist 'L eine »Gerade», deren beide Schnittpunkte mit H zur Menge M, an-
gehoren, so konnen nach der Definition von M, die Transformierten von L nicht
jede »Gerade» zum Hiiufungsgebilde haben. Diese Transformierten konnen jedoch,
wenigstens a priori, innerhalb des Hauptkreises iiberall dicht liegen. Damit dies
nicht der Fall wiire, miissen die beiden Schnittpunkte von L mit H zu einer
gewissen Teilmenge M, von M, angehoren. Wir werden im Folgenden zeigen,
dass schon M, die Michtigkeit des Kontinuums hat, was dann natiirlich auch
mit M, der Fall sein muss.

Wir nehmen zuerst an, dass die Anzahl der Randkreise von S, = 8 ist.
Es seien dann

a, b (36)

irgend zwei aufeinander folgende Seiten von S,. Wir konnen unendlich viele
Radien von H ziehen derart, dass niemals eine zu (36) konjugierte Seite iiber-
schritten wird. Weil jedes Polygon wenigstens sieben innere Randkreise besitzt,
hat man bei jedem Schritte sogar zwischen wenigstens drei Moglichkeiten zu
withlen, um von einem Polygon zu einem nichstfolgenden zu iiberschreiten. Die
Endpunkte solcher Radien haben demnach die Michtigkeit des Kontinuums.
Die Bildlinien der genannten Radien konnen aber weder die Kreise (36)
noch ihre konjugierten Kreise schneiden. - Daraus folgt offenbar, dass es ein
Sektor von S, um den Schnittpunkt der Kreise (36) gibt, welches keinen Punkt
der Bildlinien von R enthilt, womit unsere Behauptung fiir den vorliegenden

Fall bewiesen ist.

16. Ist die Anzahl der Randkreise von S, gleich vier oder sechs, so be-
darf der obige Beweis nur einer geringen Modifizierung. Wir werden dies fir
den erstgenannten Fall niher erliutern. (Fig. s5.)

Wir nehmen an, um einen bestimmten Fall zu fixieren, dass von den vier
aufeinander folgenden Seiten a, b, ¢, d die Seiten « und b sowie ¢ und d mit-
einander konjugiert sind. Wir konstruieren nun in S, um die Ecke 4 einen so
kleinen Sektor V, dass derselbe mit seinen in den Polygonen =, und Z,==3*
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liegenden Transformierten, die den ndmlichen Eckpunkt A haben, in den Drei-
ecken ABF und A DE liegen wird.

Wir ziehen jetzt einen Radius R von H, der abwechselnd eine zu ¢, d
und a, b konjugierte Polygonseite tiberschreitet und behaupten, dass die Trans-
formierten von R den Sektor V nicht
schneiden.

Bs sei ndmlich S ein von R ge-
schnittenes Polygon, dessen obere
Randkurve z. B. mit ¢ konjugiert sei.
Durch die Substitution S— wird der
zu S gehorige Teil von R auf eine
das Polygon S, schneidende »gerade»
Linie R’ abgebildet, deren in S, lie-
gender Teil von einem Punkt von ¢
entweder zu a oder zu b fithrt derart,
dass die Fortsetzung im Polygone I,

bzw. 32| zu einem mit ¢ oder d kon-

jugierten Seite fithrt. Wie aus der

Fig. 5.

Fig. 5 zu sehen ist, kann der betrach-

tete Teil von R’ die in den betreffenden Polygonen liegenden Sektoren nicht
schneiden. Indem man nun die nimlichen Schliisse auf jeden Teil des Radius
R anwendet, in welche derselbe durch seine Schnittpunkte mit den zu ¢ oder d
konjugierten Seiten zerlegt wird, gelangt man zu dem Resultat, dass die Trans-
formierten von R im Sektor V keinen Punkt haben kénnen. Der Endpunkt von
R gehort somit zur Menge M,. Weil man nun bei der Wahl der unendlich
vielen von R geschnittenen Polygone jedesmal zwischen zwei Moglichkeiten frei
withlen kann, so hat die Menge der verschiedenen Radien R und somit auch
die Menge ITIO die Michtigkeit des Kontinuums.
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