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Einleitung.

Im folgenden sollen einige einfache Probleme der kombinatorischen Topo-
logie behandelt werden. Die Gebilde dieses Teiles der Geometrie bestehen, wie
bekannt, aus einer endlichen Anzahl von Punkten S; ... 8%, einer endlichen An-
zahl von Strecken S} ... 8% als Verbindungen von je zwei (auch ev. zusammen-
fallenden) der Punkte S%, einer endlichen Anzahl von Flichenstiicken S; ... 8%,
die eingespannt sind in geschlossenen aus den Strecken S} gebildeten Ziigen,
usw., endlich aus Raumstiicken Sy ... S,™ wobei an die Stelle der geschlossenen
Streckenzyiige geeignet zu definierende sphirische Mannigfaltigkeiten treten. Ein
solches Gebilde heisst ein m-dimensionaler Komplex und wird mit Cn bezeichnet.

Hier erhebt sich schon unser erstes Problem: Zwei Komplexe Cy und O
heissen tépologz'sch gleich, falls sich die Punkte von Oy, und die Punkte von Cp,
die Strecken von Cp und die Strecken von C und entsprechend allgemein die
k-dimensionalen Raumstiicke von Cp und die von O, so einander ein-eindeutig
zuordnen lassen, dass die »vereinigte Lage» fiir die Stiicke verschiedener Dimen-
sion erhalten bleibt, d. . h. dass, wenn in Cp ein Punkt zur Begrenzung einer
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Strecke gehort, der durch die Zuordnung in C, entsprechende Punkt zur Be-
grenzung der entsprechenden Strecke gehort, ferner dass, wenn in Oy, eine Strecke
zur Begrenzung eines Flichenstiickes gehort, in On die entsprechende Strecke
zu der Begrenzung des entsprechenden Fldchenstiickes gehort usw. Um zu ent-
scheiden, ob zwei Komplexe Cn und C, mit gleicher Anzahl von Punkten,
Strecken usw. topologisch gleich sind, kann man simtliche tiberhaupt mdgliche
ein-eindeutige Zuordnungen der Punkte, Strecken usw. von O, zu den Punkten,
Strecken usw. von (%, daraufhin untersuchen, ob unter ihnen solche sind, bei
denen die vereinigte Lage erhalten bleibt. Hine eindringendere Betrachtung
wird aber neben den Zahlen der Punkte, Strecken usw. noch weitere topologische
Invarianten (oder invariante Elemente) bestimmen, sodass die Ubereinstimmung
der geordneten Reihe dieser Invarianten die notwendige wund hinreichende Be-
dingung fiir die topologische Gleichheit zweier Komplexe darstellt. Die Aufstel-
lung eines solchen vollstindigen Invariantensystems fiir den allgemeinen Kom-
plex oder, was dasselbe ist, die kanonische Darstellung der C, bildet den Inhalt
des ersten Paragraphen. Die kanonische Darstellung eines gegebenen Komplexes
wird im allgemeinen nicht ohne Probieren moglich sein. Aber dieses Probieren
bezieht sich nur auf einen Komplex, nicht auf Paare, wie bei der obigen primi-
tiven Methode. Das ist der prinzipielle Fortschritt. In praktischer Hinsicht ist
er analog dem Fortschritt vom dem direkten Vergleich zweier Anzahlen durch
successive Zuordnung der Elemente zu dem Vergleich der geordneten Ziffern in
der Darstellung jeder der Anzahlen etwa im Dezimalsystem. Xs ist bezeichnend
fiir die bis jetzt noch so mangelhafte systematische Entwicklung der Topologie,
dass dieses einfache Problem bisher in der Literatur, wie mir jedenfalls scheint,
nicht behandelt wurde.

Nachdem dieses Problem geldst ist, wird man sofort die Forderung erhe-
ben, die Eigenschaften solcher geordneter Reihen festzustellen, die Komplexe
der verschiedenen Dimensionen darstellen. Diese Feststellung wird in der vor-
liegenden Arbeit nicht durchgefiihrt, ist aber wohl mit keinen Schwierigkeiten
verbunden. Dagegen bildet diese Feststellung den ersten Schritt bei der Behand-
lung einer zweiten Art von Problemen.

Diese zweite Stufe von topologischen Problemen zu iiberwinden macht be-
deutend grossere Schwierigkeiten: Durch die charakteristischen topologischen
Transformationen, vor allem durch die »internen» Transformationen, d. h. durch
Zerlegung, werden die topologischen Komplexe der verschiedenen Dimensionen
in Klassen eingeteilt. Man nennt zwei Gebilde homéomorph, wenn sie durch
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interne Transformationen in einander iibergefiihrt werden kénnen. Es erhebt sich
nun das Problem, die verschiedenen Klassen homdomorpher Gebilde von esnander durch
die Darstellung zu wunterscheiden. Dies Problem ist bisher nur in den allerein-
fachsten Fillen, der Hauptsache nach fiir diejenigen Komplexe, die geschlossene
oder berandete Flichen sind, gelost. Wir werden in § 2 sehr einfache Darstellungen
fiir Flichen geben, sodass jeder zu einer bestimmten Klasse gehorenden Dar-
stellung eindeutig eine Fliche der entsprechenden Klasse homdomorpher Flichen
zugehort. Dass jeder Fliche auch umgekehrt eindeutig eine solche Darstellung
zugeordnet werden kann, erreichen wir durch Benutzung der in § 1 entwickelten
Methode. Diese Darstellung der Flichen hat noch eine ganz andere Bedeutung.
Es gibt viele topologische Fragen, die spezielle Eigenschaften derjenigen Kom-
plexe betreffen, die geschlossene Flichen bestimmter Art sind, ich denke etwa
an das Vierfarben-Problem. Soll die Losung dieser Probleme nicht von einem
gliicklichen Zufall abhingen, so ist es nétig, eine moglichst vollstindige Uber-
sicht iiber die Gesamtheit dieser Komplexe zu haben. Eine solche wird fiir die
Polyeder durch die in § 2 gegebene Darstellung versucht. Mit ihrer Hilfe
wird auch ein sehr einfacher Firbungssatz abgeleitet. Xndlich wird durch diese
Darstellung der Weg erdffnet, um rechnerische Methoden fiir die Topologie zu
verwerten. Dazu ist zunichst eine gewissermassen algebraische Darstellung der
topologischen Gebilde erforderlich, eine Art analytischer Geometrie fiir die To-
pologie, die wenigstens in den Grundziigen fiir die orientierbaren geschlossenen
Flichen in § 2 und § 4 gegeben wird.

In § 3 behandeln wir das Gaussische Problem der Tracte, dessen Losung
sich zwanglos an die vorangehenden Erorterungen anschliesst. Hier tritt die
algebraische Structur in so einfacher Form auf, dass sie zu niherer Betrachtung
geeignet ist. Ks treten die charakteristischen Unterschiede gegeniiber den Grup-
pen klar hervor: Die Associationen von verschiedenen Operationen zu einer ein-
zigen Operation ist im allgemeinen nicht moglich. Es werden Systeme solcher
Operationen, die als Spiele bezeichnet werden, abstract dargestellt und durch
geometrische Gebilde voranschaulicht.

Die Algebraisierung der Topologie ist leichter an die iiblichen Vorstellungen
anzuschliessen bei einem Problem, in dem ganz spezielle Komplexe behandelt
werden, nimlich -diejenigen, die durch Zerlegung eines Rechteckes in Rechtecke
geliefert werden. Dieses Problem werden wir an anderer Stelle behandeln.
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§ 1.

Kanonische Darstellung der topologischen Komplexe.

I. Es ist zweckmiissig, unsern Weg iiber die kanonische Darstellung der Bdume
zu nehmen. Als Bidume bezeichnet man die zusammenhiingenden Streckenkom-
plexe C, ohne geschlossene Streckenziige. Zu der Darstellung der Bidume be-
nutzen wir topologisch ausgezeichnete Punkte und damit auch ausgezeichnete Teil-
biume. Diese ermdglichen eine von den einfachsten zu beliebigen Biumen anf-
steigende kanonische Darstellung, falls Bestimmungen iiber die Anordnungen

getroffen werden.

a)  Mdttelpunkt oder Achse eines Baumes. C. Jordan hat als topologisch
ausgezeichnete Elemente die Zentralelemente erkannt: ein aus mehreren Strecken
bestehender Baum hat notwendig Endstrecken, d.h. Strecken, deren einer End-
punkt .ein dusserer Punkt ¢st, von dem keine andere Strecke ausgeht. Entfernt
man von einem Baum simtliche Endstrecken, so bleibt ein Punkt, Mzttelpunkt,
oder eine Strecke, Achse, oder ein Baum mit weniger Strecken iibrig, den man wie
den urspriinglichen Baum durch Entfernung der Endstrecken verkleinern kann.
Durch Fortsetzung dieses Prozesses kommen wir schlesslich zu einem Mittelpunkt
oder einer Achse, die die topologisch ansgezeichneten Zentralelemente des Baumes
sind. Die Bdume sind also durch die Art ihrer Zentralelemente in zwei ver-
schiedene Klassen eingeteilt, solche mit Mittelpunkt und solche mit Achse. Die
Zentralelemente sind durch Extremumseigenschaften ausgezeichnet und auch
durch diese eindeutig zu definieren: Zwei Punkte des Baumes sind durch einen
und nur einen Streckenzug miteinander verbunden. Das Maximum » der An-
zahl der Strecken eines solchen Zuges sei fiir den Zug Z erreicht, dann ist, falls
n gerade ist, der Mittelpunkt von Z der Mittelpunkt des Baumes und falls »
ungerade ist, die mittlere Strecke von Z die Achse des Baumes. Aus der ur-
spriinglichen Definition, aber auch durch direkte Betrachtung, folgt leicht, dass
alle solche maximalen Ziige durch denselben Punkt resp. dasselbe Punktepaar
(dieselbe Strecke) hindurchgehen. Diese Eindeutigkeit der Bestimmung ausge-
zeichneter Elemente durch extremale Eigenschaften macht die Biume vor allen
anderen Komplexen geeignet zur kanonischen Darstellung.

Die von dem Mittelpunkt oder von jedem der Achsenendpunkte ausgehen-
den Teilbdume liefern topologisch ausgezeichnete Gesamtheiten von kleineren
Biumen. Es ist nur notig, diese anzuordnen und bei der Anordnung auch die
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Art, wie sie an den Zentralelementen angeheftet sind, zu berticksichtigen. Das
wird ermoglicht durch

b) Bezeichnung der Punkte eines Baumes. Allen #usseren Punkten ordnen
wir den Buchstaben F zu. Hat der Baum einen Mittelpunkt, so bezeichnen wir
ihn, mit M, hat er eine Achse, so bezeichnen wir die Endpunkte der Achse
mit A und A?, wobei wir iiber die Verteilung dieser beiden Bezeichnungen auf
die Achsenendpunkte erst spiter eine Entscheidung treffen wollen. Alle Mittel-
punkte resp. Achsenendpunkte der an M, oder an einem der 4% hiingenden
Teilbdumen bezeichnen wir mit M, resp. mit A} und A]. So fahren wir fort
und nennen einen Punkt M, einen Mittelpunkt r-ter Stufe, A; und A; Achsenend-
punkte r-ter Stufe. Da M, resp. A} und A; stets dussere Punkte der an ihnen
hingenden Biume sind, so tritt jeder innere Punkt nur einmal als Mittelpunkt
oder als Achsenendpunkt auf.

c) Das einem Baume zugeordnete Wort. Aus den Buchstaben F, M,, A;,
A; und den Klammer-(Zusammenfassungs-) Zeichen wollen wir ein Wort fiir den
Baum bilden. Und zwar sollen in diesem Wort soviel Buchstaben F vorkom-
men, wie der Baum #dussere Punkte hat, so viele M., wie er Mittelpunkte s-ter
Stufe, aber jeder dieser Punkte so oft als Strecken von ihm ausgehen, so viel
A; und 47, wie der Baum Achsenpunkte s-ter Stufe hat, aber jeder Achsenend-
punkt einmal weniger oft als Strecken von ihm ausgehen. Wir werden die An-
ordnung dieser Buchstaben und ihre Zusammenfassung durch Klammerzeichen
so vorschreiben, dass das Wort eindeutig den Baum bestimmi, und alle topologisch
gleichen Bdume dasselbe Wort ergeben. Diese Worte geben damit die kanonische
Darstellung der Bdume.

Wir bezeichnen den aus zwei Punkten und einer Strecke bestehenden, ein-
fachsten Baum mit F/., Wir nehmen ferner an, wir hiitten schon alle Biume
mit weniger als » Punkten im obigen Sinne kanonisch durch Worte bezeichnet.
Diese Worte seien auch in einer einfachen Reihe angeordnet, d. h. zwei Baum-
worte B, und B, sind entweder identisch oder B; kommt in dieser Reihe vor
By, oder B, kommt in dieser Reihe vor B,. Hs sei nun ein Baum mit » Punk-
ten und einem Mittelpunkt M, gegeben. Dann betrachten wir die Biume, die
an M, héingen, und die sie nach unserer Annahme darstellenden Worte. In je-
dem dieser Worte entspricht dem Punkte 3, ein F, da ja M, fiir jeden dieser
Biume ein #usserer Punkt ist. HEs kann auch sein, dass M, mehreren Punkten
I des fiir sich betrachteten Teilbaumes zugeordnet werden kann, falls namlich
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diese Punkte auf dem Teilbaum topologisch ®quivalent sind d. h. bei einer etwa
moglichen Abbildung des Teilbaumes auf sich einander entsprechen. In diesem
Falle ordnen wir M, demjenigen F' zu, das in dem den Teilbaum darstellenden
Wort zuerst kommt. Andern wir jetzt in jedem solchen Teilbaumwort den M,
zugeordneten Buchstaben F in M, um, die Zeichen M, in M,.:, die Zeichen

Al in 4, (in Ubereinstimmung mit der Bezeichung der Punkte des gegehenen

Baumes), schliessen jedes dieser Worte in Klammern und ordnen die Klammern
nach der Stellung der eingeklammerten Worte (vor der Anderung ihrer Zeichen)
in" der nach Voraussetzung vorhandenen Reihe von links nach rechts in auf-
steigender Ordnung, dann ordnen wir dem gegebenen Baum die Gesamtheit dieser
geordneten eingeklammerten Worte als Wort zu. Wir haben jetzt noch eine
Bestimmung {iber die Anordnung der Biume mit » Punkten zu treffen. Zunichst
ordnen wir die Zeichen, aus denen die Worte zusammengesetzt sind. Der Ein-
fachheit halber bezeichnen wir noch die nach rechts offne Klammer (Anfangs-
klammerzeichen) mit »!, die nach links offne (Schlussklammer) mit x. Dann

0r&ne11 wir die Zeichen in die Reihe
FM A A M A A .. M. A A .. v x

F hat den niedrigsten Platz, » den hochsten. Betrachten wir jetzt zwei Worte
By und B, von dem letzten Buchstaben anfangend, der bei beiden x sein
wird, dann wird, wenn die beiden Worte nicht identisch sind, ein Buchstabe
des einen Wortes zuerst von dem an gleicher Stelle stehenden Buchstaben
des andern Wortes verschieden sein. Die Ordnung der beiden Worte soll dieselbe
sein wie die oben festgelegte  Ordnung dieser betden Buchstaben. Es kann auch
sein, dass das eine Wort, etwa B,, weniger Buchstaben hat als das andere und
identisch ist mit einem Endabschnitt von B,, dann soll B, niedrigere Ordnung
haben als B,. Diese Anordnung hat die Eigenschaft, dass zwei nicht identische
Worte verschiedene Ordnﬁng haben und dass, wenn B, grossere Ordnung hat
als B, und B, grossere Ordnung hat als B,, dann B, auch grossere Ordnung hat
als B,; die Wortanordnung ist einfach. Das folgt sofort aus der einfachen An-
ordnung der Zeichen selbst.

Zwei topologisch verschiedene Biume von n Punkten bestimmen auch ver-
schiedene Worte: Nach Voraussetzung gehort zu jedem der eingeklammerten Teil-
worte topologiseh nur ein Teilbaum und das Zeichen I, das bei der Wortbildung fiir
den ganzen Baum in M, verwandelt wird, bezeichnet einen bestimmten Punkt dieses

Teilbaumes oder einen von topologisch gleichwertigen Punkten. Liefern aber zwei
17—36122. Acta mathematica. 67. Imprimé le 22 juin 1936.
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Biume dasselbe Wort mit dem Zeichen M,, so konnen wir die am B3, hingen-
den Teilbiume ein-eindeutig mit Erhaltung der vereinigten Lage so aufeinander
abbilden, dass dabei die dem Punkte M, entsprechenden I"-Punkte einander ent-
sprechen. Also sind durch diese Abbildungen auch die beiden ganzen Biume
als topologisch gleich nachgewiesen. Die besondere Bedeutung von M, spielt
hier keine Rolle, sie wird benutzt dazu, um umgekehrt jedem Baum nur ein
Wort entsprechen zu lassen.

Unter den an M, hiingenden Teilbiumen konnen auch topologisch iden-
tische, also auch durch identische Worte dargestellte vorkommen. Dann ist die
Reihenfolge der entsprechenden Klammern willkiirlich. Die Erscheinung, dass in
einem Baumwort gleiche Klammern hinter einander und in derselben grisseren
Klammer oder iiberhaupt nicht eingeklammert vorkommen, bedeutet, dass der
Baum Transformationen in sich zulisst.

Es ist noch der Fall zu erledigen, dass der gegebene Baum mit » Punkten
keinen Mittelpunkt sondern eine Achse hat. Wir bezeichnen dann in den Wor-
ten fiir die von den Achsenendpunkten ausgehenden Teilbdumen diejenigen
Punkte F (wir nehmen hierzu wieder wie oben das erste in Betracht kommende
F), die mit einem Achsenendpunkt zusammenfallen, mit dem indifferenten Buch-
staben 4,, den wir in der Reihe der Buchstaben an die Stelle von 4. und A4:
setzen. Wir betrachten jetzt die Gesamtheit dieser, mit Klammern versehener
und geordneter Worte fiir jeden Achsenendpunkt. Auch diese Gesamtheiten
haben nach unseren Vorschriften eine Ordnung und wir bezeichnen denjenigen
Punkt mit A}, fiir den diese Gesamtheit niedrigere Ordnung hat, den andern
mit A;. Sind die Worte dieser beiden Gesamtheiten identisch, dann ist der
ganze Baum so in sich zu transformieren, dass dabei die Achsenendpunkte ein-
ander entsprechen. In diesem Falle bezeichnen wir wirkiirlich den einen Punkt
mit A), den Andern mit A?. Jetzt filhren wir in jenen Gesamtheiten anstelle
des Zeichens A, das Zeichen des zugehdrigen Achsenendpunktes A resp. A? ein,
vermehren alle Indices um 1 und setzen aus diesem Gesamtheiten das ganze
Wort zusammen, indem wir zuniichst diejenigen mit 4}, dann die mit A] schrei-
ben. Es folgt dann, genau so wie oben, dass die kanonische Darstellung auch
auf diese Biume mit » Punkten ausgedehnt werden kann. Damit haben wir
jetzt durch Induction fiir alle Biume eine kanonische Darstellung gefunden.

Beispiel. Der in der Figur 1 dargestellte Baum wird nach unseren Vor-
schriften kanonisch durch das Wort
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(4} M) (AT F)) (M, A7) (M, D)) (A7 F) (M, A7) (M, F) (M, F) (4, M) (43 F)) -
(A M) (4, M) (45 F) (4] F)

dargestéllt, wo die Zeichen x~! und » wieder durch ( und ) ersetzt sind.

d) Boaumworte ohne Klammern. Wenn auch die eben dargestellten Wortbil-
dungen unsere Bedingungen erfiillen, so sind sie doch als zu umstindlich zu
bezeichnen. Die Klammern sind zwar als Bezeichnung fiir die Gesamtheit von Teil-
bdumen etwas topologisch Invariantes, aber es liegt nahe, neben der Bezeichnung
der Punkte nur eine geeignete einfache lineare Anordnung der Zeichen zur Charak-

Fig. 1.

terisierung des Baumes anzuwenden. Ich weiss nicht, ob das in voller Allge-
meinheit moglich ist. Dagegen kann man leicht die Klammern entfernen, wenn
man Doppelindices einfithrt: Es sei etwa wieder ein Baum mit einem Mittel-
punkt M, vorgelegt. Fiir jeden nicht aus einer Strecke bestehenden Teilbaum,
der an M, hingt, wird M, in der Darstellung durch das Baumwort nicht an
der ersten Stelle stehen. In jedem solchen Teilbaumwort hiingen wir an den'M,
vorhergehenden (stets von F verschiedenen) Buchstaben als zweiten Index die o
und versetzen M, an den Anfang des diesen Teilbaum darstellenden Wortes.
Nach Durchfithrung dieser Operation teilen die Zeichen M, das Wort ein in die
den einzelnen an M, hingenden Teilbiumen entsprechenden Worte, der zweite
Index o gibt die urspriingliche Stellung von M, an. Genau so behandeln wir
A; und A7. Entsprechend verfahren wir in jedem der Teilworte mit den Zentral-
elementen erster Stufe und dem entsprechenden zweiten Index 1 usw. bis zu den
Zentralelementen letzter Stufe, deren Zeichen stets schon in unseren Worten vor
den betreffenden Zeichen F' stehen. Wir konnen jetzt, ohne dass der Zusam-
menhang der Teile verwischt wird, alle Klammern weglassen. Auf diese Weise
entsteht aus dem obigen verklammerten Baumwort das Wort
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MA, ASFM A, My MyyA'FA My MyFM M, FM A, A FM, A, A, A, FA}F.

Fiir die Anordnung der Bidume benutzt man wohl zweckmissig die Form der
verklammerten Worte.

Fiir die Baumworte ohne Klammern sei noch Folgendes bemerkt: Jedem
Punkte des Baumes entspricht eine Gruppe durch keinen Buchstaben mit nie-
drigerem ersten Index getrennter, im ersten und ev. im oberen Index iiberein-
stimmender Buchstaben. Gibt es aber zu P noch einen andern Punkt P’ von
der Art, dass der Baum so in sich transformiert werden kann, dass dabei P und
P’ sich entsprechen, dann entsprechen P und P’ zwei solcher Gruppen, die man
beliebig P und P zuordnen kann. Solche topologisch @quivalenten Punkte
sind in dem obigen Beispiel nur die Punkte, die den letzten beiden Buchstaben
F entsprechen.

II. Kanonische Darstellung der aligemeinen Komplexe.

a) Accessorische Punktepaare an einem Bauwm. TFir das Folgende ist es
wichtig, Paare von Punkten eines Baumes auszuzeichnen und das in eindeutiger

Weise in den Baumworten zum Ausdruck zu bringen. Sei ein solches Punkte-
paar etwa P, P,, so wollen wir in dem Baumwort hinter den beiden ersten
Zeichen fiir die Punkte P, und P, die Buchstaben P, resp. P, setzen. Es kinnen
speziell auch P, und P, topologisch mquivalent sein, dann soll hinter das erste be-
treffende Zeichen der ersten Gruppe (s. 0. S. 132) P; gesetzt werden, hinter das erste
betreffende Zeichen der zweiten Gruppe P,. Endlich Kénnen auch P, und P, den-
selben Punkt bedeuten, dann setzen wir hinter den ersten Buchstaben fiir P, und P,
zuerst P, und dann P,. In derselben Weise zeichnen wir beliebig viele solche
accessorische Punktepaare P, P, . . . P,P, aus. Ist etwa P, topologisch squivalent
mit Py, so setzen wir das Zeichen P, hinter das erste betreffende Zeichen in der
gwesten Gruppe. Ist P, identisch mit P}, dann setzen wir den Buchstaben P; hinter
den Buchstaben P,, falls aber auch P, mit P, identisch ist, hinter P,. Die An-
ordnung - dieser durch accessorische Punktepaare beschwerten Bdume bewirken wir,
indem wir hinter die geordnete Reihe der Buchstaben fiir den Baum die Buch-
staben P, P;... P, P, fiigen und im iibrigen dieselbe Vorschrift fiir die Anord-
nung der Worte machen wie oben. Damit wiren die Worte fiir die beschwerten
Biume sowie ihre Anordnung erst bestimmt, nachdem die Indices fiir die acces-
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sorischen Punkte kangegeben und eine Entscheidung dariiber getroffen ist, welche
Punkte mit P; und welche mit P; zu bezeichnen sind. Liegen aber fiir einen
beschwerten Baum solche Bestimmungen nicht vor, dann wiihlen wir von allen
moglichen Worten fiir diesen Baum, die allen moglichen solchen Bestimmungen
entsprechen, dasjenige aus, das die kleinste Ordnung hat. Fithren zwei verschie-
dene Bestimmungen zu demselben Worte, so ist das ein Zeichen dafiir, dass der

beschwerte Baum Transformationen in sich zulidsst.

b) Jeder Streckenkomplex kann, meistens in sehr mannigfaltiger Weise, als
beschwerter Baum aufgefasst werden: durch Weglassung von a;—~a, + I geeigne-
ten Strecken wird ein Streckenkomplex (mit «, Strecken und e, Punkten) zu
einem Baum. Jeder weggelassenen Strecke entspricht durch ihre Endpunkte
ein Paar von (ev. zusammenfallenden) Punkten auf dem Baum. Diese nehmen
wir als accessorische Punktepaare und erhalten in dem so entstehenden be-
schwerten Baum das topologisch eindeutige Abbild des gegebenen Strecken-
komplexes. Sind zwei beschwerte Biume in der Weise auf einander abbildbar,
dass den Punkten, accessorischen Punktpaaren und Strecken des einen Baumes
ein-eindeutig die entsprechenden Elemente des anderen Baumes entsprechen, dann
sind auch die diesen beschwerten Biumen entsprechenden Streckenkomplexe ein-
ander topologisch gleich. Wir ordnen jetzt einer Streckenkomplex erndeutig
einen beschwerten Baum durch den kleinsten beschwerten Baum zu, der aus dem
Komplex durch den obigen Prozess entsteht. Damit haben wir die kanonische
Darstellung und gleichzeitig eine einfache Anordnung aller Streckenkomplexe.

Beispiel: Der Komplex der Strecken eines Tetraeders. (Fig. 2, 3.) Zu diesem
Komplex gehoren nur zwei Biume mit je drei Strecken, der eine mit einem Mittel-
punkt und dem Wort M FM FM,F, der andere mit einer Achse und dem
Wort A;FA{F. Ordnen wir die Bezeichnung der accessorischen Punktepaare
(d. h. der Punktepaare fiir die drei iibrigen Strecken) so, dass die kleinsten be-
schwerten Bidume entstehen, dann bekommen wir fiir den ersten Fall den kleinsten
beschwerten Baum ‘

M,FP,P,M,F P, P, M,F P,P,
und in zweiten Fall

AP, FP,P,A’P,FP,P,.
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PaE 6 PPy
‘-- [ =
P
>, FP.Pq , Ao

F#P, FF P
Fig. 2. Fig. 3.

Nach unseren Anordnungsbestimmungen ist das erste Wort kleiner und ist also
die kanonische Darstellung des Streckenkomplexes.

¢) Es ist nun leicht, zu hoheren Komplexen iiberzugehen. In der Einleitung
wiesen wir darauf hin, dass ein zweidimensionaler Komplex aus dem ihm zu Grunde
liegenden Streckenkomplex entsteht, indem in gewisse geschlossene Strekkenziige
Flichenstiicke eingespannt werden. Das driicken wir in unseren Komplexworten
folgendermassen aus: die Randpunkte eines solchen Flichenstiickes bezeichnen wir,
wie sie auf dem Rande aufeinander folgen, mit @1 @1 ... und fiigen diese Zeichen
je hinter eine den betreffenden Punkt im Streckenkomplex bezeichnende Gruppe

von Buchstaben (etwa M, PyP;...) hinzu. Ordnen wir wieder hinter die bisherige
Reihe von Buchstaben die Buchstaben @) in der Reihenfolge @)@y ... @3 @ss ...

an und erweitern dementsprechend unsere Anordnungsbestimmungen fiir die Worte,
dann erhalten wir ein bestimmtes Wort dem gegebenen Komplex zugeordnet in
dem Wort kleinster Ordnung. Bs ist klar, dass auch umgekehrt jedem sol-
chen Worte topologisch nur e/n Flichenkomplex entsprechen kann. (Es ist
selbstverstindlich, dass nicht jedes solche Wort einen Flichenkomplex darstellt,
wie schon ein beliebiges aus dem Zeichen M;Ai Ai und F zusammengesetztes
Wort keinen Baum darzustellen braucht). Auf diese Weise haben wir auch die
Flichenkomplexe kanonisch dargestellt und einfach angeordnet.

Beispiel. Kanonische Darstellung des Tetraeders (s. Fig. 4)

MO Qs4 QS.“} Q32 FP;'P—.?,Qﬂ QES Q.BIMOF'PSPZ QM Q22 Q2l MOF'PI‘Pl le QIS Qll .

Durch Auszeichnung von geeigneten Systemen geschlossener Folgen von
Punktepaaren auf einem Baume kommen wir zu einem dreidimensionalen Komplex
und durch Bezeichnung, Anordnung und Aufsuchen der Worte niedrigster Ordnung
zur kanonischen Darstellung solcher Komplexe., Durch Fortsetzung dieser Be-
trachtung gelangen wir zur Erkenntnis, dass durch unsere Bezeichnungs- und
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Anordnungsmethoden fiir jeden beliebigen n-dimensionalen Komplexe eine kanonische
Darstellung wund fiir alle eine einfache Anordnung gefunden wird, womit wir das
Ziel dieses Paragraphen erreicht haben, Xs ist aber zu bemerken, dass diese

FPyT2 0, 005
m' Fpsit a‘w Ozzozd
E &9, (O Quam
Fig. 4.

Darstellung desto umsténdlicher und kiinstlicher erscheint, je hoher wir in den
Dimensionen heraufgehen. Man darf deswegen nicht erwarten, dass diese Dar-
stellung bei Behandlung spezieller topologischer Probleme fiir héhere Komplexe
Dienste leisten wird.

§ 2.

Darstellung der Polyeder vom Geschlecht null.

I. Alle topologische Eigenschaften der Komplexe sind gleichzeitig Eigen-
schaften der fiir sie aufgestellten Symbole. Bestimmte Klassen von Komplexen
definieren also auch bestimmte Klassen von solchen Symbolen. Aber die Cha-
rakterisierung einer solchen Klasse von Symbolen wird im allgemeinen sehr um-
stindlich, undurchsichtig und fir die Anwendungen, das Rechnen mit den Sym-
bolen ganz ungeeignet sein. Fiir besondere Klassen von Komplexen wird man des-
wegen zweckmiissig besondere Symbole einfithren. Wir wollen das im folgenden
fiir die gewohnlichen Polyeder durchfithren. Wir werden zeigen, dass man mit
diesen Symbolen auch in gewissem Sinne rechnen kann. Wir stellen einmal die
Transformationsformeln auf, die den Transformationen des Polyeders entsprechen,
andererseits diejenigen, die eine symbolische Darstellung mit anderen desselben
Polyeders verkniipfen. Denn unsere symbolische Darstellung ist nicht ein-
deutig durch das Polyeder gegeben, sondern hingt noch von einem auf mannig-
fache Weise zu wiihlendem Bezugssystem (Koordinatensystem) ab.

Fiir besondere Klassen von Polyedern und fiir besondere Zwecke, z. B. fiir
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die . Formulierung des Vierfarbenproblems, sind bereits einfache symbolische Dar-
stellungen gegeben worden'. Unsere Darstellung umfasst alle Polyeder, ins-
besondere alle vom Geschlecht o. Die Teilflichen diirfen sich in Punkten oder
Kanten selbst beriihren, aber mehrfach zusammenhingenden Teilflichen sind
ausgeschlossen. Die Kanten kénnen auch zusammenfallende Endpunkte haben.

II. Baum, Zwiebel und BZ-Reihe.

a) Einfithrung. Wie in § 1 verbinden wir simtliche Punkte eines Po-
lyeders vom Geschlecht null durch einen Baum (von beildufig ¢, — 1 Ecken).
Von einem Endpunkt P des Baumes moge die Baumstrecke b = PP’ sowie sonst

24

2y

Fig. 5. Fig. 6.

noch die Kanten 2,z,... ausgehen. Wir transformieren das Polyeder, indem
wir b weglassen und die beiden Ecken P und P’ miteinander verschmelzen. Das
ist eine »interne» Transformation, ¢ine Erweiterung der in dem Encyklopidie-
Artikel iiber Analysis Situs eingefithrten Transformation, bei der die Verschmel-
zung nur dann ausgefilhrt wird, wenn von P ausser b nur noch eine einzige
andere Strecke ausgeht. — In mancher Hinsicht scheint mir iibrigens diese interne
Transformation nebst der umgekehrten, der Zerlegung einer Ecke in zwei Ecken,
als fundamentale interne Transformation besser geeignet zu sein als die in der
Encyklopidie eingefiihrte spezielle. — Nach dieser Transformation wihlen wir
wieder eine Endstrecke des verkleinerten Baumes, bringen sie durch eine Trans-

! 8. z.B. HEEGAARD, Norsk mathem. forening II 1933, wo eine Darstellung von HEAWOOD
behandelt wird. Fiir andere symbolische Darstellungen, die aber im wesentlichen nur eine Tabelle
der vereinigten Lage von Punkten und Flichen liefern s. Encykl. III AB 12 (Steinitz) S. 43 ff.
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formation zuom Wegfall und fahren so fort, bis wir den ganzen Baum auf einen
Punkt reduziert haben. Dann erhalten wir ein Polyeder, dessen Einteilung durch
ebensoviele Flichen wie urspriinglich vorhanden waren, also ¢, Flichen gebildet
wird, ferner durch ¢, — 1 Kanten und einen einzigen Punkt, etwa O. Alle Kan-
ten habeén ihren Anfangs- und Endpunkt in 0. Das Polyeder wird durch die
Tigur 5 dargestellt (o, =7). Wir bezeichuen ein solches Polyeder als Zwiebel.
BEs ist dual entsprechend dem auf einer Kugelfiiche ausgebreiteten Bawm mit
einer einzigen Fliche und «; — 1 Kanten; z. B. entspricht der in der Figur s
dargestellten Zwiebel der in der Figur 6 dargestellte Baum. Bezeichnen wir die
Kanten einer Zwiebel mit 2 ...2,—1, dann ergibt die Aufeinanderfolge der
Kanten 2; um den Punkt O eine Symbolreibe 2;2x ... &, in der jedes Symbol
zweimal vorkommt. Diese Symbolreihe definiert eindeutig die Zwiebel, und auch
umgekehrt gehort zu der Zwiebel, abgesehen von Bezeichnung und zyklischer Ver-
tauschung eindeutig eine solche Symbolreihe. - Soll aber die Symbolreihe iiber-
haupt eine Zwiebel darstellen, so ist dazu eine Bedingung fiir die Anordnung
der Paare gleicher Symbole zu erfiillen, nimlich: Zwe: Paare gleicher Symbole
trennen sich in der Symbolrethe nicht. Diese Bedingung ist aber, wie leicht zu
sehen, duch hinreichend. Fiir die in der Figur dargestellte Zwiebel lautet die
Symbolreihe

2181252325898, 858580262,.

Bei der Ableitung dieser Bedingung miissen wir die Voraussetzung benutzen,
dass das Polyeder das Geschlecht o hat.

Durch’ Kombination von Zwiebel und Baum entsteht das Polyeder. Wir
miissen jetzt diese Kombination symbolisch'da,rstellen. Dazu betrachten wir den
letzten Schritt, durch den unser Polyeder zur Zwiebel wurde. Wir haben nur
eine Baumstrecke b mit den Endpunkten @ und O (s. Fig. 7). Auf der Zwiebel
mogen etwa die von ¢ ausgehenden Strecken beim Umlaunf den Symbolen
2 2y ... 2y entsprechen, die von O ausgehenden an das Symbol 2, anschliessend
2¢ ...2. Die Btrecke b; bewirkt also eine Einteilung der 2z-Symbole in zwei
Abteilungen. Umgekehrt bestimmt eine beliebige solche Abteilung der 2 (a,— 1)
Symbole in zwei Abteilungen ein Polyeder mit zwei Ecken, das durch Ver-
schmelzung dieser beiden Ecken in eine Zwiebel iibergeht. Vor dem vorletzten
Schritt (s. Fig. 8), der das Polyeder in das Polyeder mit zwei Ecken verwandelt,
geht etwa vom Punkte @ noch die Strecke QR aus. Es gehen dann etwa von

@ der Reihe nach durchlaufen die Strecken @O0 =18 2v... 2/ ... QR = b,
18—36122. Acta mathematica. 67. Imprimé le 22 juin 1936.



138 M. Dehn.

2¢ ... 2y aus, von R die Strecken 2y ... 2. Diese Binteilung der Zwiebelstrek-
ken driicken wir aus durch die Symbolreihe

Zq P ZinZi’ e Zr'mer”. “. Zs”mes’ .. Zq’ bl.

Die beiden Paare b, und by trennen sich nicht. Die beiden Symbole b, heben
aus einer der beiden Abteilungen, in die die beiden Symbole b, die z-Reihe zer-
legen, eine Unterabteilung heraus. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhal-
ten wir schliesslich das wrspriingliche Polyeder dargestellt durch eine Symbolreshe,
die BZ-Reihe, bestehend aus einer geraden Anzahl von z-Symbolen und einer geraden
Anzahl von b-Symbolen. Die z-Symbole sind paarweise gleich, ebenso die b-Symbule.
Zwer Paare wvon gleichen z-Symbolen trennen sich nicht, ebenso nicht zwei Paare

Fig. 7. TFig. 8.

von gleichen b-Symbolen. Und umgekehrt liefert jedes solche aus zwei Arten von
Symbolen bestehende Reihe, in der die Nicht-Trennungseigenschaft enrfiillt ist, ein-
deutig ein Polyeder vom Geschlecht o.

b) Kanonisierung der BZ-Rethe. Zu einem Polyeder gehéren im allgemei-
nen sehr viele BZ-Reihen, je nach der Wahl des Baumes, den wir in das Po-
lyeder hineinlegen. Die Anzahl der z-Symbole und die der b-Symbole ist freilich
bestimmt, zu 2 (e, — 1) resp. 2(¢,—1). Jedem Paare gleicher Symbole entspricht
eine Kante. Jedoch ist die Anordnung der Symbole fiir dasselbe Polyeder noch
auf sehr viele verschiedene Weisen moglich, wie wir an Beispielen sehen wer-
den. Hs ist aber ganz leicht, mit den Methoden von § 1 einem gegebenen Po-
lyeder eindeutig eine Symbolrethe zuzuordnen. Dazu ist es nur nétig, die Symbol-
rethen mit gleicher Gliederanzahl anzuordnen: Wir setzen fest, dass jedes & hohere
Ordnung hat als jedes b und dass bei gleichartigen Symbolen der Index iiber
die Ordnung entscheidet, etwa so, dass dem grosseren Index auch die hohere
Ordnung enspricht. Eine Symbolreihe ‘A sei dann von hoherer Ordnung als die
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Symbolreihe B, falls von rechts nach links betrachtet das erste Symbol # in A,
das von dem an derselben Stelle in B stehenden Symbol verschieden ist, hdhere
Ordnung hat als . Dadurch bekommen zwei nicht identische Symbolreihen
(gleicher Anzahl) verschiedene Ordnung, und alle Symbolreihen (gleicher Anzahl)
sind einfach angeordnet. Ordnen wir jetzl einem gegebenen Polyeder die BZ-
Reihe mat der grossten miglichen Ordnung zu, so ist diese Zuordnung eindeutig.
Dabei kann auch die Zuordnung der Symbolreihen zu den einzelnen Strecken
auf verschiedene Weise moglich sein, das bedeutet dann, dass das Polyeder
sich selbst auf verschiedene Weise topologisch wquivalent ist, also topologische
Automorphismen besitzt.

Damit ist unser erstes Ziel erreicht. Um die Transformationen zu ermit-
teln, die die verschiedenen zu demselben Polyeder gehérenden Symbolreihen mit-
einander verkniipfen, dient uns eine weiter unten auseinandergesetzte geometri-
sche Deutung der Symbolreihe (5. 8. 141).

¢) Vereinfachung der Ablestung der BZ-Rethe. Bevor wir Beispiele be-
handeln, wollen wir die Ablestung der Symbolreihe wesentlich vereinfachen, indem
wir sie direkt, ohne die Zusammenziehung des Polyeders auf eine Zwiebel zu
benutzen, aufstellen. Wenn wir nimlich die obige schrittweise Wiederherstel-
lung des urspriinglichen Polyeders aus der Zwiebel genauer betrachten, ergibt
sich ohne Schwierigkeit die folgende Regel fiir die direkte Aufstellung der
BZ-Reihe: nachdem in einem Polyeder die Strecken eines Kantenbaumes mit
b, ... b1, die Ubrig bleibenden Kanten, die Zwiebelkanten, mit 2z, ... 24,1, be-
zeichnet sind, gehen wir etwa von einer Ecke aus, an der z-Strecken hiingen,
schreiben die Bezeichnung der in bestimmtem Umlaufsinn unmittelbar auf ein-
ander folgenden, von der Ecke ausgehenden z-Strecken hin, etwa z; ...z bis
wir zu einer ersten b-Strecke etwa ¥ kommen. Eine solche gibt es, da von
jeder Ecke mindestens eine b-Strecke ausgeht. Dann durchlaufen wir von der
Ecke aus im umgekehrten Sinne von b; anfangend die unmittelbar aufeinander-
folgenden b-Strecken derjenigen an z;b; grenzenden Teilfliche, bei der in diesem
Sinne 2; die b vorangehende Strecke ist, und schreiben die Bezeichnungen
bi ... by der Reihe nach hinter die Reihe ¢; ... 2. Da auf der Begrenzung jeder
Teilfliche mindestens eine z-Strecke liegt, so kommen wir bei der Durchlaufung der
Begrenzung der Fliche auch zu z-Strecken; sei z, die erste, zu der wir kommen.
Dann umlaufen wir wieder im ersten Umlaufssinn diejenige b, und 2, ausstrahlende
Ecke, bei der in diesem Umlaufssinn bn2; vorangeht (diese besondere Bestim-
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mung ist notig fiir den Fall, dass b, und z; beide Endpunkte gemeinsam haben).
Wenn wir so fortfahren, die Ecken wund Teilflichen des Polyeders zu durch-
laufen und die Bezeichnungen der Kanten nacheinander hinzuschreiben, erhalten
wir die ganze BZ-Reihe und zugleich den Satz, dass bei dieser Art der Durch-
laufung alle Strecken zweimal durchlaufen resp. iiberschritten werden, bis wir
zu der ersten Ecke und der ersten Strecke zuriickkommen. Wir werden diese

A}
s -_/' 23 ‘\\__/’
2,22 &361112381 47.2321 62_63 2,2, 642,2,b46,3; 2.6,
Fig. g a. Fig. g b.
21
2
23 2
2z, @1 2,2, 6.2 . Z-l %2, 23 2 &
Fig. g c. Fig. 9d.

Konstruktion weiter unten bei der geometrischen Deutung der B Z-Reihe wieder-
finden, aber sie folgt auch, wie bemerkt, ohne weiteres durch Betrachtung der
schrittweisen Entstehung des Polyeders aus der Zwiebel. Umgekehrt ergiebt sich
aus der BZ-Reihe die Berandung jeder Fliche und der Zyklus der von einer Ecke
ausgehenden Kanten. So erhiilt man die Berandung einer Fliche, indem man
von einem 2; in der BZ-Reihe nach einer Richtung vorwirtsgehend die aufein-
anderfolgenden b-Symbole hinschreibt, bis man zu einem 2z-Symbol, etwa 2 kommt;
dann geht man von dem anderen Symbol z; in derselben Richtung weiter usw.
Ganz ebenso erhilt man, wenn man in diesem Verfahren z und b vertauscht,

die Eckenzyklen.
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d) Beispiele. Erstes Beispiel (s. Pig. 9): Tetraeder mit eingezeichneter
Durchlaufung; ferner die Zwiebel und die aufeinanderfolgenden Stadien der aus
der Zwiebel entstehenden Polyeder mit den zugehdrigen Symbolreihen.

Zweites Beispiel (s. Fig. 10): Tetraeder mit anderem Baum und eingezeich:
neter Durchlaufung nebst zugehdriger B Z-Reihe,

Drittes Beispiel (s. Fig. 11) mit eingezeichneter Durchlaufung und B Z-
Reihe.

Wir haben bei der Darstellung nicht auf die maximale BZ-Reihe Riick-
sicht genommen. Diese zur kanonischen Darstellung der Polyeder notwendige

Fig. 10. Fig. 11.

Bestimmung muss wohl im allgemeinen durch Probieren der verschiedenen mog-
lichen Kantenbiiume und sodann durch geeignete Wahl der Bezeichnung erreicht
werden. Es gibt naturlich einige allgemeine Regeln fiir die Auswahl, z. B., dass
man von einer Ecke moglichst viele z-Strecken ausgehen ldsst und mit den ent-
sprechenden -Symbolen die BZ-Reihe anfingt, indem man den Symbolen die
grosstmoglichen Indices gibt.

111, Die BZ-Figur.

a) Einfiihrung. Es liegt nahe, die Symbole der BZ-Reihe sowie sie in
dieser aufeinander folgen, zyklisch auf einer geschlossen Kurve C einer Kugel-
fliche - anzuordnen, die gleichen z-Symbole etwa durch im Inneren von C ver-
laufende Strecken zu verbinden (wobei wir als »Inneres» ein beliebiges der beiden
von C begrenzten Gebiete bezeichnen), ebenso die gleichen b-Symbole durch im
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Ausseren von C verlaufende Strecken. Diese Verbindungsstrecken konnen wegen
der charakteristischen Bigenschaften der BZ-Reihe als sich nicht schneidend
angenommen werden. Die entstehende Figur wollen wir als B Z-Figur bezeich-
nen. In den Figuren 12, 13, 14 geben wir die BZ-Figuren fiir die drei obigen
Beispiele. In der Fig. 14 sind nur die Indices der Symbole angegeben. Ihre
Lage im Inneren oder Ausseren von C entscheidet dariiber, ob sie z- oder b-Sym-
bole darstellen.

Die BZ-Figur hat eine einfache und nicht unwichtige geometrische Bedeu-
tung fir das gegebene Polyeder: Der Kurve C entspricht die die BZ-Reihe lie-
fernde Durchlaufungskurve, den im Innern von C laufenden Strecken die Zwie-
belkanten, den im Aussern laufenden die Baumkanten. Den ¢, Gebieten, in die

§

Fig. 13. Fig. 14.

das Innere von C durch die z-Strecken zerfillt und ihren Begrenzungen durch
diese Strecken entsprechen die Teilflichen und ihre Begrenzungen, soweit sie
Zwiebelkanten sind. Den «, Gebieten, in die das Aussere von C durch die
b-Strecken zerfillt und ihrer Begrenzung durch diese Strecken entsprechen
die Ecken und die von ihnen ausgehenden Kanten, soweit sie Baumkanten
sind. Die vollstindige Begrenzung einer Teilfliche erhalten wir, indem wir
bei der Umlaufung des betreffenden Gebietes des C-Inneren den Zwiebel-
kanten noch die Baumkanten hinzufiigen, die den auf dem Rande dieses Ge-
bietes und gleichzeitig auf C liegenden b-Punkten entsprechen. Der Aufeinander-
folge in der BZ-Figur entspricht die Aufeinanderfolge auf dem Polyeder. Ebenso
gehen von einer Ecke ausser den das betreffende Gebiet des C.Ausseren begren-
zenden Baumstrecken noch die z-Kanten aus, die den auf der Begrenzung dieses
Gebietes und gleichzeitig auf C liegenden z-Punkten entsprechen. In der BZ-
Figur kommt die Dualitidt (Polaritit) zwischen Ecken und Teilfiichen, Baum
und Zwiebel in geometrisch gleschem Verhalten zum Ausdruck.
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Der Beweis fiir diese Eigenschaften der B.Z-Figuren ergibt sich unmittel-
bar aus der Funktion der geordneten z-Symbole fiir die Bildung der Zwiebel
und der Funktion der geordneten »-Symbole fiir die Zerlegung der z-Symbole
in Abteilungen und Bildung des Eckenbaumes. Die aus der BZ-Figur entnom-
menen Darstellungen der Flichen und Ecken geben genau die Vorschriften
fiir die Darstellung, die wir bereits oben angegeben haben.

b) Zwei Anwendungen:

1) Aus der Zerlegung der Kanten in Baum- und Zwiebelkanten ergibt
sich ein einfacher Satz iiber eine Firbung des Polyeders. Die Ecken eines Bau-
mes kann man so mit zwe: Farben fiarben, dass keine Strecke gleichgefidrbte End-
punkte hat. Man braucht ndmlich nur, von einer Ecke ausgehend, die Ecken
einzuteilen in solche, die eine gerade, und solche, die eine ungerade Anzahl von
Strecken entfernt sind von der Ausgangsecke. Dieser und den um eine gerade
Anzahl von Strecken entfernten Ecken gebe man die eine Farbe, allen anderen
die zweite. Da die Endpunkte einer Strecke verschiedenen Abteilungen ange-
horen, hat damit jede Kante verschieden gefiirbte Endpunkte. Ebenso kann
man die Teilflichen einer Zwiebel mit swei Farben so firben, dass an einer
Kante stets zwei verschieden gefirbte Flichen anstossen. Da jede Kante des
Polyeders entweder als zur Gruppe der Zwiebelkanten oder als zur Gruppe der
Baumkanten gehorig betrachtet werden kann, so haben wir das Resultat: die Ecken
etnes Polyeders und seine Teilfldchen kann man Je met zwei Farben so farben, dass
keine Kante gleichzeitig zwei gleich gefirbte Endpunkte wnd zwei gleich gefdrbte an
sie anstossende Flichen besitzt. Die Giiltigkeit dieses »Zweifarbensatzes» erstreckt
sich im Gegensatz zu dem Vierfarbensatz auch auf solche Polyeder, die sich
selbst in Strecken bertihrende Teilflichen besitzen.

2) Die BZFigur, die nur die anschauliche Darstellung der BZ-Reihe ist,
regt dazu an, Polyeder zu konstruieren, die auf sich selbst dual abgebildet werden
konnen, d. h. deren Ecken den Flichen ein-eindeutig, deren Kanten ein-eindeutig
einander so zugeordnet werden konnen, dass die vereinigte Lage erhalten bleibt.
Wir wollen solche Polyeder als aufopolar® bezeichnen. Um solche Polyeder zu
erhalten, konstruieren wir BZ-Figuren, die durch eine Abbildung der C-Kurve
auf sich und Vertauschung von C-Inneren und C-Ausseren in sich iibergehen.
Die einfachsten solchen Beispiele stellen die Figuren 12, 13 dar. In der Tat

! Diese Bezeichnung wurde von Kirkman 1857 in den Phil. Trans. gegeben.
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ist ja das Tetraeder ein autopolares Polyeder und kann auf zwei wesentlich ver-
schiedene Weisen auf sich selbst dual abgebildet werden, wobei jedesmal ein
geeigneter Kantenbaum den zugehérigen Zwiebelkanten entspricht. Ein weniger
triviales Beispiel liefert die Figur 15. Hs ist unmittelbar ersichtlich, dass die
Figur durch »Drehung von C um > und Vertauschung von Innerem und Aus-
gserem und von b mit 2 in sich iibergeht. Diese BZ-Figur liefert das in der
Figur 16 dargestellte autopolare Polyeder (¢, = a, = 8). Es lassen sich auf diese
Weise leicht mannigfache Beispiele von autopolaren Polyedern gewinnen, die

1

TS

‘\OJ

Fig. 15.

alle die Eigenschaft haben, dass bei der dualen Abbildung auf sich die Kanten
eines geeigneten Kantenbaumes in die zu diesem Baum gehorigen Zwiebelkan-
ten iibergehen, oder, was dasselbe ist, in lauter von den Kanten des Baumes
verschiedene Kanten iibergehen. Es erhebt sich die (noch ungeldste) Frage, ob
~ es autopolare Polyeder gibt, die diese Kigenschaft nicht haben, d. h. ob es Polyeder
gibt, die zwei verschiedene Zerlegungen in Zwiebel und Baum gestatten, die dual
auf einander abbildbar sind. Dabei ist der triviale ¥all des autopolaren und
gleichzeitig automorphen (d. h. auf sich selbst topologisch abbildbaren) Polyeders
(z. B. des Tetraeders) auszuschliessen.

IV. Darstellung der Transformationen.

a) Aufbauende Polyedertransformationen. Wir stellen jetzt die internen
Transformationen des Polyeders in der BZ-Figur und in der BZ-Reihe dar.
Die Zerlequng einer Teilfliche in zwei Flichen durch Hinzufiigung einer Dia-
gonale erfolgt in der BZ-Figur durch die Hinzufiigung einer neuen, im Inneren
von C verlaufenden Strecke, die zwel bestimmte Randstiicke, die den beiden
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Ecken der Diagonalen entsprechen, verbindet und in der der Teilfiiche ent-
sprechenden Teilfliche des C-Inneren verlduft. In der BZ-Reihe hat man ent-
sprechend ein Paar neuer z-Symbole an vorgeschriebenen Stellen einzufiigen.
Dual entsprechend wird die interne Transformation der Eckenauseinanderziechung
(s. 0. S. 136) behandelt. Man fiigt in der BZ-Figur eine im C-Ausseren ver-
laufende Strecke hinzu, die zwei bestimmte Randstiicke {die den beiden an der
neuen Kante anstossenden Flichen entsprechen) verbindet und in der der Ecke
entsprechenden Teilfliche des C-Ausseren verliuft. In der Symbolreihe hat man
ein Paar neuer b-Symbole an vorgeschriebenen Stellen einzufiigen.

Die Darstellung der abbauenden internen Transformationen, also Verschmel-
zung zweier durch eine Kante getrennter Teilflichen oder Verschmelzung zweier
durch eine Kante verbundener Ecken erfolgt durch Weglassung der entsprechen-
den Strecke der BZ-Figur, falls sie im ersten Falle eine z-Strecke (eine im C-
Innern verlaufende Strecke), im zweiten Falle eine b-Strecke (eine im C-Ausseren
verlaufende Strecke) ist. Die Transformation ist aber nicht direkt durchzufiib-
ren, falls im ersten Falle eine b-Strecke, im zweiten Falle eine z-Strecke weg-
fallen soll. Man muss vielmehr in diesem Falle durch eine andere Wahl von
Baum und Zwiebel die betreffende Strecke in die fiir die Transformation ge-
eignete Abteilung bringen, d. h. in eine Zwiebel- resp. Baumstrecke verwandeln.
Das soll im folgenden Abschnitt behandelt werden.

b) Einfiihrung des t-Graphen. Wir betrachten jetzt Transformationen der
BZ-Reihe resp. der BZ-Figur, die nicht einer Transformation des Polyeders son-
dern einer Anderung des Bezugssystems Baum-Zwiebel entsprechen. Wir gelangen
dazu am einfachsten durch eine geometrische Betrachtung der BZ-Figur, die
diese in direkte Verbindung mit dem gegebenen Polyeder bringt. Dazu nehmen
wir eine einfache Transformation des Polyeders vor, die schon &fters benutzt
wurde'. Zu jeder Kante s gibt es vier »benachbarte» Kanten, nimlich jede, die
bei Umlaufung der beiden an s hiingenden Teilflichen auf s folgt. Die benachbarten
Kanten fallen teilweise zusammeﬁ, wenn eine der Flichen, die an s héngen, ein
Zweieck ist oder eine der Hcken von s zweistrahlig ist. Hine Kante, die fiir
sich allein eine Teilfliiche begrenzt oder von deren einem Endpunkt keine weitere
Kante ausgeht, ist sich selbst benachbart. (8. Fig.17a-—d). Wir nehmen nun auf
jeder Kante s einen Punkt S an und verbinden jeden solchen Punkt durch vier
verschiedene Strecken ¢ mit den vier Punkten auf den benachbarten Kanten,

! Vgl. etwa Steinitz-Rademacher, Polyeder § 47 ff.
19—-36122. Acta mathematica. 67. Imprimé le 22 juin 1936.
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gleichgiiltig, ob diese Kanten zum Teil miteinander oder mit s zusammenfallen.
Diese neuen Strecken ¢ bilden einen sogenannten Graphen von der vierten Ord-
nung, d. h. einen Streckenkomplex, bei dem von jeder Ecke vier Strecken aus-
gehen. Die Ecken unseres Graphen, den wir ¢Graphen nennen wollen, ent-

sprechen den Kanten des gegebenen Polyeders.

c) Die Auflisung des t-Graphen. Benachbarten Kanten auf dem Polyeder
entsprechen benachbarte Symbole in der BZ-Reihe und umgekehrt, den vier zu

Fig. 17 a. Fig. 17b.
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Fig. 17¢c. Fig. 17d.

einem Symbol ¢; oder b; in der BZ-Reihe benachbarten Symbolen entsprechen
die vier zu der Kante 2z; resp. b benachbarten Kanten. Einem Paar auf-
einanderfolgender Symbole entspricht eindeutig eine ¢-Strecke, und jeder ¢
Strecke entspricht eindeutig ein Paar aufeinanderfolgender Symbole der BZ-
Reihe. Durchlaufen wir also diese einmal gzyklisch, so durchlaufen wir alle
Strecken ¢ jede genau einmal. Wir ordnen die Strecken ¢ dadurch zu einem ge-
schlossenen Zuge; den zwei aufeinander folgenden Symbolpaaren mit einem
gemeinsamen Symbol entsprechen zwei t-Strecken mit einem gemeinsamen KEnd-
punkt S. Dieser geschlossene Zug hat besondere Eigenschaften. HEs mogen
t} &} & t; durch einen Punkt gehen, etwa durch den Punkt S; auf z;, und es mo-
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gen der Durchlaufung der BZ-Reihe entsprechend # und # aufeinander folgen,
ebenso # und ¢, dann schneiden sich auf dem Polyeder die Ziige & & und # ¢
nicht, wie man unmittelbar aus der B Z-Figur (8. Fig. 18), oder auch aus den fiir die
BZ-Reihe geltenden Konstructionsregeln sieht. Dasselbe
gilt fiir die vier £-Strecken, die von dem Punkte einer Kante
b, ausgehen. (Man beachte, dass die b,-Darstellung in
der BZ-Figur keine topologische ist; den Endpunkten
von b, in der B Z-Figur entsprechen die Seiten von b,
im urspriinglichen Polyeder). Wir haben so das Resultat:

Jede B Z-Reihe stellt eine Auflosung des t-Graphen
in einen singularititenfreren Streckenzug (mit Selbstberiih-

rungspunkten) dar. Umgekehrt liefert eine singularitéiten-
freie Auflosung A des #-Graphen eine BZ-Reihe. Be-
zeichuen wir uimlich diejenigen Ecken des Streckenzuges A4, bei denen auf-
einanderfolgende Strecken auf verschiedenen Seiten der betreffenden Polyeder-
kante liegen, mit z;, diejenigen bei denen aufeinanderfolgende Strecken auf der-

Fig. 18,

selben Seite liegen, mit b;, und bezeichnen wir mit 2z; und by auch die be-
treffenden Polyederkanten, dann liefert A eine b,—z;-Symbolreihe, von der wir
nachweisen werden, dass sie das Polyeder in der festgelegten Weise darstellt,
dass sie also eine BZ-Reihe des Polyeders ist. In der Tat, aus den b, kann man
keinen geschlossenen Zug bilden. Denn, angenommen, es gibe einen solchen
Zug I, so gibe es keine zwei aufeinander folgenden Strecken von A4, die von
der einen Seite auf die andere Seite von I’ iibergehen, denn nach unserer
Voraussetzung liegen je zwei solche Strecken auf derselben Seite von I'. Also
wiirde A mindestens in zwei geschlossene Ziige gegen unsere Voraussetzung zer-
fallen. Es bilden die b aber auch einen zusammenhingenden Streckenkomplex,
einen Baum, der alle Ecken des Polyeders enthiilt. Denn bilden etwa b, ... bn
einen Baum, der nicht alle Ecken des Polyeders enthiilt und von dessen freien
Enden nur 2z-Strecken ausgehen, dann bilden die zu diesen b, gehérenden i-Strecken
und diejenigen ¢-Strecken, die die zu den freien Enden des Baumes gehorenden
2-Strecken miteinander verbinden einen geschlossenen Teil von A. Das ist gegen
unsere Voraussetzung, da es jedenfalls noch andere Eicken und also auch andere
{-Strecken gibt. Jede z-Strecke, die von einem freien Ende ausgehend nach einer
nicht zum Baum gehdrenden Ecke fiihrt, liefert solche anderen -Strecken. Es
ergibt sich also, dass alle b;-Strecken einen Baum bilden, der alle Ecken des
Polyeders enthilt. Die mit diesem Baum konstruierte BZ-Reihe stimmt mit
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der mit Hilfe von A konstruierten iiberein. Denn die Vorschrift, die wir oben
gaben, um aus einer auf dem Polyeder gegebenen Einteilung der Kanten in
Baum- und Zwiebelkanten die BZ-Reihe zu gewinnen, éntspricht vollstindig
der Vorschrift, wie aus dem Streckenzug A die Symbolreihe zu gewinnen ist:
Wenn an einer Hcke z-Kanten aufeinander folgen, miissen wir um die Ecken
herumlaufend die Symbolreihe bilden; entsprechend, wenn der Streckenzug 4
um eine Ecke herumliduft, haben wir die Kanten mit ¢-Symbolen zu bezeichnen
usw. Wir haben also das Resultat:

Jede Auflisung des t-Graphen in einen singularititenfreien Streckenzug A lie-
Jert eine Darstellung des Polyeders durch Baum und Zwiebel.

d) Die EBZ-Transformationen. Wie wirkt die Abinderung der Auflosung
des Graphen auf die BZ-Reihe? Bezeichnen wir den einen Teil, der von 4 auf

EA
Fig. 19.

dem Polyeder begrenzt wird, wenn wir A von den Selbstberithrungspunkten ohne
Entstehung von Doppelpunkten abheben, als das Innere von 4, den andern als das
Aussere und zwar etwa derart, dass ein Auflosungspunkt auf einer z-Kante im
Innern von A liegt, dann liegen alle Auflssungspunkte fiir die Kanten 2 im In-
nern von A, alle Auflosungspunkte fiir die Kanten b im Aussern von 4. Das
folgﬁ am einfachsten daraus, dass 4 alle Teilflichen im umgekehrten Sinne durch-
liuft wie die Ecken. Es seien nun z; und b zwei solche Kanten, dass die auf
ihnen liegenden Auflésungspunkte sich auf dem Streckenzug A trenmen. Es sei
die Eckenreihe von A etwa durch #;abicz; dbie dargestellt (S. Fig. 1g9). »Schal-
ten» wir nun an den Stellen z; und b »um», d.h. wihlen wir an beiden Stel-
len die anderen singularititenfreien Verbindungen der #Strecken, dann wird aus
z; ein b-Punkt, etwa b;, aus b ein z-Punkt, etwa 2. und aus A wird A" mit der
Symbolreihe b;a ¢k eb; d 2 c, woraus sich eine einfache Regel fiir diese Transforma-
tion des Streckenzuges A4 resp. der BZ-Rethe ergibt, die vorschreibt, wie die
Stiicke von. A resp. der B Z-Reihe zwischen #; und b; miteinander vertauscht
werden. Bei dieser Transformation bleiben alle inneren Selbstberithrungspunkte
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innere, alle dusseren Selbstberithrungspunkte fdussere, sodass also die Bezeichnung
der Symbole in den Stiicken a,¢,d und e erhalten bleibt.

Wir wollen nun beweisen, dass aus diesen Elementartransformationen (be-
zeichnet mit EBZ-Transformationen) die allgemeinste Transformation von A oder
die allgemeinste BZ-Transformation erzeugt werden kann. Das ist sofort durch
Betrachtung der BZ-Figur einzusehen. Denn, mégen b, ... b Strecken eines zum
Polyeder gehorenden Baumes B=1b, . e .. by—1 sein, und man will statt
der Strecke by, eine andere Baumstrecke #;, die in der zu B gehorenden Zwie-
bel etwa 2; sei, einfithren unter Erhaltung der Strecken b, ... by als Baumstrek-
ken, dann betrachte man die beiden z; auf der Kurve C der BZ-Figur. An-
genommen keines der Paare von Endpunkten der Strecken biiy... by—1 trennen
die beiden #z;, dann kann man von einem z; zum andern z; in dem Ausseren von
C gelangen, ohne eine der Strecken by4i1...bs—1 zu iiberschreiten. Das be-
deutet aber, dass man von dem einen Endpunkt der Strecke z; zum anderen
Endpunkt gelangen kann durch einen Streckenzug, der nur Strecken aus der
Reihe b, ... by enthilt. Also bildet die Strecke z; mit einem Teil von diesen
Strecken einen geschlossenen Zug; wenn die beiden Endpunkte von z; zusammen-
fallen, gehort keine der Strecken b, ... by zu diesem Zuge, es konnen aber auch
alle diese Strecken dazu gehdren. In jedem Falle kann z; unter dieser Voraus-
setzung mit den Strecken b, ... b: keinen zum Polyeder gehérenden Baum bil-
den. Aber ist ein die beiden g; trennendes Paar unter biy; ... bg,—1 vorhanden,
dann wenden wir die entsprechende EBZ-Transformation an und haben dann
b; =2; als Baumstrecke neben den alten b, ... b, eingefithrt. Wir konnen dem-
nach durch E B Z-Transformationen successive einen beliebig vorgegebenen Baum
des Polyeders in einen beliebigen anderen vorgegebenen verwandeln, also die
allgemeinste B Z-Transformation erzeugen.

e) Jetzt konnen wir auch die abbauenden internen Transformationen in der
BZ-Reihe durchfithren. Die Verschmelzung zweier Flichenstiicke lings einer
Kante erfolgt durch Weglassung der beiden zugehorigen Symbole, falls diese
Kante eine z-Kante ist. Falls sie eine b-Kante ist, muss diese b-Kante zunichst
in eine z-Kante verwandelt werden. Die b-Kante kann nur dann nicht in eine
z-Kante verwandelt werden, falls die beiden zugehorigen b-Symbole von keinem
Paar von z-Symbolen getrennt werden. Das bedeutet aber, dass an den beiden
Seiten der betreffenden Kante dieselbe Fliche angrenzt. Im allgemeinen wird
durch die: Weglassung dieser Kante eine zweifach zusammenhingende Fliche
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entstehen, was wir ausgeschlossen haben (s. Fig. 20). Diese Verschmelzung
kommt also als interne Transformation nicht in Frage. Im speziellen Fall, dass
die beiden & in der BZ-Reihe unmittelbar aufeinander folgen, geht von dem
einen Endpunkt der 5-Kante keine andere Kante aus, die Kante endet frei im
Polyeder (s. Fig. 21). Lasst man diese beiden Symbole weg, so stellt die BZ-
Reihe dasselbe Polyeder, nur ohne diese Kante und ohne den freien Endpunkt

Fig. 20.

dar. Ganz entsprechend erfolgt die Verschmelzung zweier Ecken lings einer
Kante durch Weglassung eines Paares von gleichen b-Symbolen, die zu dieser
Kante gehdren. Gehoren aber zu dieser Kante zwei z-Symbole, dann miissen
erst durch Transformation diese z-Symbole in b-Symbole verwandelt werden.

L

(%Y

Fig. 21.

Dies ist nur dann unmoglich, wenn das Paar der z-Symbole von keinem b-Paar
getrennt wird. Diesen Fall haben wir schon oben behandelt: die beiden End-
punkte der betreffenden Kante fallen zusammen, sie kommt fir die interne
Transformation nicht in Frage. Ziehen wir eine solche Kante zusammen, so
entstehen im allgemeinen zwei geschlossene Polyeder mit einem gemeinsamen
Punkt. Im besonderen Falle begrenzt aber diese Kante fiir sich eine Fliche,
die durch das Zusammenziehen der Kante wegfiillt. Diesem Zusammenziehen
entspricht die Weglassung der beiden z-Symbole aus der BZ-Reihe. Zusammen-
fassend haben wir also: Jede abbauende interne Transformation des Polyeders
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kann, eventuell nach einer E BZ-Transformation, durch Weglassung eines Sym-
bolpaares in der BZ-Reihe dargestellt werden.

Hiermit ist unser Hauptziel erreicht: Die Polyeder vom Geschlecht o sind
in einfacher Weise durch Symbolreihen, die BZ-Reihen, dargestellt: jeder BZ-
Reihe entspricht eindeutig ein Polyeder, die verschiedenen BZ-Reihen, die zu
demselben Polyeder gehoren, gehen durch Transformationen, die B Z-Transforma-
tionen, aus ewner BZ-Reihe hervor. Die B Z-Transformationen werden ergeugt
durch einfach zu beschreibende besondere Transformationen, die £ BZ-Trans-
formationen. Die internen Transformationen des Polyeders werden durch Weg-
lassung von Symbolpaaren, eventuell verbunden mit EBZ-Transformationen,
dargestellt. — Alle topologischen Lehrsitze und Aufgaben, die sich auf Polyeder
vom G(eschlecht o beziehen, sind demnach auf das Operieren mit den BZ-Reihen
zuriickgefiihrt.

f) Wir wollen noch einige Beispiele anfithren:

Gegeben sel ein Polyeder durch eine BZ-Reihe. Es wird die BZ-Reihe
fiir das Polyeder gesucht, das aus dem gegebenen dadurch entsteht, dass auf
allen Kanten ein innerer Eckpunkt (oben mit S; bezeichnet) hinzugefiigt wird.

Auflésung: man erginze ein Paar br... b zu bebi ... by by und ein Paar
2:...2 20 b ;b7 ... 2 (oder auch z;... 5 2 b7).

Man. bestimme die BZ-Reihe fiir das Polyeder, das aus den in der vorigen
Aufgabe konstruierten entsteht, indem noch die Verbindungskanten der inneren
Punkte je zweier benachbarter Kanten hinzugefiigt werden (diese Kanten sind
oben als +-Kanten bezeichnet).

Auflssung: Man fiige zwischen zwei aufeinander folgende Symbole by b, oder
b b oder b z; oder £;b7 je ein Paar £zl oder Ziszi oder Ziislh oder zizey ein
und bestimme in folgender Weise, dass je zwei dieser neuen Symbole gleich sein
sollen: wir betrachten zwei aufeinander folgende Kanten des Polyeders der ersten
Aufgabe, etwa 2;2,41, dann kommen diese in der B Z-Reihe dieses Polyeders
noch einmal vor, und zwar in den Gruppen biiizi+1bis1 und b7 z:b;. Wir iden-
tifizieren dann in der erweiterten Reihe zjs und 27y1.5. Sind aber in der Reihe
des ersten Polyeders etwa 2;b; zwei aufeinander folgende Symbole, dann folgt
auf dieses b} das Symbol b, und es kommt z; noch in der Gruppe b7 z: b/ vor.
Hier identifizieren wir zis mit 2/». Sind ferner b; bx zwei in der Reihe des
ersten Polyeders aufeinander folgende Symbole, dann folgt b auf dieses by und
wir identifizieren 24 mit z;. Analog ist die Identifizierung in den noch itbri-
gen Fillen. Man entnimmt die Bestimmungen am besten der BZ-Figur.
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N Beispiel . (siehe Fig. 22) Gegebenes Polyeder:
4
21bi20 b,

/N
erstes abgeleitetes Polyeder:
b1 2, b1 b, by 2, b1 b,
zweites abgeleitetes Polyeder:
i by 2112122, 213270 b1 b, 211212 b1 2, b1 213 214 by
v hier sind zu identifizieren:
) Z1s und zi2, 212 und 21

€4
. I 14 ’ {4
Fig. 22. zn und 214, 2 und en.

V. Untersuchung der {-Graphen.

a) Das T-Schema. Es lohnt sich, den t-Graphen, der zu einem Polyeder
gehort, noch etwas ndher zu wuntersuchen. Vorweg betrachten wir aber umge-
kehrt die zu einem f¢-Graphen gehdrenden Polyeder. Ist ein auf einer Kugel-
Adiche liegender Graph von der vierten Ordnung, etwa C,, gegeben, dann gehiren zu
shm zwei ermander dual entsprechende Polyedereinterlungen IT wnd IT*, deren -
Graph C, wst. C, teilt nimlich die Kugelfliche in zwei Gruppen von Flichen-
stiicken ein. Zwei Flichenstiicke derselben Gruppe haben keine Begrenzungs-
strecke gemeinsam. Nehmen wir jetzt irgend eine Auflésung A von C, und
bezeichnen diejenigen Selbstberiihrungspunkte von A4, bei denen die Paare auf-
einander folgender Strecken von A4 zu zwei Flichenstiicken der ersten Gruppe
gehdren, mit b, die anderen Punkte mit 2;, so liefert die Aufeinanderfolge der
Symbole fiir die Selbstberiihrungspunkte, wie sie auf A aufeinander folgen, eine
BZ-Reihe fiir ein Polyeder II, zu dem C, als #-Graph gehort. Vertauschen wir
die Bezeichnungen ¢ und &, so erhalten wir ein Polyeder 1%, das IT dual ent-
spricht. Wihrend die Auflosung in einen singularititenfreien Zug auf mannig-
fache Weise geschehen kann, ist die Aufldsung in Ziige, die an allen Punklen s
sich durchsetzen, eindeutig, da es zu jeder in einen solchen Punkt einmiindenden
t-Strecke nur eine nicht benachbarte ausgebende {-Strecke gibt. Die so ent-
stehenden Ziige charakterisieren wir durch die aufeinander folgenden Symbole
der Durchkreuzungspunkte S; resp. der Kanten z; oder b;, auf denen §; liegt.
Das so entstehende Schema von Symbolreihen wollen wir das 7-Schema nennen.
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Aus der BZ-Figur ist ohne weiteres zu ersehen, wie das 7-Schema aus der BZ-
Reihe entsteht. Wir kinnen die Symbole hierbei, gleichgiiltig, ob sie zu Zwiebel
oder Baumkanten gehoren, einfach mit §; bezeichnen. Dann gehe man von
einem Symbol, etwa S, in der BZ-Reihe in einer bestimmten Richtuhg zu dem
nichsten Symbol, etwa S, dann vom  anderen Symbol S, in der wmgekehrien
Richtung zum nichsten Symbol, etwa S,, weiter vom andern Symbol §; in der
ersten Richtung zum ndchsten Symbol etwa S, usw., bis man wieder zum Sym-
bol S, der Ausgangsstellung zuriickgekehrt ist. Dann wird durch die Symbol-
reihe §8;,8;8;...8; ein Zug des t-Graphen mit oder ohne Doppelpunkte darge-
stellt. Sind durch diese Reihe noch nicht alle Symbolpaare erschopft, so gehe
man von einem noch nicht durchlaufenen Symbol aus und mache denselben Prozess,
der wieder einen Zug liefert. Wir fahren solange fort, bis alle Symbole in
Reihen angeordnet sind, denen ebenso viele Ziige des {-Graphen entsprechen.
Da der t-Graph eindeutig zum Polyeder gehort und ebenfalls eindeutig diese
Art von Auflosung der Ziige, so sind die Anzahl der Reihen im 7-Schema, die
Anzahl der Symbole in den einzelnen Reihen, die Verteilung von gleichen Sym-
bolen auf die verschiedenen Reihen und iiherhaupt ihre Anordnung, abgesehen
von zyklischer Veriinderung in den einzelnen Reihen, etwas gegeniiber der Be-
zeichnung der Polyeder-Elemente Invariantes. Wir haben auf diese Weise ein
das Polyeder charakterisierendes Schema.

Aber es ist zu bemerken, dass zwar das Polyeder eindeutig das 7-Schema
liefert, im Gegensatz zur BZ-Reihe; aber weder liefert jedes solche Schema ein
Polyeder vom Geschlecht o — denn jeder Graph vierter Ordnung, anch wenn
er gar nicht auf einer Kugelfliche realisiert werden kann, liefert ein solches
Schema — noch ist das Polyeder eindeutig durch das Schema bestimmt. Denn
die Realisierung des Schemas auf einer Kugelfliiche ist, wenn sie iiberhaupt
moglich ist, auf verschiedene Weise mﬁglich.

b) Die Mehrdeutigheit des T-Schemas wnd die hiheren T-Schemata. Die
Mehrdeutighkert des T-Schemas wird wenigstens tedlweise aufgehoben durch die héheren
2u einem Polyeder gehirenden t-Graphen: der zu einem Polyeder gehorende ¢-Graph
gibt selbst wieder eine polyedrische Einteilung der Kugelfliche — mit lauter
ﬁierstrahligen Ecken — und liefert also wieder einen #Graphen, den t’z-Graj)heh
des wrspriinglichen Polyeders, zu dem das T*-Schema gehort. Auch dieser Graph
ist eindeutig dem Polyeder zugeordnet und abhiingig von der Realisierung des

T-Schemas auf der Kugelfliche, oder, was dasselbe ist, von der B Z-Reihe dieser
20—36122, Acta mathematica. 67. Imprimé le 23 juin 1936.
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Realisierung. Wir betrachten noch die weiteren Graphen, den Graphen drit-
ter, ... nter Ordnung. Es ist ohne Schwierigkeit zu sehen, wie diese hoheren
t-Graphen mit den niederen zusammenhiingen: der {**2-Graph entsteht aus dem
t»-Graphen durch Ersatz jedes Zuges durch zwei parallele Ziige.

Hierzu geben wir das einfachste Beispiel: Das gegebene Polyeder habe
zwei Flichen und eine Kante (s. Fig. 23). BZ-Reihe: ¢z. 7T-Schema: zz. BZ-

-
- ~

r \
7 \
r
' ]
B \ /
: \ '
e . ,
o //
\\ ’/
Fig. 23a. Polyeder und ¢Graph. Fig. 23b. fGraph und {:-Graph.
/”‘-‘\‘\ //" ~\\\\
’ \
/ AN
'
/ \
X D)
| '
\ /
\ '
\ 7
/
\
\\\ ’,’, S~ '//
Iig. 23¢. &*Graph und #*-Graph. Fig. 23d. -Graph.

Reihe des #-Graphen auf der Kugel: z,2,2,2,. T*Schema: z,2,2,2,, BZ-Reihe
des t®:-Graphen: 2121230 232,200, T*Schema:
{Zl A2y

’
PYY

Man sieht aus den Figuren, wie der #*-Graph aus dem {-Graphen durch Ver-
doppelung entsteht.

Das 7T®-Schema hitte auch die Realisation R”, die in der Figur 24 dar-
gestellt ist, gestattet. R” ist von dem in dem urspriinglichen liegenden #*-Gra-
phen topologisch verschieden. Zu' dieser Realisation R"” gehort die BZ-Reihe:

[N AN A N 7 A/ A A 4

21225 b 25 25 25 b, deren T-Schema nach unseren Vorschriften

AN NI AL NI N 4

jzl 21 b &5 25 24
lzg bll
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Fig. 24. R” und #Graph von R”. Fig. 25. R" als £Graph.

ist. Dieses T-Schema von R" ist verschieden von dem T°Schema durch die
Verteilung der Symbole auf die beiden Reihen. In diesem Falle liefern erst
T2-Schema und 7°-Schema zusammen eindeutig die Realisation des 7T®-Schemas.
Ubrigens gehort zu R als t-Graphen das in der Figur 25 dargestellte autopolare
Polyeder, das gar kein Graph ist. Also ist auch aus diesem Grunde R” als
Realisation eines T®-Schemas ausgeschlossen.

Die Invarianz des T-Schemas gegen die EBZ-Transformationen ist leicht di-
rekt d.h. ohne geometrische Uberlegungen durch-die Anordnungseigenschaften
der BZ-Reihe, der E BZ-Transformationen und des 7-Schemas einzusehen.

Die Realisation des T-Schemas in dem'gegebenen Polyeder lisst sich nach
unseren Methoden durch die Symboldarstellung der aufbauenden und abbauenden
internen Transformationen in einer BZ-Reihe darstellen und damit dann auch
das T*Schema gewinnen. Es wire wiinschenswert, diese Ableitung durchzu-
fihren und direkt die Invarianz des T*-Schemas gegen EBZ-Transformationen
darzutun. Auch wiire noch zu untersuchen, ob die hoheren 7™Schemata, viel-
leicht nur bis zur zweiten Ordnung, geniigen, um die Realisation des 7-Schemas
eindeutig zu charakterisieren, und damit zu beweisen, dass das System der 7™
Schemata, das aus dem B Z-System folgtbund eindeutsg, im Gegensatz zum BZ-
Schema selbst, zu dem Polyeder gehort, dieses auch eindeutig bestimmt.

Es sei noch bemerkt, dass das 7"™Schema 27¢, Kanten, 2" ¢, Ecken
(2~'—1)a, Vierecke und a, + ay andere Flichen ‘hat, deren Seitenzahl den
Strahlenzahlen der oz;, Ecken und den Seitenzahlen der o, Fliichen des urspriing:
lichen Polyeders entsprechen. Fiir grosses » entsteht eine Einteilung der Kugel,
die »fast iiberall> ein Quadratnetz ist und «,+a, singulire ‘Flichen hat.

¢) Wir geben als Beispiel noch die Reihe der 7™-Schemata fiir das Tetra-
eder. Das T-Schema koénnen wir aus jeder der beiden B.Z:Reilhen, die wir obén
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fiir das Tetraeder gegeben haben, entnehmen. Aus der ersten BZ-Reihe ergibt
sich das Schema

2125 by by
25 23 by by

23 b3 b, 2

)
Fig. 26.

Aus der zweiten BZ-Reihe ergibt sich das Schema

212323y

23 b,29 by

by2, b, 24
Die beiden Schemata sind in der Tat (abgesehen von der Bezeichnungsinderung,
néimlich Vertauschung von 2z, und b,) gleich. Die zugehdrige Realisation ist in

der Fignr 26 (fiir das erste Schema) dargestellt. Dafiir ist eine BZ-Reihe (mit
Bezeichnung nach Fig. 26):

’ I
b} b 2} bs 25 27 25 bs 21 ba bl £ 25 25 b3 by 25 27 25 by by 26 22 24

also erhalten wir als 7%Schema fiir das Tetraeder
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by 2527 2321 by
by 21 2y 27 25 by
21 b5 25 25 by by
bs 22 26 b b3 24
mit der Realisation in Figur 27.
Die ¢"-Graphen entstehen durch Verdoppelung

aus den " 2-Graphen. Also hat der ##™-Graph des
Tetraeders doppelpunktslose Ziige, der #*”*1-Graph

Fig. 27.

3 2™ doppelpunktslose Ziige.

§ 3.
Darstellung der Graphen auf der Kugel (Gauss’sches Problem),

1. a) Die Gaussische Bedingung. Es liegt nahe, an dieser Stelle das Gaus-
sische Problem der Trakte' in etwas erweiterter Form zu behandeln. Es sei ein
Schema von Symbolen, in einer oder mehreren Reihen angeordnet, gegeben, in
dem jedes Symbol zweimal vorkommt. Was sind die Bedingungen dafiir, dass
dieses Schema das Schema fiir die anfeinander folgenden Doppelpunkte eines
Graphen vierter Ordnung auf einer Kugel ist? Gauss behandelt nur den Fall,
dass eine einzige Reihe von Symbolen vorliegt, dass also der Graph in einem
einzigen  Zuge (»Trakt> bei Gauss) durchlaufen wird. Er gibt als eine notwen-
dige Bedingung an, dass je zwei gleiche Symbole durch eine gerade Anzahl von
Symbolen getrennt werden. Fiir ein Schema, das aus mehreren Reihen besteht,
lautet diese Gaussische Bedingung: jede Reihe enthilt eine gerade Anzahl von
Symbolen und die Reihen sind durch zyklische Verschiebung so anzuordnen, dass
jedes Symbol (in einer oder mehreren Reihen) an einer geraden und an einer
ungeraden Stelle vorkommt. Diese Bedingung folgt ohne Schwierigkeit daraus,
dass zwei geschlossene Ziige sich auf der Kugel in einer geraden Anzahl von
Punkten durchsetzen. Dass diese Bedingung nicht hinreichend ist, hat schon
Gauss erkannt.

b) Notwendige wund hinreichende Bedingungen. Fiir unsere Betrachtung
liegt es mnahe zu séhen, welche die Bedingungen dafiir sind, dass aus einem

18, Gauss, Werke Bd VIII (Nachlass) s. 271 ff,
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golchen Graphen-Schema eine BZ-Reihe gewonnen werden kann, fiir die das
Graphen-Schema das 7-Schema ist. Dazu ist es nétig, den Graphen in geeig-
neter Weise an allen Stellen so umzuschalten, dass ein einziger Zug ohne Doppel-
punkte, nur mit Selbstberiihrungspunkten herauskommt. Folgende Regel fiir die
Umschaltung scheint mir recht einfach zu sein (sie ist die Erweiterung einer
Idee, die mir Heegaard vor etwa 25 Jahren mitteilte). Kommt das Symbol s in
zwei Reihen vor, die etwa s D, und Dys sein mogen, dann bilden wir aus diesen
beiden Reihen die Reihe sD,sD,, Kommt ein weiteres Symbol s° wieder in
zwei Reihen des neuen Schemas vor, so verschmelzen wir wieder die beiden
Reihen und fahren so fort, bis das Schema in lauter Reihen zerfillt, die jede
jedes Symbol zweimal enthalten. Da diese Reihen lauter vollstindig von ein-

ander getrennte Graphen liefern, so kénnen wir annehmen, dass wir nur eine

e P R

Fig. 28.

einzige solche Reihe zu behandeln haben. Wir nehmen an, wir hitten mit dem
Symbol s, s ...s™ -dieser Reihe je die Verschmelzung zweier Reihen durchge-
filhrt, und es blieben noch die Symbole v, v’ ... iiber. Durch die mit s, ...
durchgefiihrten Operationen sind die Doppelpunkte an den betreffenden Stellen
zu Selbstberithrungsstellen: geworden. Wir haben durch geeignete Operationén
die den Symbolen v, v’ ... entsprechenden Doppelpunkte aufzulésen. Es sei die
Reihe etwa v F,vF,. Wir bilden aus ihr die neue Reihe vF;'vF,, d. h. wir
kehren in dem einen Teil der Reihe zwischen v und v die Reihenfolge der Sym-
bole um.. Daraus entsteht das Schema fiir einen Zug in dem der Punkt v ein
Selbstberithrungspunkt ist (s. Fig. 28). So operieren wir in beliebiger Reihenfolge
mit allen iibrigen Symbolen " .... Dadurch sind alle Doppelpunkte des Graphen
in Selbstberithrungspunkte verwandelt,y die von einem einzigén durch die Reihe
dargestellten Zug A durchlaufen werden. Unter der Voraussetzung, dass der,
dem urspriinglichen Schema entsprechende Graph mit lauter Doppelpunkten auf
einer Kugelfliche realisierbar ist, ist auch der Zug A mit seinen Selbstberiih-
rungspunkten auf der Kugelfliche realisierbar. Dann aber miissen sich die Sym-
bole der A darstellenden Rethe in zwei Klassen, eine z-Klasse und eine b-Klasse,
einteslen lassen, sodass kein Paar von gleichen e-Symbolen durch ein Paar von z-
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Symbolen, kein Paar wvon gleichen b-Symbolen durch ein Paar von b-Symbolen
getrennt wird, wie aus den topologischen Kigenschaften der Kugelfliche ohne
weiteres folgt. Die A-Reihe liefert bzw. eine B Z-Reihe und ein Polyeder in dem
die s- bzw. v-Symbole sich als Baum- oder Zwiebelstrecken auffassen lassen. Wenden
wir jetzt riickwirts die oben angegebene, das 7T-Schema liefernde Transformation
(die ganz unabhiingig ist von der Art, wie die Symbole der A-Reihe auf Baum-
und Zwiebelstrecken verteilt werden) auf die Symbolreihe fiir 4 an, so muss
das urspriinglich gegebene Schema des Graphen herauskommen, falls eben die
Voraussetzung erfiillt ist, dass der Graph auf einer Kugelfliiche realisierbar ist. Wir
erhalten so den Satz: Dann und nur dann, wenn das Schema des Graphen 1) durch
die angegebene Umschaltungsoperation U eine BZ-Reihe liefert, II) durch die Um-
kehrungsoperation wieder aus der BZ-Rethe entsteht, stellt das Schema einen auf
der Kugelfliche realisierbaren Graphen dar. Damit ist das Gaussische Problem
fiir den allgemeinsten Graphen vierter Ordnung gelost.

Es ist noch Folgendes zu bemerken: 1) Das Erfiilltsein der Bedingung IT)
ist unabhiingig von dem Erfiilltsein der Bedingung I), wie die einfachsten Bei-
spiele zeigen. Es sei etwa das Schema ab ab gegeben. Hier hat die Umschal-
tung U gar keine Wirkung, weil zwischen zwei gleichen Symbolen nur ein
anderes Symbol steht. Wir erhalten also als Symbolreihe fiir A: ab ab. Diese
Reijhe stellt in der Tat eine BZ-Reihe dar, fiir die o das einzige Symbol der
z-Klasse, b das einzige Symbol der 5-Klasse ist. Bilden wir aber zu dieser BZ-
Reihe das 7-Schema, so erhalten wir nach unseren Vorschriften das zweireihige

{ab
ba

das von dem urspriinglich gegebenen verschieden ist. In der Tat befriedigt ja

Schema

das gegebene Schema die Gaussische Bedingung nicht. Es ist aber die Frage,
ob die Gaussische Bedingung zusammen mit der Bedingung T ausreicht.

2) Die verschiedenen Moglichkeiten, die durch eine U-Transformation ent-
standene A-Reihe als BZ-Reihe aufzufassen, liefern verschiedene Moglichkeiten,
den Graphen auf einer Kugelfliche zu realisieren, falls diese verschiedenen BZ-
Reihen nicht durch BZ-Transformationen auseinander hervorgehen.

¢) Wir wollen noch zwel Beispiele fiir den U-Prozess geben. Zuerst neh-
men wir den zum Tetraeder gehdrenden {-Graphen mit dem 7-Schema
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abecd
bedf
ealfe.
Wir hiingen die dritte Reihe etwa in dem dem Schema entsprechenden Durch-
laufungssinn bei @ in die erste Reihe ein und erhalten das Schema
afceabdbcd
bedlf.

Wir hiingen die untere Reihe in die obere Reihe bei & ein und erhalten die
Reihe
afceabedfbecd.

Wir spiegeln jetzt einen Abschnitt zwischen den beiden ¢ und erhalten
adceabedfaclf

Die Spiegelung in Bezug auf e liefert

adcebaedfbeclf.

Spiegeln wir in Bezug auf d und f, so erhalten wir
adeabecdfeb/f

Bezeichnen wir a, b, ¢, mit #;, 2,, #,, ferner d, e, f, mit by, by, b;, so erhalten
wir die BZ-Reihe
2y by by 23 29 by 2, by by 2, 2, b,.

Diese BZ-Reihe stimmt abgesehen von zyklischer Umstellung mit der zweiten
fiir das Tetraeder gegebenen B Z-Reihe iiberein. Lassen wir die Bezeichnung
ungeindert und bilden nach unserem Verfahren das zugehorige T-Schema, so0
erhalten wir das urspriinglich gegebene dreireihige Schema zuriick.

Als besonders einfaches Beispiel behandeln wir
noch den Graphen mit dem Schema

abecabde.
Spiegelung an a ergibt
achatbe.

Jetzt haben die Spiegelungen an b und an ¢ keine
" Wirkung mehr. Wir bezeichnen a mit 2z, b und ¢ mit
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-4 bg b1 14 bl bg,

die dem aus zwei Dreiecken bestehenden Dieder entspricht. Der zugehorige
t-Graph ist der Kleeblattschlingenzug (s. Fig. 29).

11. a) Die Algebra der Graphen. Die verschiedenen U-Transformationen
entsprechen den verschiedenen Auflssungen des Graphen. Sie entstehen durch ver-
schiedene Wahl und Reihenfolge fiir die auszufithrenden Operationen. Diese bilden
ein merkwiirdiges System, dessen Higentiimlichkeiten einmal den speziellen Gra-
phen, andererseits iberhaupt ganz allgemein die Art der topologischen Gebilde
charakterisieren. Wir wollen sie etwas nidher betrachten, aber uns dabei auf
Schemata, die aus einer einzigen Reihe bestehen, beschrinken. Zur besseren
Veranschaulichung stellen wir die z» Symbole, deren Aufeinanderfolge den Trakt
charakterisiert, durch die Aufeinanderfolge der Hcken eines reguliren 2n-Ecks
dar. Daunn liefert das Schema die paarweise Beziehung der Ecken aufeinander
und eine Operation besteht darin, dass der eine von den beiden Teilen des re-
guliiren Polygons zwischen zwei gleich bezeichneten Ecken, etwa @, und a,, an
der Symmetriegeraden fiir @,a, gespiegelt wird. Dadurch geht das Polygon in
sich iiber, die Paare gleichbezeichneter Ecken in andere Paare gleichbezeichneter
Ecken. Spiegelt man den anderen zwischen o, und a, gelegenen Teil des Poly-
gons, so komwmt dieselbe Verteilung der Paare gleichbezeichneter Ecken heraus,
nur (2nsgesamt) an der Symmetriegeraden gespiegelt. Wir wollen deswegen diese
beiden Operationen nicht unterscheiden und bezeichnen sie mit A4,, ebenso die
fiir die beiden gleichbezeichneten Ecken a; ausgefithrten mit 4, usw. Wir er-
halten so erzeugende Operationen A, A4, ... d,. Wir konnen sie in beliebiger
Reihenfolge hintereinander anwenden und erhalten so immer eine bestimmte
Bckenkonfiguration und entsprechend einen Zug mit Selbstberiihrungs- und
Durchkreuzungspunkten. Aber diese erzeugenden Operationen bilden durch diese
Zusammensetzung keine Gruppe. Denn die Operationen sind Transformationen
eines Bereiches, dessen FEigenschaften duwrch jede Operation verdndert werden. Z. B.
kann die Operation A4;... AxA4; {das bedeutet in iiblicher Weise, es soll zuerst
A4; ausgeiibt werden, dann 4; usw. endlich A;) bewirken, dass zwischen ¢; und
@, nur ein Eckpunkt liegt, dann wird 4,, wenn man es nach all diesen Opera-
tionen ausfithrt, die Figur unverindert lassen, es wird 4, 4; ... Ay Ai=4;... Az A;
sein. Aber A, wird darum doch, ausgeitbt auf die urspriingliche Konfiguration,
diese verdndern konnen (vgl. das oben gegebene Schema fiir den Kleeblatt-

schlingenzug).
21—36122. .Acta mathematica. 67. lmprimé le 23 juin 1936,
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Wir miissen also stets die urspriingliche Stellung der gleichbezeichneten
Ecken haben, dann erst hat ein solches » Wort> W= A;... A3 4; einen Sinn.
Andererseits gibt es »Relationen>. Es sei etwa W=A4,... 4z A;= Ay ....
Ap Ay = W', d. h. die Operationen W und W’ ergeben von der gegebenen An-
fangsstellung aus dieselbe Endstellung. Ist dann der Anfang eines dritten Wortes
W" (der Anfang wird immer von rechts genommen) gleich W, dann kann man
diesen durch W’ ersetzen, nicht aber wenn in der Mitte oder am Ende von W”’
die Aufeinanderfolge von W vorkommt. Nur die Worte A4;4; kann man iiberall
in den aus 4, A4,... gebildeten Worten weglassen, oder hinzufiigen. Als Be-
zeichnung fiir solche Systeme schlagen wir »Spzel> vor. In der Tat sind die
meisten Spiele dadurch charakterisiert, dass ganz bestimmte Operationen vor-
handen sind, »Ziige», die eine gegebene »Stellung» oder »Verteilung» in eine
andere iberfithren, und ebenso wie bei unseren Systemen hat es bei diesen
Spielen keinen Sinn, von einer bestimmten Operation zu sprechen, ohne gleich-
zeitig die Situation anzugeben, in der diese Operation ausgefithrt wird. Das
Operieren mit den Spielregeln fithrt sehr viel schwieriger zu allgemeinen Resultaten
als das Operieren mit den eine Gruppe definierenden Relationen. Aber die to-
pologischen Gebilde sind wohl doch charakterisiert durch solche als Spiele be-
zeichneten Systeme von Transformationen eines Symbolschemas, und es ist zu
vermuten, dass man die dadurch entstehende Schwierigkeit bei dem Bestreben,
zu schénen Einzelresultaten zu kommen oder wohlgeformte, reich gegliederte
allgemeine Theorien aufzustellen, kaum wird vermeiden kénnen.

Gewisse Hinweise auf moégliche Untersuchungen in der Theorie der Spiele
gibt der von uns durch geometrische Betrachtungen gefundene Zusammenhaung
zwischen dem Graphenschema und der B Z-Reihe und ihren Transformationen: eine
vollstindige Auflosung eines einziigigen Graphen, eines Traktes, wird wie wir
gesehen haben, dargestellt durch irgendein Wort, das aus simtlichen Buchstaben
des Auflosungsspieles, jeder nur einmal benutzt, gebildet wird. Der Ubergang
von einem solchen Wort zu einem andern geschieht durch Vertauschung der
Reihenfolge der Buchstaben. Andererseits entspricht einer solchen vollstindigen
Auflosung, falls der Graph auf einer Kugel realisterbar ist, eine BZ-Reihe. Durch
EBZ-Transformationen kann diese B Z-Reihe in eine solche iibergefithrt werden,
die einer beliebigen anderen Auflssung des Graphen, also einem beliebigen an-
deren aus allen Buchstaben gebildeten Wort entspricht, und umgekehrt, jeder
Reihenfolge von BZ-Transformationen entspricht der Ubergang von einem sol-
chen Wort zu einem anderen Wort. Kann aber der Graph in verschiedener
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Weise auf einer Kugel realisiert werden, so gibt es andere BZ-Reihen und an-
dere Systeme von BZ-Transformationen, die den aus allen Buchstaben des Auf-
16sungsspieles gebildeten Worten entsprechen.

Andere Méoglichkeiten fiir die Entwicklung des Kalkiils bei den topologi-
schen Spielen wird die Darstellung der zahlreichen topologischen Untersuchungen
itber Polyeder durch unsere Symbolgebilde liefern.

b) Wir wollen auch noch ein Beispiel fiir ein besonders einfaches Spiel
betrachten, das zu den Konstellationen eines Sechsecks mit paarweise gleich-
bezeichneten Kcken gehort. Auf einem Sechseck bezeichnen wir gégeniiber-
liegende Ecken mit gleichen Buchstaben, etwa mit @, b und ¢. Wir haben da-
mit als »Anfangsstellung» unseres Spieles die Reihe abcabc, die iibrigens als
Graph betrachtet den Kleeblattschlingenzug darstellt. Die Inversion eines Ab-
schnitts zwischen ¢ und o bezeichnen wir mit A, die eines Abschnitts zwischen
b und b vesp. ¢ und ¢ mit B resp. €. Dann ergibt der Zug A die Stellung
ac¢cbabec, und die Zige B oder C von dieser Stellung aus gemacht ergeben
keine Anderung dieser Stellung. Analoges gilt, wenn die Ziige B und C von der
Anfangsstellung aus gemacht werden. Unser Spiel hat also nur vier Stell-
ungen: die Ausgangsstellung, etwa mit S, bezeichnet, ferner die Stellungen
A(S,y), B(S,), C(S,) und unser Spiel ist abstrakt eindeutig dargestellt durch
folgende Angaben:

3 erzeugende Ziige:
4, B, C.

7 Relationen:
A*=B’= (C*=E,

BA=CA=A4,
CB=AB=B,
AC=BC=20C,

wo I das Nicht-Ziehen, die Operation der identischen Umformung, bezeich-
net. — Dieses Spiel charakterisiert die verschiedenen Moglichkeiten, den Klee-
blattschlingenzug aufzuldsen.

Wir kiénnen auch, ebenso wie bei den Gruppen durch das Gruppenbild,
eine anschauliche Ubersicht iiber die Verkniipfung der verschiedenen Stellungen
durch einen bezeichneten Graphen sechster Ordnung mit vier Ecken geben.
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Dieses »Spielbild» wird durch die Figur 30 dar-
gestellt. Allgemein werden die Spiele darge-
stellt durch Graphen 2 wter Ordnung, bei denen
von jeder Ecke die 2n Strecken 4, 477... A, 4!

ausgehen, wo 4, ... A, die erzeugenden Opera-
tionen oder Ziige sind. Die Gruppen dagegen
werden durch ganz spezielle solche Graphen dar-
gestellt, nimlich durch bezeichnete Graphen, bei
denen alle Ecken topologisch mit Bezeichnung

Fig. 30. dquivalent sind, endlich die multiplikativen Ver-

kniipfungen der ganzen Zahlen nach einem Mo-

dul m durch den noch spezielleren Graphen, der aus einem Polygon miit m — 1
Seiten besteht.

§ 4.
Orientierbare Fliichen von hiherem Geschlecht.

Die vorstehenden Untersuchungen iiber die Darstellung gewohnlicher Poly-
eder lassen sich zum grossten Teil auf Polyeder von hiherem Zusammenhang aus-
dehnen. Wir wollen dies nur ganz in Kiirze fiir die orientierbaren Polyeder

ausfithren.

a) Baum, Zwiebel und BZ-Reihe. In ein beliebiges orientierbares Polyeder
legen wir einen Baum durch alle Ecken und bezeichnen seine Strecken mit by,
Wir ziehen dann den Baum auf einen Punkt zusammen und erhalten ein Poly-
eder mit einer einzigen Ecke von der 2(e¢;—a,+ 1) Strahlen ausgehen, die sich zu
o, — ay + 1 Strecken zusammenschliessen. Wir wollen diese Strecken zunichst
alle mit 2;, 2z, . .. bezeichnen. Dann liefert ihre Aufeinanderfolge wieder eine Reihe
2241 ..., in der jedes der o, —ay + I Symbole zweimal vorkommt. In diese
Z-Reihe fiigen wir wieder wie oben successive die b-Symbole ein und erhalten
so eine BZ-Rethe, die das Polyeder vollstindig bestimmt. Denn wir erhalten
aus der Reihe genau durch denselben Prozess wie bei den gewihnlichen Poly-
edern die Teilflichen: auf & modge in bestimmter Richtung in der Reihe
brbre1 ... beaazr folgen; auf das andere Symbol 2 mége in derselben Richtung
bs bs+1 ... bstp2nm folgen usw., dann bilden 2; b br+1 .. . br+221bsbss1 . . . Dstp2m USW.
die Berandung einer Fliche. Durch dasselbe Verfahren mit Vertauschung von
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z und b erhalten wir die Eckenzyklen. Damit ist natiirlich das Polyeder voll-
stindig gegeben.

Die BZ-Reihe erhiilt man aus dem Polyeder genau in derselben Weise wie
bei den gewoéhnlichen Polyedern direkt durch abwechselnde Umlaufung der Ecken
und Teilflichen.

Beispiel: ein topologisch regulires Polyeder vom Geschlecht 1 mit sechs
Dreiecken, neun Kanten und drei sechsstrahligen Ecken, s. Fig. 31. In der
Figur ist ein Teil der Umlaufungskurve eingezeichnet.

BZReihe: 6 b, 43b,7 1546b,215b,7 35 2.

Z-Reihe: 264371

lilore

462173

tlr

Hierbei ist allemal anstelle von 2; der Index ¢ geschrieben. Aus der BZ-Reihe
erbalten wir z B. die Dreiecke 6 b, 4 oder b, 7 1 usw. und die Eckenzyklen
6 b, 7 35 2 usw,

b} Geriist. Aus der Anzahl der der BZ-Reihe entnommenen Flichen und
Ecken ergibt sich das Geschlecht der dargestellten Fliche. Es gibt aber ein
sehr einfaches Kennzeichen dafiir, dass das dargestellte Polyeder ein von Null
verschiedenes Geschlecht hat. Lassen wir nimlich aus der BZ-Reihe alle b
weg, so erhalten wir die Z-Reihe. Awuf dieser streichen wir nun zuniichst jedes
Paar aufeinanderfolgender gleicher Symbole #;2;, dann in der neuen Symbolreihe
wieder alle Paare aufeinanderfolgender gleicher Symbole usw., bis wir zu einer
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Symbolreihe kommen, wir wollen sie G-Rethe nennen, in der jedes Symbol zwei-
mal vorkommt, aber keine zwei gleichen Symbole neben einander stehen. Die
Symbole dieser Reihe wollen wir im Gegensatz zu den gewdhnlichen 2-Symbolen,
die wir weggeschafft haben, Geriistsymbole nennen und durch den oben hinzugefiig-
ten Buchstaben g kennzeichnen, also 2{ schreiben. Ist kein g-Symbol vorhanden,
dann liefert uns die Z-Reihe eine gewohnliche Zwiebel und die BZ-Reihe ein
Polyeder vom Geschlecht Null. Die G-Reihe charakterisiert das Geschlecht.

Fig. 32.

Die Symbole der G-Reihe gliedern sich in Paare von Abschnitten oder
Abteilungen, in jedem Abschnitt kommt ein Symbol nur einmal vor, ein Paar
von zusammengehorigen Abschnitten enthilt jedes Symbol zweimal, die Paare
von gleichen Symbolen in den Abschnitten, die zusammengehoren, trennen sich
nicht. Alle Symbolpaare eines Abteilungspaares entsprechen isotopen, nicht auf
einen Punkt zusammenziehbaren (zerstiickelnden oder nicht zerstiickelnden) Flichen-
kurven. Im Falle, dass das Geschlecht der Fliche gleich 1 ist haben wir zwei
oder drei solcher Abteilungspaare. Im obigen Beispiel sind Z-Reihe und
G-Reihe identisch, die G-Reihe zerfillt in drei Abteilungspaare, die wir durch
Unterstreichung unterschieden haben. Die Figur 32 stellt die Geriiststrecken
auf dem lings zweier Riickkehrkurven aufgeschnittenen Polyeder der Figur 31 dar.

¢) Die durch andere Wahl des Baumes hervorgerufenen Transformationen
setzen sich aus Elementartransformationen zusammen, die ein Paar gleicher
b-Symbole mit einem trennenden Paar gleicher z-Symbole vertauschen. Diese
Elementartransformationen werden genau so mit den allgemeinen BZ-Reihen
ausgefiihrt wie mit den speziellen, zu den gewdhnlichen Polyedern gehorenden.
Durch diese Transformation kann die Anzahl der Geriiststrecken und die Anzahl
der Abteilungen sich dndern. Z. B.: BZ-Reihe:
befefefbefele]sle]afele]e] (3 Geriistabteilungen).
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Die Vertauschung von & und 2¢ ergibt:

? ! ’ ’
el B b de bRy

%

# 2,

2, ist keine Gertiststrecke, denn nach Wegnahme von b stehen die beiden Sym-
bole z, nebeneinander. Die iibrigen z-Symbole gliedern sich in zwei Abteilungen
(s. Fig. 33).

Der ¢-Graph und T-Schema werden fiir ein allgemeines Polyeder genau so

Fig. 33.

aus der BZ-Reihe gewonnen wie fiir die gewohnlichen Polyeder. Fiir das obige
regulire Polyeder ergibt sich so das 7-Schema

6 b 153 b,
by 452057
4 3712 6.

Der #-Graph des Polyeders besteht also aus drei doppelpunktslosen Ziigen, die
sich in neun Punkten durchsetzen.

d) Jetzet konnen wir auch das Gaussische Traktproblem fiir Flichen von
hoherem Geschlecht behandeln: Sei irgend ein Graphenschema gegeben, dann
bilden wir genau so wie frither aus ihm eine Auflssungsreihe A durch Inein-
anderhiingen der Reihen und Spiegelungen von Abschnitten zwischen gleichen
Symbolen. Bezeichnen wir in der so erhaltenen A-Reihe irgendeine Anzahl von
Symbolpaaren, die sich gegenseitig in der Reihe nicht trennen als b-Symbole,
die andern als z-Symbole, dann ergeben unsere Vorschriften eindeutig die Kon-
struktion eines Polyeders, etwa vom Geschlecht p. Ist das zu dem Polyeder
gehdrende 7-Schema identisch mit dem gegebenen Graphenschema, dann ist ge-
zeigt, dass das Schema des Graphen sich auf einer Fliche vom Geschlecht p
realisieren lisst. Durch diesen Prozess wird also stets in einer endlichen An-
zahl von Schritten, die in Symboloperationen bestehen, entschieden werden kén-
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nen, welches das kleinste Geschlecht fiir eine Fliche ist, auf der sich ein gege-
benes Graphenschema realisieren Jdsst. Aber im allgemeinen wird die Auswahl
der b-Symbole auf sehr viel verschiedene Weisen méglich sein und dementsprechend
die - Entscheidung iiber das Minimalgeschlecht nur durch langwieriges Probieren
herbeizufithren sein. Ausserdem ist wesentlich zu beriicksichtigen, dass hierbei
nur diejenigen Graphen erfasst werden, die als #-Graphen von Polyedern auf-
gefasst werden konnen.

Zum Schluss bemerken wir noch, dass in den BZ-Reihen fiir nicht-orientier-
bare Polyeder die z-Symbole mit Vorzeichen zu versehen sind.

Berichtigung.

In der Arbeit von Ingeborg Ginzel: Die konforme Abbildung durch die Gamma-
funktion Acta math. Bd. 56, 1931 ist folgendes zu berichtigen:

8. 320. Das 4. und das 8. Glied in der 2. Formel go b} sind dort zu streichen
und einschliesslich Vorzeichen in der 1. Formel go b) anzufiigen.

S. 321. 3. Zeile von unten: das 7 hat das Vorzeichen —.

S. 346. Alle Zahlen der Tabelle rechts von x =2 also von x=f ab bis
einschliesslich o = L miissen einen Platz tiefer stehen, gehdren also zu einem #£,
2

das um eine Einheit hoher ist. Die 1. Zahl ac=§, ¥ = 9,45408 gehdrt also zu
2

k= —6, die letzte x=ﬂ: Y = 1,41587 zu k= 6.
2



