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Einleitung. 

Im  f o l g e n d e n  sollen einige einfache Probleme der kombinator ischen Topo- 

logie behandel t  werden. Die Gebilde dieses Tei les  tier Geometr ie  bes~ehen, wie 

bekannt ,  aus einer  endlichen Anzahl  yon P u n k t e n  $1o . . .  S~, einer  endlichen An- 

zahl yon Strecken S 1, . . .  S~, als Verb indungen  yon je zwei (auch ev. zusammen- 

fallenden) der Punk te  S~, einer  endl ichen Anzahl  yon Fl~chenst i icken S ~ . . .  S~, 

die e ingespannt  sind in geschlossenen aus den Strecken St gebi ldeten Ziigen, 

usw., endlieh aus Raumsti icken S ~ . . .  S :  ~, wobei an die Stelle der  geschlossenen 

Streckenziige geeignet  zu definierende sph~rische Mannlgfa l t igkei ten  t re ten.  Ein 

solches Gebilde heisst  ein m-dimensionaler  Komplex  und wird mi t  C~ bezeichnet.  

H i e r  e r h e b t  sich schon unser  erstes _Problem: Zwei Komplexe  C,~ und C~ 

heissen topologisch gleich, falls sich die P u n k t e  yon Cm und die P u n k t e  yon C~, 

die St reeken yon Cm und die Strecken yon C~ und en~sprechend allgemein die 

k-dimensionalen Raumsti icke yon C~ und die yon C~ so e inander  ein-eindeutig 

zuordnen lassen, dass die >>vereinigte Lage>> fiir die Stiicke verschiedener  Dimen- 

sion erhal ten  bleibt, d .  h. dass ,  wenn in C~ ein Punk~ zur Begrenzung einer 
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S~recke gehSrt, der durch die Zuordnung in C~ entsprechende Punkt zur Be- 

grenzung der entsprechenden Strecke gehSrt, ferner dass, wenn in C~ eine Strecke 

zur Begrenzung eines Fl~chens~iickes gehSrt,:in C~ die entsprechende Strecke 

zu der Begrenzung des entsprechenden Fl~ichenstiickes gehSrt usw. Um zu ent- 

scheiden, ob zwei Komplexe C~ und C~ mit gleicher Anzahl yon Punkten, 

Strecken usw: ~opologisch gleich sind, kann man s~mtliche iiberhaupt m5gliche 

ein-eindeutige Zuordnungen der Punkte, Strecken usw. yon C,~ zu den Punk~en, 

Strecken usw. yon C~ daraufhin untersuchen, ob unter ihnen solche sind, bei 

denen die vereinigte Lage erhalten bleibt. Eine eindringendere Betrachtung 

wird aber neben den Zahlen der Punkte, Strecken usw. noch weitere topologische 

Invarianten (oder invariante Elemente) bestimmen, sodass die Ubereinstimmung 

der geordneten Reihe dieser Ynva~ianten die notwendige und hinreichende l~e- 
dingung fiir die topologische Gleichheit zweier Komplexe darstelit. Die Aufstel- 

lung eines solchen vollst~ndigen lnvariantensystems fiir den allgemeinen Kom- 

plex oder, was dasselbe ist, die kanonische 1)arstellung der C~ bildet den InhMt 

des ersten Paragraphen. Die kanonische D~rstellung eines gegebenen Komplexes 

wird im allgemeinen nicht ohne Probieren m5glich sein. Aber dieses Probieren 

bezieht sich nur auf einen Komplex, nicht auf Paare, wie bei der obigen primi- 

riven hlethode. Das ist der prinzipielle' Fortschritt. In praktischer ttinsicht ist 

er analog dem Fortschritt yore dem direkten Vergleich zweier Anzahlen dureh 

successive Zuordnung der Elemente zu dem Vergleich der geordneten Ziffern in 

der Darstellung .~eder der Anzahlen etwa im Dezimalsystem. Es ist bezeichnend 

fiir die bis jetzt noch so mangelhafte systematische Entwicklung der Topologie, 

dass dieses einfache Problem bisher in der Literatur, wie mir jedenfalls scheint, 

nicht behaadelt wurde. 

Nachdem dieses Problem gelSst ist, wird man sofort die Forderung erhe- 

ben, die Eigenschaften solcher geordneter l~eihen festzustellen, die Komplexe 

der verschiedenen Dimensionen darstellen. Diese Feststellung wird in der vor- 

liegenden Arbeit nicht durchgefiihrt, ist aber wohl mit keinen Schwierigkeiten 

verbunden. Dagegen bildet diese Feststellung den ersten Schritt bei der Behand- 

lung einer zweiten Art yon Problemen. 

Diese zweite Stufe yon topologischen Problemen zu iiberwinden macht be- 

deutend gr5ssere Schwierigkeiten: Durch die charakteristischen topologischen 

Transformationen, vor allem durch die >>internem) Transformationen, d. h. dutch 

Zerlegung, werden die topologischen Komplexe der verschiedenen Dimensionen 

in Klassen eingeteilt. Man nennt zwei Gebilde homSomorph, wenn sic dutch 
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interne Transformationen in einander iibergefiihrt werden kSnnen. Es erhebt sich 

nun das Problem, die verscMede~2en Klassen hom~omorpher Gebilde yon einm~der dutch 

die Darstellung z,u unterseheiden. Dies Problem ist bisher nur in den allerein- 

fachsten Fgllen, der Hauptsache nach ffir diejenigen Komplexe, die geschlossene 

oder berandete ~l~chen sind, gelSst. Wir werden in w 2 sehr einfache Darstellungen 

fiir Fl~chen geben, sodass jeder zu einer bestimmten Klasse gehSrenden Dar- 

s~ellung eindeutig eine Flgehe der entsprechenden Klasse homSomorpher Fl~chen 

zugehSrt. Dass jeder Fl~che auch umgekehrt eindeutlg eine solche Darstellung 

zugeordnet werden kann, erreichen wir durch Benntzung der in w I entwickelten 

l~Iethode. Diese Darstellung der Fliichen hat noch eine ganz andere Bedeutnng. 

Es gibt viele topologische Fragen, die spezielle Eigenschaften derjenigen Kom- 

plexe betreffen, die geschlossene Flgchen bestimmter Art sind, ieh denke etwa 

an das Vierfarben-Problem. Soll die LSsung dieser Probleme nicht yon einem 

gliieklichen Zufall abhiingen, so ist es nStig, eine mSglichst vollstgndige ~ber- 

sieht fiber die Gesamtheit dieser Komplexe zu haben. Eine solche wird fiir die 

Polyeder dureh die in w 2 gegebene Darstellung versueht, bIit ihrer ttilfe 

wird auch ein sehr einfacher Fgrbungssatz abgeleitet. Endlich wird durch diese 

Darstellung der Weg erSffnet, um rechnerische Methoden fiir die Topologie zu 

verwerten. Dazu ist zun~chst eine gewissermassen algebraische Darstellung der 

topologisehen Gebilde erforderlich, eine Art analytischer Geomet~effir die To- 

pologie, die wenigstens in den Grundziigen fiir die orientierbaren gesehlossenen 

Fliichen in w 2 und w 4 gegeben wird. 

In w 3 behandeln wir das Gaussische Problem der Tracte, dessen LSsung 

sieh zwanglos an die vorangehenden ErSrterungen anschliesst. Hier tritt die 

algebraische Structur in so einfacher Form auf, dass sie zu ngherer Betrachtung 

geeignet ist. Es treten die charakteris~ischen Unterschiede gegeniiber den Grup- 

pen klar hervor: Die Associationen yon verschiedenen Operationen zu einer ein- 

zigen Operation ist im allgemeinen nicht mSglich. Es werden Systeme solcher 

Operationen, die als S2iele bezeichnet werden, abstract dargestell~ und durch 

geometrische Gebilde voranschaulicht. 

Die Algebraisierung der Topologie ist leiehter an die iiblichen Vorstellungen 

anzusehliessen bei einem Problem, in dem ganz spezielle Komplexe behandelt 

werden, ngmlich .diejenigen, die durch Zerlegung eines Rechteckes in Rechtecke 

geliefert werden. Dieses Problem werden wir an anderer Stelle behandeln. 
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Kanonische Darstellung der topologisehen Kompiexe. 

I. Es is t  zweckm~ssig, unsern Weg fiber die kanonische Darstellu~g ider BSume 
zu nehmen. Als BSume bezeichnet man die zusammenh~ngenden Streckenkom- 

plexe Cj ohne geschlossene Streckenzfige. Zu der Darstellung der B~ume be- 

nutzen wir topologisch ausgezeichnete Punkte und damit auch ausgezeichnete TeiL 

b~ume. Diese erm5glichen eine yon den einfachsten zu beliebigen Biiumen auf- 

steigende kanonische Darstellungi falls Bestimmungen fiber d i e '  Anordnungen 

getroffen werden. 

a) Mittelpunkt oder Achse elnes Baumes. c. Jordan hat als topologisch 

ausgezeichnete Elemente die Zentralelemente erkannt: ein aus mehreren Strecken 

bestehender Baum hat  notwendig Endslreclcen, dl h. Strecken, deren einer End- 

punkt :ein ~iusserer Punlct ist, yon dem keine andere Strecke ausgeht. Entfernt  

man yon einem Baum siimtliche Endstrecken, so bleibt ein Punkt,  MitteTpunkt, 
oder eine Streeke, Achse, oder ein Baum mit weniger Strecken fibrig, den man wie 

den urspriingliehen Baum dutch Entfernung der Endstrecken verkleinern l~aun. 

Dureh Fortsetzung dieses Prozesses kommen wir schlesslich zu einem ~r 

oder einer Achse, die die topologisch ansgezeiehneten Zentralelemente des Baumes 

sin& Die BSume sind also durch die Art  ihrer Zentralelemente in zwei ver- 

schiedene Klassen eingeteilt, solche mit Mittelpunkt und solche mit Achse. Die 

Zentralelemente sind dureh ExtremumseJgenschaften ausgezeichnet and auch 

durch diese eindeutig zu definieren: Zwei Punkte des Baumes sind durch einen 

und nut  einen Streekenzug miteinander verbunden. Das Maximum n der An- 

zahl der Strecken eines solchen Zuges sei ffir den Zug Z erreicht, dana ist, falls 

n gerade ist, der Mittelpunkt yon Z der Mittelpunkt des Baumes und falls u 

ungerade ist, die mittlere Strecke yon Z die Achse des Baumes. Aus der ur- 

sprfinglichen Definition, aber auch durch direkte Betrachtung, folgt leicht, dass 

nile solche maximalen Zfige durch denselben Punkt  resp. dasselbe Punktepaar 

(dieselbe Strecke) hindurchgehen. Diese Eindeutigkeit der Bestimmung ausge- 

zeichneter Elemente durch extremale Eigenschaften macht die B~ume vor allen 

anderen Komplexen geeignet zur kanonischen DarsteUung. 

Die yon dem ~i t te lpunkt  oder yon jedem der Achsenendpunkte ausgehen- 

den Teilbi~ume liefern topologisch ausgezeichnete Gesamthei ten yon kleineren 

B~umen. E s  ist nur nStig, diese anzuordnen und bei der Anordnung auch die 
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Art, wie sie an den Zentralelementen angeheftet sind, zu beriicksichtigen. Das 

wird ermSglicht dutch 

b) Bezeichnung der Punkte eines Baumes. Allen ~usseren Punkten ordnen 

wir den Buchstaben F zu. Hat  der Baum einen Mittelpunkt, so bezeichnen wir 

ihn. mit Mo, hat er eine Achse, so bezeichnen wir die Endpunkte der Achse 

mit Alo und A~o, wobei wir fiber die u dieser beiden Bezeichnuugen auf 

die Achsenendpunkte erst sparer eine Entseheidung treffen wollen. Alle Mittel- 

punkte resp. Aehsenendpunkte der an M o oder an einem der A~o h~ngenden 

Teilb~umen bezeichnen wir mit M 1 resp. mit  A1, und A~. So fahren wir fort 

und nennen einen Punkt  Mr einen Mittelpunkt r-terStufe, A~ und A~ Achsenend- 

punkte r-ter Stufe. Da Mr resp. Ar und A~ stets ~ussere Punkte der an ihnen 

h~ngenden B~ume sind, so tritt  jeder innere Punkt  nur einmal als Mittelpunkt 

oder als A chsenendpunkt auf. 

c) Das einem Baume zugeordnete Wort. Aus den Buchstaben F, Mr, A~, 

A~ und den Klammer-(Zusammenfassungs-) Zeichen wollen wir ein Wort  fiir den 

Bantu bilden. Und zwar sollen in diesem Wort  soviel Buehstaben F vorkom- 

men, wie der Baum iiussere Punkte  hat, so viele Mr, wie er Mittelpunkte r-ter 

Stufe, abet jeder dleser Punkte so oft a l s  Strecken yon ihm ausgehen, so viel 

A~ und A~, wie der Baum Achsenpunkte r-ter Stufe hat, aber jeder Achsenend- 

punkt einmal weniger oft als Strecken yon ihm ausgehen. Wir werden die An- 

ordnung dieser Buehstaben und ihre Zusammenfassung durch Klammerzeichen 

so vorsehreiben, dass das Wort eindeutig den Baum bestimmt, und alle to~ologisch 

gleichen Bh'ume dasselbe Wort ergeben. Diese Worte geben damit die kanonisehe 

Darstellu~g der Bdume. 

Wit  bezeichnen den aus zwei Punkten und einer Strecke bestehenden, ein- 

fachsten Baum mit _FF. Wir nehmen ferner an, wir h~tten sehon alle B~ume 

mit weniger als n Punkten im obigen Sinne kanonisch durch Worte bezeichnet. 

Diese Worte seien auch in einer einfachen Reihe angeordnet, d. h. zwei Baum- 

worte B~ und B~ sind entweder identisch oder B~ kommt in dieser Reihe vor 

B~, oder B~ kommt in dieser Reihe vor B~. Es sei nun ein Bantu mit n Punk- 

ten und einem Mittelpunkt M o gegeben. Dann betrachten wir die B~ume, die 

an M o h~ngen, und die sie nach unserer Annahme darstellenden Worte. In je- 

dem dieser Worte  entsprlcht dem Punkte M o ein F,  da ja  Mo fiir jeden dieser 

B~ume ein ~usserer Punkt  ist. Es kann auch sein, dass M o mehreren Punkten 

des fiir sich betrachteten Teflbaumes zugeordnet werden kann, fal ls  n~mlich 
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diese Punkte auf dem Teilbaum topologiseh eequivalent sind d. h. bet einer etwu 

mSgliehen Abbildung des Teilbaumes auf sieh einander entspreehen.  In diesem 

Falle ordnen wir M o demjenigen F zu, das in dem den Teilbaum darstellenden 

Wort  zuerst kommt. _~ndern wir je~zt in jedem solehen Teilbaumwort den M o 

zugeordneten Buchs~aben F in M o urn, die Zeiehen ]l/, in Mr+~, die Zeiehen 

A / in A~+ 1 (in tJbereinstimmung mit der Bezeiehung der Punkte  des gegebenen 

Baumes), sehliessen jedes dieser Wor te  in Klammern and ordnen die Klammern 

nach der Stellung der eingeklammerten Worte  (vor der Xnderung ihrer Zeichen) 

in  der nach Voraussetzung vprhandenen l~eihe yon links nach rechtS in auf- 

steigender Ordnung, dann ordnen wir dem gegebenen Baum die Gesamtheit dleser 

geordueteu eingeklammerten Worte  als Wor t  zu. Wir haben jetzt noch eine 

Bestimmung tiber die Anordnung der B~ume mit n Punkten zu treffen. Zun~chst 

ordnen wir die Zeichen, aus denen die Worte  zusammengesetzt sind. Der Ein- 

fachheit haiber bezeichnen wir noch die nach rechts offne Klammer (Anfangs- 

klammerzeiehen) mit z -1, die naeh links offne (Schlussklammer) mit x. Dann 

or4nen wir die Zeiehen in die Reihe 

F M o A  'oA ~oM1A, A,  . . .  M, A~ A, . . . .  ~-l sf 

F hat den niedrigsten Platz, z den hS"chsten. Betrachten wir jetzt  zwei Worte  

B1 und B~ yon dem letzten Buchstaben anf~ngend, der bei beiden x sein 

wird, dann wird, wenn die beiden Worte  nicht identisch sind, ein Buchs$abe 

des einen Wortes  zuerst yon dem an gleieher Stelle stehenden Buchstaben 

des andern Wortes verschieden sein. Die Ordnung der beiden Worte soll dieselbe 

sein wie die oben festgelegte Ordnung dieser beiden Buchstaben. Es kann auch 

sein, dass das eine Wor~, etwa B~, weniger Buchstaben hat ais das andere und 

identisch ist mit einem Endabschnitt  yon B~, dann soll B 1 niedrigere Ordnung 

h~ben als B,. Diese Anordnung hat die Eigenschaft, dass zwei nicht identische 

Worte  verschiedene Ordnung haben und dass, wenn B~ grSssere Ordnung hat 

als B~ und B~ grSssere Ordnung hat  als JB3, dann B1 aueh grSssere Ordnung hut 

als Bs; die Wortanordnung ist einfach. Das folgt sofort aus der einfachen An- 

ordnung der Zeichen selbst. 

Zwei topologisch verschiedene Biiume von n Punkten bestimmen auch ver- 

schiedene Worte:  Nach u gehSrt zu ~edem der eingeklammerten Teil- 

worte topologisch nur ein Teilbaum and das Zeichen F, das bei der Wortbildung ffir 

den ganzen Baum in 3/o verwandelt wird, l~ezeichnet einen bestimmten Punkt  dieses 

Teilbaumes oder einen yon topologiseh gleiehwertigen Punkten. Liefern abet  zwei 
17--36122.  Acta mathematica, 67. Imprim4 le 22 juin 1936. 
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B~ume dasselbe Wort  mit dem Zeichen Mo, so kSnnen wir die am M o h~ngen- 

den Teilbi~ume ein-eindeutig mit Erhaltung der vereinigten Lage so aufeinander 

abbilden, dass dabei die dem Punkte M o entsprechenden F-Punkte einander ent- 

sprechen. Also sind durch diese Abbildungen auch die beiden ganzen B~ume 

als topologisch gleich nachgewiesen. Die besondere Bedeutung yon M o spielt 

hier keine Rolle, sie wird benutzt dazu, um umgekehrt jedem Baum nut  ein 
Wor~ entsprechen zu lassen. 

Unter den an M o h~ngenden Teilb~umen kSnnen auch topologisch iden- 

tische, also auch durch identische Worte dargestellte vorkommen. Dann ist die 

Reihenfolge der entsprechenden Klammern willkiirlich. Die Erscheinung, dass in 

einem Baumwort gleiche Klammern hinter einander und in derselben grSsseren 

Klammer oder iiberhaupt nicht eingeklammer~ vorkommen, bedeutet, dass der 

Baum Transformationen in sich zuliisst. 

Es ist noch der Fall zu erledigen, dass der gegebene Baum mit n Punkten 

keinen Mittelpunkt sondern eine Achse hat. Wir bezeichnen dann in den Wor- 

ten fiir die yon den Achsenendpunkten ausgehenden Teilb~umen diejenigen 

Punkte F (wir nehmen hierzu wieder wie oben das erste in Betracht kommende 

1"), die mit einem Achsenendpunkt zusammenfallen, mit dem indifferenten Buch- 

staben Ao, den wir in der Reihe der Buchstaben an die Stelle yon A'  U und A~ 

setzen. Wir betrachten jetzt die Gesamtheit dieser, mit Klammern versehener 

und geordneter Worte fiir jeden Achsenendpunkt. Auch diese Gesamtheiten 

haben nach unseren Vorschriften eine Ordnung und wir bezeichnen denjenigen 

Punkt  mit A~u, fiir den diese Gesamtheit niedrigere Ordnung hat, den andern 

mit A~. Sind die Worte dieser beiden Gesamtheiten identisch, dann ist der 

ganze Baum so in sich zu transformieren, dass dabei die Achsenendpunkte ein- 

ander entsprechen. In diesem Falle bezeichnen wir wirkiirlich den einen Punkt  

mit A~, den Andern mit A 2o. Jetz~ fiihren wir in jenen Gesamtheiten anstelle 

des Zeichens A o das Zeichen des zugehSrigen Achsenendpunktes A' o resp. A~ ein, 

vermehren alle Indices um I und setzen aus diesem Gesamtheiten das ganze 

Wort  zusammen, indem wir zun~tchst diejenigen mit A~o, dann die mit A~o schrei- 

ben. Es folgt dann, genau so wie oben, dass die kanonische Darstellung auch 

auf diese B~ume mit n Punkten ausgedehnt werden kann. Damit haben wir 

jetzt durch Induction fiir alle B~tume eine kanonische Darstellung gefunden. 

Beispiel.  Der in der Figur I dargestellte Baum wird nach unseren Vor- 

schriften kanonisch durch das Wort  
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((A ~, Mo) (A~ F))(((M2 A',)(M~ Mo))((A ~, F) ((M~ A:~)(M~ F)))((M~ F)((A~:M~) (A~:F)) �9 

�9 (((A~ M~)(A'~ 3/o))((A] F)(A~ F)))) 

dargestellt, wo die Zeichen u -~ und x wieder dutch ( und )ersetz~ sin& 

d) Baumwor te  ohne K lammern .  Wenn auch die eben dargestel[ten Wortbil- 

dungen unsere Bedingungen erfiillen, so sind sie doch als zu umst~ndlich zu 

bezeichnen. Die Klammern sind zwar als Bezeichnung fiir die Gesamtheit yon Teil- 

b~umen etwas topologisch Invariantes, aber es liegt nahe, neben der Bezeichnung 

der Punkte nur eine geeignete einfache lineare Anordnung der Zeichen zur Charak- 

Fig. L 

terisierung des Baumes anzuwenden. Ich weiss nicht, ob das in voller Allge- 

meinheit mSglich ist. Dagegen kann man leicht die Klummern entfernen, wenn 

man Doppelindices einfiihrt: Es sei etwa wieder ein Baum mit einem ~r 

punkt M o vorgelegt. Fiir jeden nieht aus einer Streeke bestehenden Teilbaum, 

der an M o h~ngt, wird M o in der Darstellung durch das Baumwort nicht an 

der ersten Stelle stehen. In  jedem solchen Teilbaumwort h~ngen wir an den 'M o 

vorhergehendeu (stets yon F versehiedenen) Buchstaben als zweiten Index die o 

und versetzen M o an den Anfang des diesen Teilbaum darstel[enden Wortes.  

Naeh Durehfiihrung dieser Operation teilen die Zeiehen M o das Wor t  ein in die 

den einzelnen an M o h~ngenden Teilb~umen entsprechenden Worte,  der zweite 

Index o g ibt  die ursprfingliche Stellung yon M o an. Genau so behandeln wir 

A~o und A~. Entsprechend veffahren wir in jedem der Teilworte mit den Zentral- 

elementen erster Stufe und dem entsprechenden zweiten Index I usw. his zu den 

Zentralelementen letzter Stufe, deren Zeiehen stets schon in unseren Worten vor 

den betreffenden Zeiehen F stehen. Wir  kSnnen jetz~, ohne dass der Zusam- 

menhang der Teile verwiseht wird ,  alle Klammern weglassen. Auf diese Weise 

entsteh~ aus dem obigen verklammerten Baumwort da s  Wor~ 
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M~IM2oA l ~ A, M,~ 1 M2FMoM~FMIA~ A~ FM~A,~ A.,o A'~ FA~: 2'. 

Fiir die Anordnung der B~ume benutzt man wohl zweckm~ssig die Form der 

verklammerten Worte. 

Fiir die Baumworte ohne Klammern sei noch Folgendes bemerkt: Jedem 

Punkte des Baumes entspricht eine Gruppe durch keinen Buchstaben mit nie- 

drigerem ersten Index getrennter, im ersten und ev. im oberen Index iiberein- 

stimmender Buchstaben. Gibt es aber zu P noch einen andern Punkt  P '  yon 

der Art, dass der Baum so in sich t ransformiert  werden kann, dass dabei P und 

P' sich entsprechen, dann entsprechen P und /~ zwei solcher Gruppen, die man 

beliebig P und P'  zuordnen kann. Solche topologisch mquivalenten Punkte 

sind in dem obigen Beispiet nur die Punkte, die den letzten beiden Buchstaben 

F entsprechen. 

II. Kanonische Darstellung der allgemeinen Komplexe. 

a) Accessorisehe Punktepaare an ei~em Baum. Fiir das Folgende ist es 

wichtig, Paare yon Punkten eines Baumes auszuzeichnen und das in eindeutiger 

Weise in den Baumworten zum Ausdruck zu bringen. Sei ein solches Punkte- 

paar etwa P1P1, so wolien wir in dem Baumwort hinter den beiden ersten 

Zeichen fiir die Punkte t)i und P~ die Buchstaben P1 resp. P-1 setzen. Es kSnnen 

speziell auch t)1 und zP 1 topologisch mquivalent sein, dann soil hinter das erste be- 

~reffende Zeichen der ersten Gruppe (s. o. S. I32) P~ gesetzt werden, hinter das erste 

be~reffende Zeiehen der zweiten Gruppe P1- Endlieh l~Snnen auch PI und /)1 den- 

selben Punkt  bedeu~en, dann setzen wir hinter den ersten Buchstaben fiir P~ und P1 

zuerst P1 und dann /~. In derselben Weise zeiehnen wir beliebig viele solche 

accessorische Pu~ktepaare P~P,~... t ) ~  aus. Ist etwa P2 topologiseh eequivalent 

mit P1, so setzen wir das Zeichen P~ hinter das erste betreffende Zeichen in der 

zweiten Gruppe. Ist  P~ identisch mit P1, dann setzen wir den Buchstaben P~ hinter 

den Buehstaben P~, falls aber auch _P~ mit F 1 identisch ist hinter P~. Die An- 

ordnuug dieser durch accessorische Punktepaare beschwerten Biiume bewirken wit, 

indem wir hinter die geordnete Reihe der Buchstaben fiir den Baum die Buch- 

staben P~ ~ 1 . . .  P~ P,~ fiigen und im iibrigen dieselbe Vorschrift ffir die Anord- 

nung der Worte  machen wie oben. Damit w~rcn die WorSe fiir die beschwerten 

Bi~ume sowie ihre An0rdnung erst bestimmt, nachdem die Indices fiir die acces- 



Uber kombinatorische Topologie. 133 

sorischea Punkte angegeben und eine Entscheidung dariiber getroffen ist, welche 

Punkte mit Pi und welche mit Pl zu bezeichnen sin& Liegen aber fiir einen 

beschwerten Baum solche Bestimmungen nicht vor, dann w~hlen wir yon allen 

mSglichen Worten fiir diesen Baum, die allen m5glichen solchen Bestimmungen 

entsprechen, dasjenige aus, das die kleinste Ordnung hut. Fiihren zwei verschie- 

dene Bestimmungen zu demselben Worte, so ist das ein Zeichen dafiir, dass der 

beschwerte Baum Transform~tionen in sich zul~sst. 

b) Jeder Streekeukomplex kann, meistens in sehr mannigfaltiger Weise, als 

beschwerter Baum aufgef~sst werden: durch Weglassung yon a s -  a0 + I geeigne- 

ten Strecken wird ein Streckenkomplex (mit a 1 Strecken und a o P u n k t e n ) z u  

einem Baum. Jeder weggelassenen Strecke entspricht durch ihre Endpunkte 

ein P~ar yon (ev. zus~mmenfallenden) Punkten auf dem Baum. Diese nehmen 

wir als accessorische Punktepaare und erhal ten in dem so entstehenden be- 

schwerten Buum das topologisch eindeutige Abbild des gegebenen Strecken- 

komplexes. Sind zwei beschwerte B~ume in der Weise auf einander abbildbar, 

dass den Punkten, accessorischen Punktpaaren und Strecken des einen Baumes 

ein-eindeutig die en~sprechenden Elemente des anderen B~umes entsprechen, dann 

slnd auch die diesen beschwerten Bgumen entsprechenden Streckenkomplexe ein- 

ander topologisch gleich. Wir ordnen jetzt einer Streckenkomplex eindeutig 
einen beschwerten B~um dutch den kleinsten beschwerten Baum zu, der aus dem 

Komplex  durch den obigen Prozess entsteht. D~mit haben wir die kanonische 
Darstellung und gleichzeitig eine ei~fache Anordnung aller Streckenkomplexe. 

Beispiel." Der Komplex der Strecken eines Tetraeders. (Fig. 2, 3.) Zu diesem 

Komplex gehSren nur zwei Bi~ume mit .~e drei Strecken, der eine mit einem Mittel- 

punkt und dem Wort  MoFMoFMoF , d e r  andere mit einer Achse and dem 

Wor t  AtoFA~oF. Ordnen wir die Bezeichnung der uccessorischen Punktepuure 

(d. h. der Punktepuare fiir die drei iibrigen Strecken) so, dass die kleinsten be- 

schwerten B~ume entstehen, dann bekommen wir fiir den ersten Fall den klelnsten 

beschwerten Baum 

Mo ' P1 

und in zweiten Fall 
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I~ p~p+ I A~ 

Fig. 2. Fig. 3. 

Nach unseren Anordnungsbestimmungen is$ das erste Wort. kleiner und ist also 

die kanonische Darstellung des Streckenkomplexes. 

c) Es is~ nun leicht, zu hb'heren Komplexen iiberzugehen. In der Einleitung 

wiesen wir darauf hin, dass ein zweidimensionaler Komplex aus dem ihm zu Grunde 

liegenden Streckenkomplex entsteht, indem in gewisse geschlossene Strekkenziige 

Fl~chenstiicke eingespannt werden. Das driicken wir in unseren Komplexworten 

folgendermassen aus: die Randpunkte eines solchen Fl~chenstiickes bezeichnen wir, 

wie sie auf dem Rande aufeinander folgen, mi~ Q~ ~ Q2 k �9 �9 �9 und fiigen diese Zeichen 

je hinter eine den be~reffenden Punkt  im Streckenkomplex bezeichnende Gruppe 

yon Buchstaben (etwa M, PkPI. �9 .) hinzu. Ordnen wir wieder hinter die bisherige 
Reihe yon Buchstaben die Buchsfiaben Qik in der Reiheufolge Qn Q,1... QI, Q2,... 

an und erweitern dementsprechend unsere Anordnungsbestimmungen fiir die Worte, 

dann erhaRen wir ein bestimmtes Wor~ dem gegebenen Komplex zugeordnet in 

dem Wort ]~leinster Ordnung. Es ist klar, dass auch umgekehrt jedem sol- 

chen Worte topologisch nur ein Fliichenkomplex entsprechen kann .  (Es ist 

selbstverst~ndlich, dass nicht jedes solche Wort  einen Fl~chenkomplex darstellt, 

wie schon ein beliebiges aus dem Zeichen MiA~. A~ und /7' zusammengesetztes 

Wor~ keinen Baum darzustellen braucht). Auf diese Weise haben wir auch die 

Flh'chenkomplexe kanonisch dargestellt und einfach angeordnet. 

Beispiel. Kanonische Darstellung des Tetraeders (s. Fig. 4) 

Mo Qs+ qsa Qs, F P81)2 Q,.4 Q,8 Qat MoF 1)8 P~ Q~, Q,~ q~, 3IoF 1)1 t)1 q,s Q~, qn. 

Durch Auszeichnung yon geeigne~en Sys~emen geschlossener Folgen yon 

Punktepaaren auf einem Baume kommen wit zu einem dreidimensionulen Komplex 

und durch Bezeichnung, Anordnung und Aufsuchen der WorSe niedrigster Ordnung 

zur kanonischen Darstellung solcher Komplexe. Durch For~setzung dieser Be- 

~rachtung gelangen wir zur Erkenntnis, dass dutch unsere Beeeichnungs-und 
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Anordnungsmethoden fiir jeden beliebigen n-dimensionalen Kom291exe eine kanonische 
Darstellung und fiir alle e~ne einfache Anordnung gefunden wird, woms wir das 

Ziel dieses Paragraphen erreich~ haben. Es ist aber zu bemerken, dass diese 

Fig. 4. 

Darstellung desto umst~ndlicher und kiinstlicher erscheint, je hSher wit in den 

Dimensionen heraufgehen. Man daft deswegen nicht erwarten, dass diese Dar- 

stellung bei Behandlung spezleller topologischer Probleme fiir hShere Komplexe 

Dienste leisten wird. 

2 .  

Darstellung der Polyeder yore Geschlecht null. 

I. Alle topologische Eigenschaften der Komplexe sind gleichzeltig Eigen- 

schaften der fiir sie aufgestellten Symbole. Bestimmte Klassen yon Komplexen 

definieren also auch bestimmte Klassen yon solchen Symbolen. Aber die Cha- 

rakterisierung einer solchen Klasse yon Symbolen wird im allgemeinen sehr um- 

sti~ndiich, undurchsichtig und fiir die Anwendungen, das Rechnen mit den Sym- 

bolen ganz ungeeignet sein. Fiir besondere Kiassen yon Komplexen wird man des- 

wegen zweckm~ssig besondere Symbole einfiihren. Wir wollen das im folgenden 

fiir die gewShnlichen Polyeder durchfiihren. Wir werden zeigen, dass man mit 

diesen Symbolen auch in gewissem Sinne rechnen kann. Wir stellen einmal die 

Transformationsformeln auf, die den Transformationen des Polyeders entsprechen, 

andererseits diejenigen, die ei~e symbolische Darsteilung mit anderen desselben 

Polyeders verkniipfen. Denn unsere symbolische Darstellung ist nicht eln- 

deutig durch das Polyeder gegeben, sondern h~ngt noch yon einem auf mannig- 

fache Weise zu w~ihlendem Bezugssystem (Koordinatensystem) ab. 

Fiir besondere Klassen yon Polyedern und fiir besondere Zwecke, z. B. fiir 
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die Formul ierung des Vierfarbenproblems, sind bereits einfache symbolische Dar- 

stellungen gegeben worden ~. Unsere Darstellung umfasst alle Polyeder, ins- 

besondere alle vom Geschlecht o. Die Teilfl~chen dfirfen sich in Punkten oder 

Kanten selbst beriihren, aber mehrfach zusammenh~ngenden Teilfl~chen sind 

ausgeschlossen. Die Kanten kSnnen auch zusammenfallende Endpunkte haben. 

II. Baum, Zwiebel und BZ-Reihe. 

a) Einfiihrung. Wie in w I verbinden wir s~mtliche Punkte eines Po- 

lyeders vom Geschlecht null dutch einen Baum (yon beil~ufig % -  I Eeken). 

Von einem Endpu~kt P des Baumes mSge die Baumstrecke b ~ PP '  sowie sonst 

b~ 

Fig. 5. F ig .  6. 

noch die Kanten z , z , . . ,  ausgehen. Wir transformieren das Polyeder, indem 

wir b weglassen und die beiden Eeken P und P'  miteinander versehmelzen. Das 

ist eine >>interne>> Transformation, eine Erweiterung der in dem Encyklop~die- 

Artikel fiber Analysis Situs eingefiihrten Transformation, bei der die Verschmel- 

zung nur dann ausgeffihrt wird, wenn yon P ausser b nur noeh eine einzige 

andere Strecke ausgeht. - -  In mancher Hinsicht scheint mir iibrigens diese interne 

Transformation nebst der umgekehrten, der Zerlegung einer Ecke in zwei Eeken, 

als fundamenta!e interne Transformation besser geeignet zu sein als die in der 

Encykl0p~die eingeffihrte spezielle. - -  Nach dieser Transformation w~hlen wit 

wieder eine Endstrecke des verkleinerten Baumes, bringen sie durch eine Trans- 

a S. z .B .  HEEGAARD, Norsk  m a t h e m ,  fo ren ing  I [  1933, wo e ine  D a r s t e l l u n g  yon HEAWOOD 
b e h a n d e l t  wird .  Fiir  andere  s y m b o l i s c h e  Da r s t e l l ungen ,  die aber  im wesen t l i chen  n u r  e ine Tabel le  

der  ve re in ig t en  Lage yon P u n k t e n  u n d  F1Achen l iefern s, Encyk l .  I I I  AB 12 (Steinitz)  S. 43 ft. 
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formation zum Wegfall und fahren s o  fort, bis wir den ganzen Baum auf einen 

Punkt  reduziert haben. Dann erhalten wir ein Polyeder, dessen Eintei lung durch 

ebensoviele Fl~chen wie urspriinglich vorhanden waren, also a~ Fl~chen gebildet 

wird, ferner durch a~ --  I Kanten und einen einzigen Punkt,  etwa O. Alle Kan- 

ten haben ihren Anfangs- und Endpunkt  in O. Das Polyeder wird dutch die 

Figur 5 dargestellt (a~ ~-7). Wit  bezeichuen ein solches Polyeder als Zwiebel. 

Es ist dual entsprechend dem auf einer Kugelfl~che ausgebreiteten Baum mit 

einer einzigen Fl~che und a 0 -  I Kanten; z. B. entspricht der in der Figur 5 

dargestellten Zwiebel der in der Figur 6 dargestellte Baum. Bezeichnen wir die 

Kanten einer Zwiebel mit z l . . .  z~- l ,  dann ergibt die Aufeinanderfolge der 

Kanten z~ um den Punkt  0 eine Symbolreihe z i z ~ . . ,  z~, in der jedes Symbol 

zweimal vorkommt. Diese Symbolreihe definiert eindeutig die Zwiebel, and auch 

umgekehrt  gehSrt zu der Zwiebel, abgesehen yon Bezeichnung und zyklischer Ver- 

tauschung eindeutig eine solche Symbolre ihe .  Soll aber die Symbolreihe fiber- 

haupt eine Zwiebel darstellen, so ist dazu eine Bedingung fiir die Anordnung 

der Paare gleicher Symbole zu erfiiilen, n~mlich: Z w e i  Paare gleicher Symbole 

trennen s ich  in der Symbolreihe ~icht. Diese Bedingung ist abet, wie leich~ zu 

sehen, auch hinreichend. Fiir die in der Figur dargestellte Zwiebel lautet die 

Symbolreihe 

z 1 z l z  2z 3 z 3z2 Z 4z 5z 5~6z6Z~. 

Bei der Ableitung dleser Bedingung miissen wir die Voraussetzung benutzen, 

(lass das Polyeder das Geschlecht o hat. 

Durch' Kombiaation yon Zwiebel und Baum entsteht das Polyeder. ~ i r  

miissen jetzt diese Kombination symbolischdarstellen. Dazu betrachten wir den 

letzten Schritt, dutch den unser Polyeder zur Zwiebel wurde, Wit  haben nut  

eine Baumstrecke bl mit den Endpunkten Q and 0 (s. Fig. 7). Auf der Zwiebel 

mSgen etwa die yon Q ausgehenden Strecken beim Umlauf den Symbolen 

z! zk ' . . .  Zq, entsprechen, die yon 0 ausgehenden an das Symbol Zq, anschliessend 

~q . . .  z/. Die Strecke bl bewirkt also eine Einteilung der z-Symbole in zwei 

Abteilungen. Umgekehrt  bestimmt eine beliebige solche Abteilung der 2 ( ~ - - I )  

Symbole in zwei Abteilungen ein Polyeder mit zwei Ecken, das durch Yer- 

schmelzung dieser beiden Ecken in eine Zwiebel iibergeht. Vor dem vorletzten 

Schritt (s. Fig. 8), der das Polyeder in das Polyeder mit zwei Ecken verwandelt, 

geht etwa vom Punkte Q noch die Strecke Q/~ aus: Es gehen dann etwa yon 

Q der Reihe nach durchlaufen die Strecken QO ~ bl zi' . . .  Zr' . . .  Q R  ~ bm 

18--36122. Acta  mathemattca.  67. Imprim~ le 22 juin 1936. 
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z s , . . .  Zq, aus, von R die Strecken zr,, . . .  zs',. Diese Einteilung der Zwiebelstrek- 

ken driicken wir au s  durch die Symbolreihe 

Zq . . . ziblzi' . �9 �9 zr'bmzr". �9 �9 z , ,  bmzs' �9 �9 �9 Zq,  b l .  

Die beiden Paare bt und b,~ trennen sich nicht. Die beiden Symbole bm heben 

aus einer der beiden Abteilungen, in die die beiden Symbole bt die z-Reihe zer- 

legen, eine Unterabteilung heraus. Durch Fortsetzung dieses Yerfahrens erhal- 

ten wir schliesslich das ur6Triingliche Polyeder dargestellt dutch eine Symbolreihe, 

die B Z-Reihe, bestehend aus einer ge?'aden Anzahl  yon z-Symbolen und einer geraden 

Anzahl  yon b-Symbolen. Die z-Symbole sind paarweise gleich, ebenso die b-Symbole. 

Zwei  Paare von gleichen z-Symbolen trennen sich nicht, ebenso ~icht zwei Paare 

Fig. 7. Fig. 8. 

von gleiehen b-Symbolen. Und umgekehrt liefert jedes solche aus zwei Arten yon 

Symbolen bestehende Reihe, in der die Nicht-Trennungseigenschaft e~fiillt ist, ein- 

deutig ein t)olyeder vom Geschlecht o. 

b) Kmwnisierung der BZ-Re ihe .  Zu einem Polyeder gehSren im allgemei- 

hen sehr viele BZ-Reihen, je nach der Wahl  des Baumes, den wir in das Po- 

lyeder hineinlegen. Die Anzahl  der z-Symbole und die der b-Symbole ist freilich 

bestimmt, zu 2 (a~--I) resp. 2 (a o -  I).  Jedem Paare gleicher Symbole entspricht 

eine Kante. Jedoch is~ die Anordnung der Symbole fiir dasselbe Polyeder noch 

auf sehr viele verschiedene Weisen mSglich, wie wir an Beispielen sehen wer- 

den. Es ist aber ganz [eicht, mit den Methoden yon w I einem gegebenen t)o - 

lyeder eindeutig eine Symbolreihe zuzuordnen. Dazu ist es nur nStig, die Symbol- 

reihen mi t  gleicher Gliederanzahl anzuordnen: Wir setzen fest, dass jedes z hShere 

Ordnung hat als jedes b und dass bei gleichartigen Symbolen der Index fiber 

die Ordnung entscheidet, etwa so, dass  dem grSsseren Index auch die hShere 

Ordnung enspricht. Eine Symbolreihe A sei dann yon hSherer Ordnung als die 
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Symbolreihe B, falls yon rechts nach links betrachtet  das erste Symbol u in A, 

das yon dem an derselben Stelle in B stehenden Symbol verschieden ist, hShere 

0rdnung hat als v. Dadurch bekommen zwei nicht iden~ische Symbolreihen 

(gleicher Anzahl) verschiedene 0rdnung,  und alle Symbolreihen (gleicher Anzahl) 

sind einfach angeordnet. Ordnen wir jetzt einem gegebenen Polyeder die BZ-  

l~eihe mit der gr6ssten m6glichen Ordnu~g zu, so ist diese Zuord~ung ei~deutig. 

Dabei kann auch die Zuordnung der Symbolreihen zu den einzelnen Strecken 

auf verschiedene Weise mSglich sein, das bedeutet  dann, dass das Polyeder 

sich selbst auf verschiedene Weise topologisch mquivalent ist, also topologische 

Automorphismen besitzt. 

Damit is~ unser erstes Ziel erreicht. Um die Transformationen zu ermit- 

teln, die die verschiedenen zu demselben Polyeder gehSrenden Symbolreihen mit- 

einander verkniipfen, dient uns eine wei~er unten auseinandergesetzte geometri- 

sche Deu~ung der Symbolreihe (s. S. i4I ). 

c) Vereinfachung der Ableitung der BZ-Reihe. Bevor wir Beispiele be- 

handeln, wollen wir die Ableitung der Symbolreihe wesentlich verei~fachen, indem 

wir sie direk~, ohne die Zusammenziehung des Polyeders auf eine Zwiebel zu 

benutzen, aufstellen. Wenn wir nihnlich die obige schrittweise Wiederherstel- 

lung des urspriinglichen Polyeders aus der Zwiebel genauer betrachten, ergibt 

sich ohne Schwierigkeit die folgende Regel fiir die direkte Aufstellung der 

BZ-Reihe:  nachdem in einem Polyeder die Strecken eines Kantenbaumes mit 

b~ . . .  b~o-~, die iibrig bleibenden Kanten, die Zwiebelkanten, mit z~ . . .  z~-i ,  be- 

zeichnet sind, gehen wir etwa yon einer Ecke aus, an der z-S~recken h~ngen, 

schreiben die Bezeichnung der in bestimm~em Umlaufsinn unmittelbar auf ein- 

ander folgenden, yon der Ecke ausgehenden z-Strecken hin, etwa z i . . .  z~ bis 

wit  zu einer ersten b-S~recke e~wa bl kommen. Eine solche gibt es, da yon 

~eder Ecke mindestens eine b-Strecke ausgeht. Dann durchlaufen wir yon der 

Ecke aus im umgekehr~en Sinne yon bl anfangend die unmittelbar aufeinander- 

folgenden b-S~recken derjenigen an zkbl grenzenden Teilfl~che, bei der in diesem 

Sinne zk die bt vorangehende Strecke ist, und schreiben die Bezeichnungen 

b~ . . .  b~ der Reihe nach hinter die Reihe zt . . .  z~. Da auf der Begrenzung jeder 

Teilfl~che mindestens eine z-Strecke liegt, so kommen wir bei der Durchlaufung der 

Begrenzung der Fl~che auch zu z-Strecken; sei z~ die erste, zu der wir  kommen. 

I)ann umlaufen wir wieder im ersten Umlaufssinn diejenige bm und z~ ausstrahlende 

Ecke, bei der in diesem Umlaufssinn b~z~ vorangeht (diese besondere Bestim- 
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mung ist nS~ig fiir den Fall, dass b~ und z~ beide Endpunkte gemeinsam haben). 

Wenn wir s o  for~fahren, die Ecken und Teilfl~chen des Polyeders zu durch- 

laufen und die Bezeichnungen der Kan~en naeheinander hinzuschreiben, erhalten 

wir die ganze BZ-Reihe und zugleich den Satz, dass bei dieser Art 'der Durch- 

laufung alle S~recken zweimal durchlaufen resp. iiberschritten werden, bis wir 

zu der ersten Ecke und der ersten Strecke zuriickkommen. Wir  werden diese 

Fig. 9 a. 

Fig. 9 c. 

~. _-' 73 \ . . A  

Fig. 9 b~ 

p 

, /  

Fig. 9 d. 

Kons~ruk~ion wei~er unten bei der geome~rischen Deutung der BZ-Reihe wieder- 

finden, aber sie folg~ auch, wie bemerk~, ohne wei~eres durch Be~rachtung der 

sehri~tweisen Ents~ehung des Polyeders aus der Zwiebel. Umgekehr~ ergieb~ sich 

aus der BZ-Reihe  die Berandung jeder Fl~che und der Zyklus der yon einer Eeke 

ausgehenden Kanten. So erh~lt man die Berandung einer Fl~che, indem man 

yon einem z~ in der BZ-Reihe nach einer Rich~ung vorw~rtsgehend die aufein- 

anderfolgenden b-Symbole hinschreibt, bis man zu einem z-Symbol, e~wa z~ kommt; 

dana geh~ man yon dem anderen Symbol z~ in derselben Richtung wei~er usw. 

Ganz ebenso erh~l~ man, wean man in diesem Verfahren z und b ver~ausch~, 

die Eckenzyklen. 
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el) Beispiele. Erstes Beispiel (s. Fig. 9): Te~raeder mR eingezeichneter 

Durchlaufungl ferner die Zwiebel und die aufeinanderfolgenden Stadien der aus 

der Zwiebel entstehenden Polyeder mit den zugehSrigen Symbolreihen. 

Zwei~es Beispiel (s. Fig. ~o): Te~raeder mi~ anderem Baum und eingezeich- 

neter Durchlaufung nebst zugehSriger BZ-Reihe. 

Drit~es Beispiel (s. Fig. ~ )  mit eingezeichneter Durchlaufung und BZ- 
Reihe. 

Wir haben 

sicht genommen. 

bei der Darstellung nicht au~ die maximale BZ-Reihe Riick- 

Diese zur kanonischen Darstellung der Polyeder no~wendige 

%2% 

Fig.  ~ ~. Fig. io. 

Bestimmung muss wohl im allgemeinen durch Probieren der verschiedenen mSg- 

lichen Kan~enbiiume und sodann durch geeignete Wahl der Bezeichnung erreicht 

werden. Es gibt natiirlich einige allgemeine Regeln ffir die Auswahl, z, B., class 

man yon einer Ecke mSglichs~ viele z-Strecken ausgehen l~sst und mi~ den ent- 

spreehenden Symbolen die BZ-Reihe anf~ngt, indem man den Symbolen die 

grSsstmSglichen Indices gibe. 

III. Die BZ-Figur. 

a) Einfiihrung. Es liegt nahe, die Symbole der BZ-Reihe sowie sie in 

dieser aufeinander folgen, zyklisch auf einer geschlossen Kurve C einer Kugel- 

fl~tche anzuordnen, die gleichen z-Symbole e~wa durch im Inneren yon C ver, 

laufende Strecken zu verbinden (wobei wir als *Inneres>) ein beliebiges der beiden 

yon C begrenzten Gebiete bezeichnen), ebenso die gleichen b-Symbo!e du_rch im 



142 M. Dehn. 

~usseren yon C verlaufende Strecken. Diese Verbindungsstrecken kSnnen wegen 

der charakteristischen Eigenschaften der BZ-Reihe als sich nicht schneidend 

angenommen werden. Die ent~s~ehende Figur wollen wir als B Z-Figur bezeich- 

hen. In  den Figuren I2, I3, I4 geben wir die BZ-Figuren fiir die drei obigen 

Beispiele. In der Fig. I4 sind nur die Indices der Symbole angegeben. Ihre 

Lage im Inne.ren oder ~_usseren yon C entscheide~ dariiber, ob sie z-oder  b-Sym- 

bole darstellen. 

Die BZ-Figur  hat eine einfache und nicht unwichtige geometrische Bedeu- 
tung ffir das gegebene Polyeder: Der Kurve C entsprich~ die die BZ-Reihe lie- 

fernde Durchlaufungskurve, den im Innern yon C laufenden Strecken die Zwie- 

belkanten, den im ~ussern laufenden die Baumkanten. 

Fig. I~. Fig. I3. 

Den a~ Gebieten, in die 

S" 

3 

Fig.  14 . 

das Innere yon C durch die z-Strecken zerfs und ihren Begrenzungen durch 

diese Strecken entsprechen die Teilfl~chen und ihre Begrenzungen, sower  sie 

Zwiebelkan~en sind. Den a 0 Gebieten, in die das ~ussere yon C durch die 

b-Strecken zerf~llt und ihrer Begrenzung durch diese Strecken entsprechen 

die Ecken und die yon ihnen ausgehenden Kanten, sowei~ sie Baumkanten 

sind. Die vollstiindige Begrenzung emer Teilfls erhal~en wir, indem wir 

bei der Umlaufung des betreffenden Gebietes des C-Inneren den Zwiebel- 

kanten noch die Baumkanten hinzuffigen, die den auf dem Rande dieses Ge- 

bietes und gleichzeitig auf C liegenden b-Punkten entsprechen. Der Aufeinander- 

folge in der BZ-Figur  entspricht die Aufeinanderfolge auf dem Polyeder. Ebenso 

gehen yon einer Ecke ausser den das betreffende Gebiet des C-~usseren begren- 

zenden Baumstreeken noch die z-Kanten aus, die den auf der Begrenzung dieses 

Gebietes und gleichzeitig auf C liegenden z-Punk~en entsprechen. In der BZ- 
Figur komm% die Dualith't (Polarit~t) zwischen Ecken und Teilfi~chen, Baum 

und Zwiebel in geometrisch gleiehem Verha!ten zum Ausdruck. 



Uber kombinatorische Topologie. 143 

Der Beweis fiir diese Eigenschaften der BZ-Figuren ergibt sich unmittel- 

bar aus der Funkt ion  der geordneten z-Symbole fiir die Bildung der Zwiebel 

und tier Funktion der geordneten b-Symbole fiir die Zerlegung der z-Symbole 

in Abteilungen und Bildung des Eckenbaumes. Die aus der BZ-Figur  entnom- 

menen Darstellungen der Fl~ichen und Ecken geben genau die Vorschriften 

ffir die Darstellung, die wir bereits oben angegeben haben. 

b) Zwei Anwendungen: 

I) Aus der Zerlegung der Kanten in Baum- und Zwiebelkanten ergibt 

sich ein einfacher Satz iiber eine FSrbung des Polyeders. Die Ecken eines Bau- 

rues kann man so mit zwei Farben f{s dass keine Strecke gleichgef{irbte End- 

punkte hat. Man braucht n{imlich nur, yon einer Ecke ausgehend, die Ecken 

einzuteilen in solche, die eine gerade, und solche, die eine ungerade Anzahl yon 

Strecken entferht sind yon der Ausgangsecke. Dieser und den um eine gerade 

s yon Strecken entfernten Ecken gebe man die eine Farbe. allen anderen 

die zweite. Da die Endpunkte einer Strecke verschiedenen Abteilungen ange- 

hSren, hat damit jede Kante versehieden gefiirbte Endpunkte. Ebenso kann 

man die Teilfl~chen einer Zwiebel mit zwei Farben so fi~rben, dass an einer 

Kante stets zwei verschieden gef~irbte Fl~chen anstossen. Da .~ede Kaute des 

Polyeders entweder als zur Gruppe der Zwiebelkanten oder als zur Gruppe der 

Baumkanten geh5rig betrachtet werden kann, so haben wir das Resultat:  die Ecken 

eines Polyeders und seine TeilflSchen kann man je mit zwei Farben so fh)'ben, dass 

keine Kante gleichzeitig zwei gleieh gefSrbte Endpunkte und zwei gleieh gefSrbte an 

sie anstossende Fldchen besitzt. Die Giiltigkeit dieses >, Zweifarbensatzes >> erstreekt 

sich im Gegensatz zu dem Vierfarbensatz auch auf solche Polyeder, die sich 

selbst in Strecken beriihrende Teilfl~ehen besitzen. 

2) Die BZ-Figur,  die nur die anschauliche Darstellung der BZ-Reihe ist, 

regt dazu an, Polyeder zu konstruieren, die auf sich selbst dual abgebildet werden 

k6nnen, d. h. deren Ecken den Fl~chen ein-eindeutig, deren Kanten ein-eindeutig 

einander so zugeordnet werden kSnnen, dass die vereinigte Lage erhalten bleibt. 

Wir  wollen solche Polyeder als autopolar 1 bezeichnen. Um solche Polyeder zu 

erhalten, konstruieren wir BZ-Figuren,  die durch eine Abbildung der C-Kurve 

auf sich und Vertausehung yon C-Inneren und C-~usseren in sich iibergehen. 

Die einfaehsten solchen Beispiele stellen die Figuren I2, i3 dar. In der Tat 

1 Diese Bezeichnung wurde yon Kirkman I857 in den Phil. Trans. gegeben. 
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is~ ja das Te~raeder ein au~opolares Polyeder und kann auf zwei wesentlich ver- 

schiedene Weisen auf sich selbs~ dual abgebilde~ werden, wobei jedesmal ein 

geeigneter Kautenbaum den zugehSrigen Zwiebelkanten entspricht. Ein weniger 

~riviales Beispiel liefer~ die Figur I5. Es is~. unmi~telbar ersichflich, dass die 

Figur durch >)Drehung yon C um z>> und Vertauschung yon Innerem und .~us- 

serem und yon b m i t  z in sich iibergeht. Diese BZ-Figur liefert das in der 

Figur I6 darges~ellte autopolare Polyeder ( % =  as----8). Es lassen sich auf diese 

Weise leicht mannigfache Beispiele von 

Fig. 15. 

autopolaren Polyedern gewinnen, die 

4 
Fig. 16. 

aUe die Eigenschaft haben, dass bei der dualen Abbildung auf sich die Kanten 

eines geeigneten Kantenbaumes in die zu diesem Baum gehSrigen Zwiebelkan- 

ten iibergehen, oder, was dasselbe ist, in lau~er yon den Kanten des Baumes 

verschiedene Kanten iibergehen. Es erhebt sich die (noch ungelSste) Frage, ob 
es autopolare Polyeder gibt, die diese Eigenschaft nicht haben, d. h. ob es Polyeder 

gibe, die zwei verschiedene Zerlegungen in Zwiebel und Baum gestatten, die dual 

auf einander abbildbar sin& Dabei is~ der ~riviMe Fall des autopolaren und 

gleichzei~ig automorphen (d. h. auf sich selbs~ ~opologisch abbildbaren)Polyeders 

(z. B. des Tetraeders) auszuschliessen. 

IV. Darstellung der Transformationen. 

a) Aufbauende Polyedertransfor~ationen. Wit  steUen jetzt, die internen 
Transformationen des Polyeders in der BZ ,  Figur und in der BZ-Reihe dar. 
Die Zerleguug einer Teilflh'che in zwei Flgchen durch Hinzufiigung einer Dia- 

gonale erfolg~ i n  der BZ-Figur  durch die Hinzufiigung einer neuen, im Inneren 

yon C verlaufenden S~recke, die zwei bes~immte Randstiicke, die den. beiden 
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Eeken der Diagonalen entsprechen, verbindet und in der der Teilfli~che ent- 

sprechenden Teilfl~che des C-Inneren verli~uft. In der BZ-Reihe hat  man ent- 

sprechend ein Paar neuer z-Symbole an vorgeschriebenen Stellen einzufiigen. 

Dual entsprechend wird die interne Transformation der Eckenauseinanderziehu~g 
(s. o. S. 136 ) behandelt. Man fiigt in der BZ-Figur  eine im C-~usseren ver- 

laufende Strecke hinzu, die zwei bestimmte Randstiicke (die den beiden an der 

neuen Kante anstossenden Fli~chen entsprechen) verbindet und in der der Ecke 

entsprechenden Teilfi~che des C-~_usseren verl~uf~. In  der Symbolreihe hat  man 

ein Paar neuer b-Symbole an vorgeschriebenen Stellen einzufiigen. 

Die Darstellung der abbauenden internen Transformationen, also Versehmel- 

zung zweier durch eine Kante getrennter Teilfl~ichen oder Yersehmelzung zweier 

durch eine Kante verbundener Ecken erfolgt dutch Weglassung der entspreehen- 

den Strecke der BZ-Figur,  falls sie im ersten Falle eine z-Strecke (eine im C- 

Innern verlaufende Strecke), im zweiten Falle eine b-Strecke (eine im C-~usseren 

verlaufende S~reeke) ist. Die Transformation ist aber nicht direkt durchzufiih- 

ren, falls im ersten Falle eine b-Strecke, im zweiten Falle eine z-Strecke weg- 

fallen soll. Man muss vielmehr in diesem Falle durch eine andere Wahl yon 

Baum und Zwiebel die betreffende Strecke in die fiir die Transformation ge- 

eignete Abteilung bringen, d. h. in eine Zwiebel- resp. Baumstrecke verwandeln. 

Das soll im folgenden Abschnitt behandelt werden. 

b) Eiufiihrung des t-Graphen. Wit  betraehten .~etzt Transformationen der 

BZ-Reihe resp. der BZ-Figur,  die nicht einer Transformation des Polyeders son- 

dern einer ftnderung des Bezugssystems Baum-Zwiebel entsprechen. Wir  gelangen 

dazu am einfachsten durch eine geometrische Betrachtung der B Z-Figur, die 

diese in direkte Verbindung mit dem gegebenen Polyeder bringt. Dazu nehmen 

wit eine einfache Transformation des Polyeders vor, die schon 5fters benutzt 

wurde ~. Zu ~eder Kante s gibt es vier ~)benachbarte~> Kanten,  nfimlich ~ede, die 

bei Umlaufuug der beiden an s h~ngenden Teilfi~chen auf s folgt. Die benachbarten 

Kanten fallen teilweise zusammen, wenn eine der Fl~chen, die an s h~ngen, ein 

Zweieck ist oder eine der Ecken yon s zweistrahlig ist. Eine Kante, die ftir 

sich allein eine Teilft~che begrenzt oder yon deren einem Endpunkt keine weitere 

Kante ausgeht, ist sieh selbst benachbart. (S. Fig. 17 a--d). Wit  nehmen nun auf 

jeder Kante s einen Punkt  S an und verbinden jeden solchen Punkt  durch vier 

verschiedene Streeken t mit den vier Punkten auf den benachbarten Kanten, 

1 Vgl. etwa Steini~z-Rademacher, Polyeder w 47 ff- 
19--36122. Acta mathematica. 67. Imlorim$ ]e 22 juin 1936. 
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gleichgiiltig, ob diese Kanten zum Tell miteinander oder mit s zusammenfallen. 

Diese neuen Strecken t bilden einen sogenannten Graphen yon der vierten Ord- 

nung, d. h. einen Streckenkomplex, bei dem yon ]eder Ecke vier Strecken aus- 

gehen. Die Ecken unseres Graphen, den wir t-Graphen nennen woUen, ent- 

sprechen den Kanten des gegebenen Polyeders. 

c) Die 

entsprechen 

Fig. 17 a. 

AuflSsung des t~Graphen. Benachbarten Kanten auf dem Polyeder 

benachbarte Symbole in der /3Z-Reihe und umgekehrt, den vier zu 

Fig. 17 b. 

i 

I 

\ 
\ 

\ 

:Fig. I7c.  

t~ ~" _ ~:~ 

Fig. 17 d. 

einem Symbol z~ oder bk in der BZ-Reihe benachbarten Symbolen entsprechen 

die vier zu der Kante z~ resp. bk benachbarten Kanten. Einem Paar  auf- 

einanderfolgender Symbole entspricht eindeutig eine t-Strecke, und ]eder b 

Strecke entspricht~ eindeutig ein Paar  aufeinanderfolgender Symbole der BZ-  

Reihe. Durchlaufen wir also diese einmal zyklisch, so durchlaufen wir alle 

Strecken t jede genau einmal. Wir  ordnen die Strecken t dadurch zu einem ge- 

schlossenen Zuge; den zwei aufeinander folgenden Symbolpaaren mit einem 

gemeinsamen Symbol entsprechen zwei t-Strecken mit einem gemeinsamen End- 

punk~ S. Dieser geschlossene Zug hat besondere Eigenschaf~en. Es mSgen 

tJ t~ t~ t~ durch einen Punkt  gehen, etwa durch den Punk~ S~ auf zi, und es mS- 
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g e n d e r  Durchlaufung der BZoReihe entsprechend t~ und t~ aufeinander folgen, 

ebenso t] und t~, dann schneiden sich auf dem Polyeder die Ziige t~ t~ und t~ t~ 

nicht, wie man unmi~elbar aus der B Z-Figur (S. Fig. 18), oder auch aus den fiir die 

BZ-Reihe geltenden Kons~ructionsregeln sieh~. Dasselbe 
# .  

gil~ fiir die vier t-Strecken, die yon dem Punkte einer Kante ~ 

b~ ausgehen. (Man beachte, dass die b~-Darstellung in / / "  - ' ' "  

der BZ-Figur  keine topologische isis; den Endpunkten /'y.~ - ~ ~  

yon b~ in der B Z-Figur entsprechen die Seiten von b~ 
I 

im urspriinglichen Polyeder). Wir  haben so das Resul~a~: - 

dede B Z-Reihe stellt eine Aufl6sung des t-Graphen "',~:~ " \ t*. /'/'lt/ f f  
l ,  

in einen singularith'tenfreien Streckenzug (mi~ Selbstberfih- . _ ~ _ _ ~  

rungspunk~en) dar. Umgekehrt  liefer~ eine singularitiiten- Fig. I8. 

freie AuflSsung A des t-Graphen eine BZ-Reihe. Be- 

zeichnen wir a~m[ich die~enigen Ecken des S~reckenzuges A, bei denen auf- 

einanderfolgende S~recken auf verschiedenen Selden der betrei~endea Polyeder- 

kante liegen, m i t z , ,  diejenigen bei denen aufeinanderfolgende Strecken auf der- 

selben Sei~e liegen, mi~ bk, und bezeichnen wir mit z, und bk anch die be- 

~reffenden Polyederkanten, dann liefer~ A eine b,--z,-Symbolreihe, yon der wir 

nachweisen werden, dass sie das Polyeder in der festgeleg~en Weise dars~ell~, 

dass si.e also eine BZ-Reihe des Polyeders is~. In  der Tat, aus den b, kann man 

keinen geschlossenen Zug bilden. Denn, angenommen, es g~be einen solehen 

Zug F, so g~be es keine zwei aufeinander folgenden Strecken yon A, die yon 

der einen Sei~e auf die andere Sei~e yon F fibergehen, denn naeh unserer 

Voraussetzung liegen je zwei solche S~reeken auf derselben Seite yon F. iklso 

wiirde A mindestens in zwei geschlossene Ziige gegen unsere Voraussetzung zer- 

fallen. Es bilden die bk aber auch einen zusammenh~ngenden Streckenkomplex, 

einen Baum, der alle Ecken des Polyeders en~hi~l~. Denn bilden etwa b~. . .  bm 

einen Baum, der nich~ aUe Ecken des Polyeders enth~R und yon dessen freien 

Enden nur z-Strecken ausgehen, dann bilden die zu diesen b~ gehSrenden t-S~recken 

und diejenigen t-S~recken, die die zu den freien Enden des Baumes gehSrenden 

z-Strecken mi~einander verbinden einen geschlossenen Teil yon A. Das ist gegen 

unsere Vorausse~zung, da es jedenfalls noch andere Ecken und also aueh andere 

t-S~recken gibe. Jede z-S~recke, die you einem freien Ende ausgehend nach einer 

n i c h ~  zum Baum geh5renden Ecke fiihr~, liefer~ solche anderen t-S~reeken. Es 

ergib~ sich also, dass alle b~-S~recken einen Baum bilden, der alle Ecken des 

Polyeders enth~l~. Die mi~ diesem Baum kons~ruierte :BZ-Reihe stimm~ mi~ 
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der mit t t i lfe yon A konstruierten iiberein. Denn die Vorschrift, die wir oben 

gaben, um aus einer auf dem Polyeder gegebenen Einteilung der Kanten in 

Baum- und Zwiebelkan~en die BZ-Reihe zu gewinnen, entsprich~ vollst~ndig 

der Vorschrift, wie aus dem Streckenzug A die Symbolrelhe zu gewinnen ist: 

Wenn an einer Ecke z-Kanten aufeinander folgen, miissen wir um die Ecken 

herumlaufend die Symbolreihe bilden; en~sprechend, wenn der Streckenzug A 

um eine Ecke heruml~uf~, haben wir die Kanten mit z-Symbolen zu bezeichnen 

usw. Wlr  haben also das Resultat: 

Jede Aufl6su~g des t-Gra~hen in einen singularitStenfi'eien Streckenzug A lie- 
fert eine Darstellung des Polyeders dutch 17aura und Zwiebel. 

d) Die EBZ-Transformationen. Wie wirkt die Abd'nderung der Auflb'sung 
des Graphen auf die BZ-Reihe? Bezeichnen wir den einen Tell, der yon A auf 

Fig. 19. 

dem Polyeder begrenz~ wird, wenn wir A yon den Selbstberiihrungspunkten ohne 

Ents~ehung yon Doppelpunk~en abheben, als das Inhere yon A, den andern als das 

Xussere und zwar e~wa derart, dass ein AuflSsungspunkt auf einer z-Kante im 

Innern yon A liegt, dann liegen alle AuflSsungspunkte fiir die Kanten z im In- 

nern yon A, alle ~kuflSsungspunkte fiir die Kanten b i m  ~_ussern yon A. Das 

folg~ am einfachsten daraus, dass A alle Teilfl~chen im umgekehrten Sinne durch- 

l~,uft wie die Ecken. Es seien nun zi und bk zwei solche Kanten, dass die auf 

ihnen liegenden AuflSsungspunkte sich auf dem Streckenzug A ~rennen. Es sei 

die Eckenreihe yon A e~wa durch ziabkczidbke darges~ellt (S. Fig. I9). >)Scbal- 

~en* wir nun an den Stellen zt und bk >>urn>>, d.h.  w~hlen wir an beiden Stel- 

len die anderen singularit~itenfreien Verbindungen der t-Strecken, dann wird aus 

z~ ein b-Punk~;, etwa b~, aus bk ein z-Punier, etwa z~. und aus A wird A' mfl; der 

Symbolreihe b~ a z~ e b~ d z~ c, woraus sich eine einfache Regel fiir diese Transforma- 
tion des Streckenzuges A resp. der BZ-Reihe ergibt, die vorschreibt, wie die 

S~iicke yon A resp. der B Z-Reihe zwischen z~ und bk miteinander vertausch~ 

werden. Bei dieser Transformation bleiben alle inneren Selbs~beriihrungspunkte 
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innere, alle ~usseren Selbstberiihrungspunkte ~ussere, sodass also die Bezeichnung 

der Symbole in den S~iicken a, c, d und e erhalten bleibt. 

Wir wollen nun beweisen, dass aus diesen Elementarb'ausformationen (be- 

zeichnet mit EBZ-Transformationen) die allgemeinste Transformation yon A oder 

die allgemeinste BZ-Transformation erzeugt werden kann. Das ist sofor~ durch 

Betrachtung der BZ-Figur  einzusehen. Denn, mSgen bj . . .  bk Strecken eines zum 

Bolyeder gehSrenden Baumes B - ~ b i . . .  bkbk+l. . ,  bao-1 sein, und man Will start 

der Strecke bk+, eine andere Baumstrecke b~, die in der zu B gehSrenden Zwie- 

bel etwa zi sei, einfiihren unter Erhaltung der  S~recken b~ . . .  bk als Baumstrek- 

ken, dann betrachte man die beiden z~ auf der Kurve C der BZ-Figur.  An- 

genommen keines der Puare yon Endpunkten der Strecken bk+l . . ,  b,o-1 trennen 

die beiden zi, dann kann man yon einem zi zum andern zi in dem *usseren von 

C gelangen, ohne eine d e r  Strecken bk+i . . ,  b~o-~ zu iiberschreiten. ])as be- 

deutet aber, dass man yon dem einen Endpunk~ der Strecke zi zum underen 

Endpunkt gelangen kann durch einen Streckenzug, d e r n u r  Strecken aus  der 

Reihe b 1 . . .  bk enth~lt. Also bilde~ die S~recke zi mit einem Tell yon diesen 

Strecken einen geschlossenen Zug; wenn die beiden Endpunkte yon z; zusammen- 

fallen, gehSrt keine der Strecken b~ . . .  bk zu diesem Zuge, es kiinnen aber auch 

alle diese Strecken dazu geh5ren. In jedem .Falle kann zi unter dieser Voraus- 

setzung mi~ den Streekeu b~ . . .  bk keinen zum Polyeder gehSrenden Baum bil- 

den. Abet ist ein die beiden zi trennendes Baur unter bk+l . . .  b~o-~ vorhanden, 

dann wenden wir die entsprechende EBZ-Transformat ion an und haben dann 

b~ ~ zi als Baumstrecke neben den allen b 1 . . .  bk eingefiihr~. Wir  kSnnen dem- 

nach durch EBZ-Transformat ionen successive einen beliebig vorgegebenen Baum 

des Bolyeders in einen beliebigen anderen vorgegebenen verwandeln, also die 

allgelneinste B Z-Transformation erzeugen. 

e )  Jetzt  kSnnen wir auch die abbauenden internen Transformationen in der 

BZ-Reihe durchfiihren. Die u zweier Flichenstiicke l ings einer 

Kante erfolgt durch Weglassung der beiden zugehSrigen Symbole, falls diese 

Kante eine z-Kante ist, Falls sie eine b-Kante ist, muss diese b-Kante zunfichst 

in eine z-Kante verwundelt werden. Die b-Kante k~nn nut  dann nicht in eine 

z-Kante verwundelt werden, falls die beiden zugehSrigen b-Symbole yon keinem 

P~ar yon z-Symbolen getrennt werden. D~s bedeutet ~ber, duss an den beideu 

Seiten der betreffenden K~nte dieuelbe Fliche ungrenzt. Im ullgemeine~ wird 

durch die: Weglassung dieser Kante eine zweif~ch zusammenhingende Fliche 
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entstehen, was wir ausgeschlossen haben (s. Fig. 2o). Diese Verschmelzung 

kommt also als interne Transformation nicht in Frage. Im speziellen Fall, dass 

die beiden b in der BZ-Reihe  unmi~telbar aufeinander folgen, geht yon dem 

einen Endpunkt der b-Kante keine andere Kante aus, die Kante  endet frei im 

Polyeder (s. Fig. 2I). L~ss~ man diese beiden Symbole weg, so stellt die /~Z- 

Reihe dasselbe Polyeder, nur ohne diese Kante und ohne den freien Endpunkt 

Fig. 20. 

dar. Ganz entsprechend erfolgt die Verschmelzung zweier Ecken l~ngs einer 

Kante durch Weglassung eines Paares yon gleichen b-Symbolen, die zu dieser 

Kante gehSren. GehSren aber zu dieser Kante zwei z-Symbole, dann miissen 

erst durch Transformation diese z-Symbole in b-Symbole verwandelt werden. 

3 

Fig. 2 I. 

Dies ist nur dann unmSglich, wenn das Paar der z-Symbole yon keinem b-Paar 

getrennt wird. Diesen Fall haben wir schon oben behandelt: die beiden End- 

punkte der betrefFenden Kante fallen zusammen, sie kommt fiir die interne 

Transformation nieht in Frage. Ziehen wir eine solche Kante zusammen, so 

entstehen im allgemeinen zwei geschlossene Polyeder mit einem gemeinsamen 

Punkt.  Im besonderen FaUe begrenzt aber diese Kante ffir sich eine Fl~iche, 

die durch das Zusammenziehen der Kante wegf~llt. Diesem Zusammenziehen 

entspricht die Weglassung der beiden z-Symbole aus der BZ-Reihe.  Zusammen- 

fassend haben wir also: Jede abbauende interne Transformation des Polyeders 
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kann, eventuell nach einer EBZ-Transformat ion,  durch Weglassung eines Sym- 

bolpaares in der BZ-Reihe dargestellt werden. 

Hiermit  ist unser Bauptziel  erreicht: Die Polyeder yore Geschlech~ o sind 

in einfacher Weise durch Symbolreihen, die BZ-Reihen, dargestelR: jeder B Z -  

Reihe entspricht eindeutig ein Polyeder, die verschiedenen BZ-Reihen,  die zu 

demselben Polyeder gehSren, gehen (lurch Transformationen, die BZ-Transforma- 

tionen, aus einer BZ-Reihe hervor. Die BZ-Transformat ionen werden erzeugt 

dutch einfach zu beschreibende besondere Transformationen, die .EBZ-Trans-  

formationen. Die internen Transformationen des Polyeders werden durch Weg- 

lassung yon Symbolpaaren, even~uell verbunden mi~ E/~Z-Transforma~ionen, 

dargestellr - -  Alle topologischen Lehrs~tze und Aufgaben, die sich auf Polyeder 

yore Geschlech~ o beziehen, sind demnach auf das Operieren mit den BZ-Reihen 

zuriickgefiihrt. 

f) W i r  wollen noch einige Beispiele anfiihren: 

Gegeben sei ein Polyeder durch eine BZ-Reihe.  Es wird dle BZ-Reihe  

fiir das Polyeder gesuchr das aus dem gegebenen dadureh entsteh~, dass auf 

allen Kan~en ein innerer Eckpunkt (oben mit Si bezeichneg) hinzugefiigr wird. 

Aufl~isung: man erg~nze ein Paar  b~ . . .  bk zu bkb~. . ,  b~bk und ein Paar  

z~ . .. z~ zu b;'z~ b;' . . .  z~ (oder auch z t . . .  b~' zi b}'). 

Man bestimme die BZ-Reihe  fiir das Polyeder, das aus den in der vorigen 

Aufgabe konstruierten entsteht, indem noch die Yerbindungskanten der inneren 

Punkte je zweier benaehbarter Kanten hinzugefiigr werden (diese Kanten sind 

oben als t-Kan~en bezeichnet). 

AuitSsung: l~an fiige zwischen zwei aufeinander folgende Symbole bk b~ oder 
DP Pl t r  P k bk oder oder z~ b~ ein zk~ zk2 bi z~ ~e Paar ' ' oder Zk~Z~.4 oder ztl . . . .  z~2 oder zm . . . .  z,.~ ein 

und bestimme in folgender Weise, dass je zwei dieser neuen Symbole gleieh sein 

sollen: wir betraehten zwei aufeinander folgende Kanten des Polyeders der ersten 

Aufgabe, etwa z~zi+~, dann kommen diese in der BZ-Reihe  dieses Polyeders 

noch einmal vor, and zwar in den Gruppen b~'+lZt+lb~'+l and b~'zib~'. W i t  iden- 

tifizieren dann in der erweiter~en Reihe z~'~ und z~'+~. ~. Sind abet  in der Reihe 

des ersten Polyeders e~wa z~ b~. zwei aufeinander folgende Symbole, dann folg~ 

auf dieses b~ das Symbol b~, and es kommt z~ noch in der Gruppe b~" z~ b~" vor. 

Hier identifizieren wit z~a mit z~.'~. Sind ferner b~.' b~ zwei in der Reihe des 

ersten Polyeders aufeinander folgende Symbole, dann folgt b~ auf dieses b~ and 

wir iden~ifizieren z~'~ mit z ~ .  Analog is~ die Iden~ifizierung in den noch iibri- 

gen Fi~llen. Man en~nimm~ die Bestimmungen am besten der BZ-Figur. 
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Fig. 22. 
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Beispiel: (siehe Fig. 22) Gegebenes Polyeder: 

zl bl Zl b1 

erstes abgelei~e~es Polyeder: 
tP r! t P 

bl z~ bl b 1 bl z~ b~ b~ 

zwei~es abgeleitetes Polyeder: 

~1 Z l l  Z12 2' 1 ~'13 2'14: b l  ~ i  Z l l  2'12 b~ z~ b~ z~a z~a b~ 

hier sind zu idenr 

z~a und z~2, z~2 und Zi3 

~1 und z~, z~ und z~. 

V. Untersuchung der t-Graphen. 

a) Das T-Schema. Es lohnt sich, den t-Graphen, der zu einem Polyeder 

gehSrt, noch etwas nh'her zu untersuchen. Vorweg betrachten wir aber umge- 

kehrt die zu einem t-Graphen gehSrenden Polyeder. Ist ein auf einer Kugel- 

flh'che liegender Graph yon der vierten Ordnung, etwa Ca, gegeben, dann gehb'ren zu 
ihm zwei einander dual entsprecheude Polyedereinteilungen 1I und 11", deren t- 

Graph C4 ist. C~ teilt n~mlich die Kugelfi~che in zwei Gruppen yon Fl~ichen- 

stiicken ein. Zwei Fl~chens~iicke derselben Gruppe haben keine Begrenzungs- 

strecke gemeinsam. Nehmen wir jetzt irgend eine AuflSsung A yon C 4 und 

bezeichnen diejenlgen Selbstberiihrungspunkte yon A, bei denen die Paare auf- 

einander folgender Strecken yon A zu zwei Fl~chenstiicken der ersten Gruppe 

gehSren, mit bk, die anderen Punkte mit zi, so liefert die Aufeinanderfolge der 

Symbole fiir die Selbstberiihrungspunkte, wie sie auf A aufeinander folgen, eine 

BZ-]~eihe fiir ein Polyeder H, zu dem C~ als t-Graph gehSrt. Vertauschen wit 

die Bezeichnungen z und b, so erhalten wit ein Polyeder T/*, das / / d u a l  ent- 

spricht. W~hrend die AuflSsung in einen singuiarit~itenfreien Zug auf mannig- 

fache Weise geschehen kann, ist die AuflSsung in Ziige, die an allen Pu~Icten S 

sich durchsetzen, eindeutig, da es zu jeder in einen solchen Punk~ einmiindenden 

t-Strecke nur  eine nicht benachbarte ausgehende t-Streeke gibt. Die so ent- 

stehenden Ziige charak~erisieren wir durch die aufeinander folgenden Symbole 

der Durchkreuzungspunkte Si resp. der Kanten zi oder bi, auf denen Si liegt. 

Das so en~s~ehende Schema yon Symbolreihen wollen wit das T-Schema nennen. 
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Aus der BZ-Figur  ist ohne weiteres zu ersehen, wie das T-Schema aus der BZ-  

Reihe entsteht. Wit  kSnnen die Symbole hierbei, gleichgiiltig, ob sie zu Zwiebel 

oder Baumkanten gehSren, einfaeh mit Si bezeichnen. Dann gehe man yon 

einem Symbol, etwa $1 in der BZ-Reihe in einer bestimmten Richtung zu dem 

ngehsten Symbol, etwa $2, dann v o m  anderen Symbol S~ in der umgeTcehrten 
Richtung: zum n~ichSten Symbol, etwa Sa, welter vom andern Symbol S~ i n  der 

ersten Richtung zum n~chsten Symbol etwa S~ usw., bis man wieder zum Sym- 

bol S 1 der Ausgangsstellung zuriickgekehrt ist. Dann wird dutch die Symbol- 

reihe S 1 S.2 Sa . . .  S t e i n  Zug des t-Graphen mit oder ohne Doppelpunkte darge- 

stellt. Sind durch diese Reihe noch nicht alle Symbolpaare ersehSpft, so gehe 

man yon einem noch nicht  durchlaufenen Symbol aus und mache denselben Prozess, 

der wieder einen Zug liefert. Wi t  fahren solange fort, bis alle Symbole in 

Reihen angeordnet sind, denen ebenso viele Ziige des t-Graphen entsprechen. 

Da der t-Graph eindeutig zum Polyeder gehSrt und ebenfaUs eindeutig diese 
Art  yon AuflSsung der Zfige, so sind die kuzahl  tier Reihen im T-Schema, die 

Anzahl der Symbole in den einzelnen Reihen, die Verteilung yon gleichen Sym- 

bolen auf die versehiedenen Reihen und iiberhaupt ihre Anordnung, abgesehen 

yon zyklischer Ver~nderung in den einzelnen Reihen, etwas gegeniiber der Be- 

zeichnung tier Polyeder-Elemente Invariantes. Wir  haben auf diese Weise ein 

alas Polyeder charakterisierendes Schema. 

Aber es ist zu bemerken, dass zwar das Polyeder eindeutig das T-Schema 

liefert, im Gegensatz zur BZ-Reihe;  abet weder liefert jedes solehe Schema ein 

Polyeder yore Gesehlecht o - -  denn jeder Graph vierter Ordnung, auch wenn 

er gar nicht auf einer Kugelflgche realisiert werden kann, liefert ein solches 

Schema - - n o c h  ist das Polyeder eindeutig durch das Schema bestimmt. Denn 

die Realisierung des Schemas auf einer Kugelfl~che ist, wenn sie iiberhaupt 

mSglich ist, auf verschiedene Weise mSglich. 

b) Die Mehrdeutigkeit des T-Schemas und die hSheren T-Schemata. Die 
Mehrdeutigkeit des T-Schemas wird wenigstens teilweise aufgehoben dureh die h6heren 
zu einem Polyeder geh6renden t-Graphen: der zu einem Polyeder gehSrende t-Graph 

gibt selbst wieder eine polyedrische Einteilung der K u g e l f l ~ c h e -  mit lauter 

vierstrahligen Ecken - -  and liefert also wieder einen t-Graphen, den t%Gra2hen 
des urspriinglichen Polyeders, zu dem das T~-Schema gehSrt. Auch dieser Graph 

ist eindeutig dem Polyeder zugeordnet und abh~ngig yon der Realisierung des 

T-Schemas auf der Kugelfl~che, oder, was dasselbe ist, yon der BZ-Reihe dieser 
20--36122. Acta mathematica. 67, Imprim~ le 23 juin 1936. 
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Realisierung. w i r  betrachten noch die weiteren Graphen, den Graphen drit~- 

ter, . . .  n-ter Ordnung. Es ist ohne Schwierigkeit~ zu sehen, wie diese hSheren 

t-Graphen mit den niederen zusammenh~ngen: der tn§ entsteht; aus dem 

tn-Gr~phen durch Ersatz jedes Zuges durch zwei parallele Ziige. 

ttierzu geben wir das einfachste Beispiel: Das gegebene Polyeder habe 

zwei Fl~chen und eine Kante (s. Fig. 53). BZ-l~eihe: z z .  T-Schema: z z .  B Z -  

Fig. 2 3 a. Polyeder und t.Graph. Fig. 2 3 b. t-Graph und t2-Graph. 

\ i 
% 

Fig. 2 3 C. t-~Graph und t~-Graph. Fig. 2 3 d. t3-Graph. 

Reihe des t-Graphen auf der Kugel: z~ zl z~ ze. 

des t~-Gmphen :' z~ z~ z~ b' z.~ z~ z~ b'. T3-Schema: 

�9 �9 ? �9 

" " ' b' ~'2 g2 Z3 

T2-Schema: z~ z~ z~ z~. BZ-Reihe 

Man sieht aus den Figuren, wie der P-Graph aus dem t-Graphen durch Ver- 

doppelung entsteht. 

Das T~-Schema h~tte auch die Realisation R " ,  die in der Figur 24 dar- 

gestellt is~, gestattet. R "  ist yon dem in dem urspriinglichen liegenden t~-Gra - 

phen  topologisch verschieden. Zu  dieser Realisation R "  gehSrt die BZ-Reihe:  
vo vp vp pp  vv  pp v l  p !  

z~ z~ z3 b z2 z2 z3 b , deren T-Schema nach unseren Vorschriften 

b" 
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e 

Fig. 24. /~r, und t-Graph yon R'. Fig. 25. R" als t.Graph. 

ist. Dieses T-Schema yon /~" ist verschieden yon dem TB-Schem~ durch die 

Ver~eilung der Symbole auf die beiden Reihen. In  diesem Falle liefern erst 

T2-Schema und T3-Schema zusammen eindeutig die Realisation des T~-Schemas. 

Ubrigens gehSrt z u / ~ "  als t-Graphen das in tier Figur 25 dargestellte autopolare 

Polyeder, das gar kein Graph ist. Also ist auch aus diesem Grunde /~" als 

Realisation eines T~-Schemas ausgeschlossen. 

Die [nvarianz des T-Schemas gegen die EBZ-Transformationen ist leieht di- 

rekt d .h .  ohne geometrische t?berlegungen durch, die Anordnungseigenschaften 

der BZ-Reihe, der EBZ-Transformationen und des T-Schemas einzusehen. 

.Die Realisation des T-Schemas in dem gegebenen Polyeder l~ss~ sich nach 

unseren ~e thoden  dutch die Symboldarstellung der aufbauenden und abbauenden 

internen Transformationen in einer B Z-Reihe darstellen and damit dann auch 

das T~-Schema gewinnen. Es wiire wiinschenswert, diese Ableitung durchzu- 

fiihren und direkt die Invaria~z des T~.Schemas gegen EBZ-Tr~nsformationen 

darzutun. Auch w~re noch zu un~ersuchen, ob die hSheren T~-SChemata, viei- 

leicht nur bis zur zweiten Ordnung, geniigen, um die Realisation des T-Schemas 

eindeutig zu charakterisieren, und damit zu beweisen, dass das System der T "- 

Schemata, das aus dem BZ-System folgt and eindeutig, im Gegensatz zum BZ-  

Schema selbst, zu dem Polyeder gehSrt, dieses auch eindeutig bestimmt. 

Es sei noch bemerkt, dass das Tn-Schema 2~a~ Kanten, 2n-l al Ecken 

(2 n - l -  I) a~ Vierecke und a 0 + a~ andere Fi~chen hat ,  deren Seitenzahl den 

Strahlenzahlen der ao Ecken and den Seitenzahlen d e r a ~  Fl~chen des  urspriing, 

lichen Polyeders entsprechen. Fiir grosses n en~steht ~eine Einteilung der Kugel, 

die ~)fast liberally) ein Quadratnetz ist und a0+a~ singnli~re Fli~chen hat. 

c) Wit  geben als Beis2iel noch die Reihe der T'~.Schemata fiir das Tetra- 

eder. Das T-Schema kSnnen wir ~us jeder der belden /~Z~Reihen, die wir oben 
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fiir das Tetraeder gegeben haben, entnehmen. 

sich das Schema 

[ zl z~ b8 b~ 

z~ z 8 b~ bl 

z s ba bj z~ 

Aus der ersten BZ-Reihe ergibt 

h ~  ~3 

Fig. 26. 

Aus der zweiten BZ-Reihe ergibt sich das Schema 

zl zs Za bs 

z, bl zj b s 

b8 zl bl z8 

Die beiden Schemata sind in der Tat (abgesehen yon der Bezeichnungsiinderung, 

n~mlich Ver~auschung yon z8 und b3) gleich. Die zugehSrige Realisation ist in 

der Figu r 26 (fiir das erste Schema) dargestell~. Dafiir ist eine BZ-Reihe (mi~ 

Bezeichnung nach Fig. 26): 

b t  P ! V t V v v ! v V V t v P v v ! ! ! v v P ! 
1 b2 ~'1 b5 z2 z7 za b5 z.,,. b2 b~ ,$'~. z3 2'5 ba b~. z~ z7 z6 b4 bl z6 2'2 z:t 

also erhal~en wir als T~-Schema fiir das Te~raeder 
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b ~  r p p r p 
Z6 Z7 Za Z4 b2 

p ! ! p ! f 
b 2  Z l Z 2  z 7  z 5  b 3  

p t p t ; t 
zl b5 z3 z~ b4 bl 

~, v p ~, v p 

b5 z2 z6 b~ b3 z~ 

mit der Realisa~ion in Figur 27. 

Die tn-Graphen en~stehen dutch Verdoppelung 

aus den t'~-2-Graphen. Also hat  der t~-Graph des 

Tetraeders doppelpunktslose Ziige, der t~+~-Graph 

3 2 ~ doppelpunktslose Ziige. 
Fig. 27 . 

w  

Darstellung der Graphen auf der Kugel (Gauss'sehes Problem). 

I. a) Die Gaussische t~edi~gu~g. Es liegt nahe, an dieser Stelle das Gaus- 

sisehe Problem der Trakte 1 in etwas erweiterter Form zu behandeln, Es sei ein 

Schema y o u  Symbolen, in einer oder mehreren Reihen angeordnet, gegeben, in 

dem ~edes Symbol zweimal vorkomm~. Was sind die Bedingungen dafiir, dass 

dieses Schema das Schema fiir die aufeinander folgenden Doppelpunkte eines 

Graphen vier~er Ordnung auf einer Kugel ist? Gauss behandel~ nur den Fall, 

dass eine einzige Reihe yon Symbolen vorliegt, dass also der Graph in einem 

einzigen Zuge ())Trakt* bei Gauss) durchlaufen wird. Er gib~ Ms eine notwen- 

dige Bedingung an, dass je zwei gleiche Symbole durch eine gerade Anzahl yon 

Symbolen ge~rennt werden. Fiir ein Schema, das aus mehreren Reihen  besteh~, 

lautet diese Gausaisehe Bedingung: ]ede Reihe enthiilt e ine  gerade Anzahl yon 

Symbolen und die Reihen sind durch zyklische Verschiebung so anzuordnen, dass 

.~edes Symbol (in einer oder mehreren Reihen) an einer geraden und an einer 

ungeraden Stelie vorkommt. Diese Bedingung folg~ ohne Schwierigkeit daraus, 

dass zwei geschlossene Ziige sich auf der Kugel in einer geraden Anzahl yon 

Punkten durchse~zen. ]:)ass diese Bedingung nicht hinreichend is~, hat  schon 

Gauss erkann~. 

b) Notwendige und binreiehende Bedingungen. Fiir unsere Be~rachtung 

lieg~ es nahe zu sehen, welche die Bedingungen dafiir sind, dass aus einem 

1 S. Gauss, Werke Bd VIII (Nachlass) s. 27I if, 
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solchen Graphen-Schema eine BZ-l~eihe gewonnen werden kann, ffir die das 

Graphen-Schema das T-Schema ist. Dazu is~ es nStig, den Graphen in geeig- 

neter Weise an aIlen Stellen so umzuschalten, dass ein einziger Zug ohne Doppel- 

punkte, nur mit Selbstberiihrungspunkten herauskommt. Folgende Regel ffir die 

Umschaltung scheint mir rech~ einfach zu sein (sie ist die Erweiterung einer 

/dee, die mir Iteegas vor etwa 25 Jahren mitteilte). Kommt das Symbol s in 

zwei Reihen vor, die e~wa s D1 und D~s sein mSgen, dann bilden wir aus diesen 

beiden Reihen die Reihe S D l s D  ~. Komm~ ein wei~eres Symbol s' wieder in 

zwei Reihen des neuen Schemas vor, so verschmelzen wir wieder die beiden 

Reihen und fahren so fort, bis das Schema in lau~er Reihen zerfiill~, die jede 

jedes Symbol zweimal enthalten. Da diese Reihen lauter vollst~ndig yon ein- 

ander getrennte Graphen liefern, so kSnnen wir annehmen, dass wir nur eine 

r  J, X I ~ 
\ /.,.'>.. / ,,' 
"" / '. . 

Fig. 28. 

einzige solche Reihe zu behandeln haben. Wir nehmen an, wir h~tten mit dem 

Symbol s, s ' . . .  s (m) dieser Reihe je die Verschmelzung zweier Reihen durchge- 

ffihr~, und es blieben noch die Symbole v, v ' . . .  fiber. Durch die mit s, s ' . . .  

durchgeffihrten Operationen sind die Doppelpunkte an den betreffenden Stellen 

zu Selbstberfihrungsstellen geworden. Wir haben durch geeignete Operationen 

die den Symbolen v, v ' . . .  entsprechenden Doppelpunkte aufzulSsen. Es sei die 

Reihe etwa v F l v F  ~. Wir bilden aus ihr die neue Reihe vlJ~lvF2, d. h. wir 

kehren in dem einen Teil der Reihe zwischen v und v die Reihenfolge der Sym- 

bole urn. Daraus en~s~eht das Schema ffir einen Zug in dem der Punk~ v ein 

Selbstberfihrungspunkt ist (s. Fig. 28). So operieren wir in beliebiger Reihenfolge 

mi~ allen fibrigen Symbolen v' . . . .  Dadurch sind alle D0ppelpunkte des Graphen 

in Selbstberfihrungspunkte verwandelt, die yon einem einzigen durch die Reihe 

darges~ellten Zug A durchlaufen werden. Unter der Voraussetzung, dass der, 

dem ursprfinglichen Schema entsprechende Graph mi~ lauter Doppelpunkten auf 

einer Kugelfl~che realisierbar is~, ist aach der Zug A mit seinen Selbstberfih- 

rungspunk~en auf der Kugelfl~che realisierbar. Dann aber ~iissen sich die Sym- 

bole der A darstellenden Reihe in zwei Klasse~, ei~e z-Klasse und ei~e b-Klasse, 

einteilen lassen, soda,s kein Paar w n  gleichen z-Symbolen dureh ein Paar yon z- 
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Symbolen, kein Paar von gleichen b-Symbolen dutch ein t~aar von b-Symbolen 

getrennt wird, wie aus den topologischen Eigenschaften der Kugelfl~ehe ohne 

weiteres folgt. Die A-Reihe liefert bzw. eine :BZ-Reihe und ein Polyeder in dem 

die s- bzw. v-Symbole sich als Baum- oder Zwiebelstrecken auffassen lassen. Wenden 

wir jetzt riickw~rts die oben angegebene, das T-Schema liefernde Transformation 

(die ganz unabh~ngig ist  yon der Art, wie die Symbole der A-Reihe auf Baum- 

und Zwiebelstrecken verteilt werden) auf die Symbolreihe fiir A an, so muss 

das urspriinglich gegebene Schema des Graphen herauskommen, falls eben die 

u erfiillt ist, dass der Graph auf einer Kugelfliiche realisierbar ist. Wit 

erhalten so den Satz: Dann und nut dann, wenn das Schema des Graphen I) durch 

die angegebene Umschaltungsoperation U ei.ne BZ-Reihe liefert, II)  dutch die Um- 

kehrungso~eration wieder aus der B Z-Reihe entsteht, stellt das Schema einen auf  

der Kugelflh'che realisierbaren Graphen dar. Damit ist dan Gaussische Problem 

fiir den allgemeinsten Graphen vierter Ordnung gelSst. 

Es ist noch Folgendes zu bemerken: ~) Das Erfiilltsein der Bedingung II) 

ist unabh~ngig yon dem Erfiilltsein der Bedlngung I), wie die einfachsten Bei- 

spiele zeigen. Es sei etwa das Schema ab ab gegeben. Bier hat  die Umschal- 

tung U gar keine Wirkung, well zwischen zwei gleichen Symbolen nur ein 

anderes Symbol steht. Wir erhaRen also als Symbolreihe fiir A: ab ab. Diese 

Reihe steUt in tier Tat eine B Z-Reihe dar, fiir die a alas einzig e Symbol der 

z-Klasse, b das einzige Symbol der b-Klasse ist. Bilden wir aber zu dieser BZ-  

Reihe das T-Schema, so erhalten wir naeh unseren Vorschriften das zweireihige 

Schema 

a 

das yon dem urspriinglich gegebenen verschieden ist. In der Tat befriedigt ja 

das gegebene Schema die Gaussische Bedingung nicht. Es ist aber die Frage, 

ob die Gaussische Bedingung zusammen mit der Bedingung t ausreicht. 

2) Die verschiedenen MSglichkeiten, die durch eine U-Transformation ent- 

standene A-Reihe als BZ-Reihe aufzufassen, liefern verschiedene MSglichkeiten, 

den Graphen auf einer Kugelfl~che zu realisieren, falls diese verschiedenen BZ- 

Reihen nicht durch BZ-Transformationen auseinander" hervorgehen. 

c) Wir  wollen noch zwei Beispide fiir den U-Prozess geben. Zuerst neh- 

men wir den zum Tetraeder gehSrenden t-Graphen mit dem T-Schema 
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a b c d  

b e d f  

e a f  c. 

Wir h~ngen die dritte Reihe etwa in dem dem Schema en~sprechenden Durch- 

laufungssinn bei a in die ers~e Reihe ein und erhalten das Schema 

a f c e a b e d  

b e d f .  

die untere Reihe in die obere Reihe bei b ein und erhal~en die Wir  h~ngen 

Reihe 
a f c  e a b  e d f b  c d. 

Wlr spiegeln jetzt einen Abschnitt zwischen den beiden c und erhalten 

a d c e a  b e d f a e f  

Die Spiegelung in Bezug auf e liefer~ 

a d c e b a e d f b  c f .  

Spiegeln wir in Bezug auf d und f ,  so erhalten wir 

a d e a  b e c d f c  b f .  

Bezeichnen wir a, b, c, mR zs, z~, z~. ferner d, e, f ,  mit b2, b3, b~, so erhaRen 

wir die BZ-Reihe  
z~ b~ b 8 z s z~ b s z 1 b~ b I z 1 z~ b~. 

Diese BZ-Reihe  stimm~ abgesehen yon zyklischer UmsteUung mi~ der zweiten 

fiir das Tetraeder gegebenen BZ-Reihe iiberein. Lassen wir die Bezeichnung 

unge~ndert und bilden nach unserem Verfahren das zugeh5rige T-Schema, so 

erhalten wir das urspriinglich gegebene dreireihige Schema zuriick. 

,* . . . . .  ~ Als besonders einfaches Beispiel behaudeln wir 

/ ', noch den Graphen mit dem Schema 

I I : a b c a b c .  

. - - "  - ~  Spiegelung an a ergibt. 
pE ~% 

, /  \ a c b a b c. 

, " /  " ~ : ' /  _ \~ \, Jetzt habe,, die Spiegelungen an b und an c keine 

-. . -  -.~ . .  Wirkung mehr. Wir bezeich~en a mit z , b  und cmi t  

Fig. 2 9. ba und b~ und erhal~en die B Z-Reihe 
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z b~ bl z bl b~, 

die dem aus zwei Dreiecken bestehenden Dieder entspricht. 

t-Graph ist der Kleeblattschlingenzug (s. Fig. 29). 

Der zugehSrige 

II. a) I)ie Algebra der Graphen. Die verschiedenen U-Transformationen 

entsprechen den versehiedenen AuflSsungen des Graphen. Sie entstehen dutch ver- 

schiedene Wahl  und Reihenfolge ffir die auszuffihrenden Operationen. Diese bilden 

ein merkwiirdiges System, dessert Eigentfimlichkeiten einmal den speziellen Gra- 

phen, andererseits fiberhaupt ganz allgemein die Art  der topologischen Gebilde 

charakterisieren. Wir  wollen sie etwas n~her betrachten, aber ups dabei auf 

Schemata, die aus einer einzigen Reihe bestehen, besehriinken. Zu'r besseren 

Veranschaulichung stellen wit die z n Symbole, deren Aufeinanderfolge den Trakt 

charak~erisiert, durch die Aufeinanderfolge der Ecken eines regul{~ren 2n-Ecks 

dar. Dann liefert das Schema die paarweise Beziehung der Ecken aufeinander 

and eine Operation besteht darin, dass der eine yon den beiden Teilen des re- 

gul{iren Polygons zwischen zwei gleich bezeichneten Ecken, etwa a 1 und al, an 

der Symmefriegeraden ffir a,a 1 gespiegelt wird. Dadurch geht das Polygon in 

sich fiber, die Paa re  gleichbezeichneter Ecken in andere Paare gleichbezeichneter 

Ecken. Spiegelt man den anderen zwischen a I u n d  al gelegenen Tell des Poly- 

gons, so komm~ dieselbe Verteilung der Paare gleichbezeichneter Eeken heruus, 

nut  (insgesamt) an der Symmetriegeraden gespiegelt. Wit  wollen deswegen diese 

beiden Operationen nicht un~erscheiden und bezeichnen sie mit A1, ebenso die 

ffir die beiden gleichbezeiehnetea Ecken a2 ausgefiihrten mi~ A~ usw. Wir  er-  

halten so erzeugende Operationen A I A ~ . . .  A,~. Wir kSnnen sie in beliebiger 

Reihenfolge hintereinander anwenden und erhalten so immer eine bestimm~e 

Eckenkonfiguration und entsl~rechend einen Zug mR Selbstberfihrungs- und 

Durchkreuzungspunkten. Aber diese erzeugenden Operationen bilden durch diese 

Zusammensetzung ]~ei~e Gruppe. Denn die Operationen sind Transformationen 

eines Bereiches, dessen Eigenschaften dutch jede 0!oeration verh'~dert werden. Z . B .  

kann die Operation A l . . .  A~A~ (das bedeute~ in fiblicher Weise, es solt zuerst 

A~ ausgefib* werden, dann AI, usw. endlich A~) bewirken, dass zwisehen al and 

a~ nur ein Eckpunl~t liegt, dann wird An, wenn man es nach all diesen Opera- 

tionen ausfiihrt, die Figur unveri~ndert lassen, es wird A~A~ . . .  A k A ~ - A I  ... AkA~ 

sein. Aber A~ wird darum doch, ausgefibt auf die ursprfingliche Konfiguration, 

diese vergndern kSnnen (vgt. das oben gegebene Schema ffir den Kleeblatt- 

schlingenzug). 
21--36122. Acta mathematlea. 67. lmprim6 le 23 juin 1936. 
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Wir  miissen also stets die urspriingliche Stellung der gleichbezeichneten 

Ecken haben, dann erst hat  ein solches ~)Wort~) W-~ A z . . .  AkAt einen Sinn. 

AndererseRs gibt es ))Relatio~en)). Es sei etwa W ~ A l . . .  A ~ A ~ A ~ ,  . . . .  

Ar  A~, ~ W', d. h. die Operationen W u n d  W' ergeben yon der gegebenen An- 

fangsstellung aus dieselbe Endstellung. Ist  dann der Anfang eines dritten Wortes 

W "  (der Anfang wird immer yon rechts genommen) gleich W, dann kann man 

diesen durch W' ersetzen, nicht aber wenn in der Mitre oder am Ende yon W" 

die Aufeinanderfolge yon W vorkommt. Nur die Worte  A~At kann man iiberall 

in den aus A 1 A 2 . . .  gebildeten Worten weglassen, oder hinzufiigen. Als Be- 

zeichnung fiir solche Systeme schlagen wir ~S19iel))vor. In der Tat sind die 

meisten Spiele dadurch charakterisiert, dass ganz bestimmte Operationen vor- 

handen sind, ~Ziige)), die eine gegebene ~Stellung~ oder ~)Verteilung~) in eine 

andere iiberfiihren, und ebenso wie bei unseren Systemen hat es bei diesen 

Spielen keinen Sinn, yon einer bestimmten Operation zu sprechen, ohne gleich- 

zeitig die Situation anzugeben, in der diese Operation ausgefiihrt wird. Das 

Operieren mit den Spielregeln fiihrt sehr viel schwieriger zu allgemeinen Resultaten 

als das Operieren mit den eine Gruppe  definierenden Relationen. Aber die to- 

pologischen Gebilde sind wohl doch charakterisiert dutch solche als Spiele be- 

zeichneten Systeme yon Transformationen eines Symbolschema~, u n d e s  ist zu 

vermuten, dass man die dadurch entstehende Schwierigkeit bei dem Bestreben, 

zu schiinen Einzelresultaten zu kommen oder wohlgeformte, reich gegliederte 

allgemeine Theorien aufzustellen, kaum wird vermeiden kSnnen. 

Gewisse tIinweise auf mSgliche Untersuchungen in der Theorie der Spiele 

gibt der yon uns durch geometrische Betrachtungen gefundene Zusammenhang 

zwischen dem Graphenschema und der BZ-Reihe und ihren Transformationen: eine 

vollst~ndige AuflSsung eines einziigigen Graphen ,  eines Traktes, wird wie wir 

gesehen haben,  dargestellt durch irgendein Wort, das aus s~mtlichen Buchstaben 

des huflSsungsspieles, jeder nur einmal benutzt, gebildet wird. Der t~bergang 

yon einem solchen Wort  zu einem andern geschieht durch Yertauschung der 

Reihenfolge der Buchstaben. Andererseits entspricht einer solchen vollst~ndigen 

AuflSsung, falls der Graph auf einer Kugel realisierbar ist, eine BZ-Reihe. Durch 

EBZ-Transformationen kann diese B Z-Reihe in eine solche iibergefiihrt werden, 

die einer beliebigen anderen AuflSsung des Graphen, also einem beliebigen an- 

deren aus allen Buchstaben gebildeten Wor t  entspricht, und umgekehrt, jeder 

Reihenfolge yon BZ-Transform~tionen entspricht der  Ubergang yon einem sol  

chert Wort  zu einem anderen Wort. Kann aber der Graph in verschiedener 
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Weise auf einer Kugel realisiert werden, so gibt es andere BZ-Reihen und an- 

d e r e  Systeme von B Z - T r a n s f o r m a t i o n e n ,  die den aus allen Buchstaben des Auf- 

15sungsspieles gebildeten WorSen entsprechen. 

Andere MSglichkeiten fiir die Entwicklung des Kalkiils bei den topologi- 

schen Spielen wird die D~rstellung der zahlreichen topologischen Untersuchungen 

fiber Polyeder dutch unsere Symbolgebilde liefern. 

b) Wir  wollen auch noch ein Beispiel  fiir ein besonders einfaches Spiel 

betrachten, das zu den Konstellationen eines Sechsecks mit paarweise gleich- 

bezeichneten Ecken gehSrt. Auf einem Sechseck bezeichnen wir gegeniiber- 

liegende Ecken mit  gleichen Buchstaben, etwa mit a, b und c. Wir  haben da- 

mit als ~.'Anfangsstellung>> unseres Spieles die Reihe a b ca  b c, die iibrigens als 

Graph betraehtet den Kleeblattschlingenzug darstellt. Die Inversion eines Ab- 

schnit~s zwischen a und a bezeichnen wir mit A, die eines Abschnitts zwischen 

b und b resp. c u n d c  mit B resp. C. Dann ergibt der Zug A die Stellung 

a c b a b c, und die Zfige B oder C yon dieser Stellung aus gemacht ergeben 

keine -~nderung dieser Stellung. Analoges gilt, wenn die Zfige B und C yon der 

Anfangsstellung aus gemacht werden. Unser Spiel hat  also nut  vier Stell- 

ungen: die Ausgangsstellung, etwa mit S O bezeichnet, ferner die Stellungen 

A(So),  B(So) , C(S0} und unser Spiel ist abstrak~ eindeutig dargestellt durch 

folgende Angaben: 

3 erzeugende Ziige: 

7 Relationen: 

A , B , C .  

[ A s -~ B 2 = C a = E ,  

B A  ~ C A = A ,  

C B  = A B = B ,  

A C = B C - - C ,  

we E das Nicht-Ziehen, die Operation der identischen Umformung, bezeich- 

n e t . -  Dieses Spiel charakterisiert die versehiedenen l~ISglichkeiten, den Klee- 

blattsehlingenzug aufzulSsen. 

Wir kSnnen auch, ebenso wie bei den Gruppen durch das Gruppenbild, 

eine anseh~uliche Ubersicht fiber die Verkniipfung der verschiedenen SteUungen 

durch einen bezeichneten Graphen sechster Ordnung mit vier Ecken geben. 
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A 

A 
Fig. 3 ~ . 

Dieses >>Spielbild~ wird durch die Figur 30 dar- 

gestellt. Allgemein werden die Spiele darge- 

stellt durch Graphen 2nter  Ordnung, bei denen 

yon jeder Ecke die 2n Strecken A~ A~ -1 . . .  A~A-~ ~ 

ausgehen, wo A ~ . . .  An die erzeugenden Opera- 

tionen oder Ziige sind. Die Gruppen dagegen 

werden durch ganz spezielle solche Graphen dar- 

gestellt, n~mlich durch bezeichnete Graphen, bei 

denen alle Ecken topologisch mit Bezeichnung 

~quivalent sind, endlich die multiplikativen Ver- 

knfipfungen der ganzen Zahlen nach einem Mo- 

dul m durch den noch spezielleren Graphen, der aus einem Polygon mit m - - i  

Seiten besteht. 

w  

Orientierbare FliLchen yon h~herem Geschlecht. 

Die vorstehenden Untersuchungen fiber die Darstellung gewShnlicher Poly- 

eder lassen sich zum grSssten Tell auf _Polyeder yon h6herem Zusammenhang aus- 

dehnen. Wir wollen dies nur ganz in Kiirze fiir die orientierbare~ Polyeder 

ausffihren. 

a) Baum, Zwiebel und BZ-Reihe. In ein beliebiges orientierbares Polyeder 

legen wir einen Baum durch alle Ecken und bezeichnen seine Strecken mit bk. 

Wir  ziehen dann den Baum auf einen Punkt  zusammen und erhalten ein Poly- 

eder mit einer einzigen Ecke yon der 2(a l - -ao+ I) Strahlen ausgehen, die sich zu 

a l - - a o  + I Strecken zusammenschliessen. Wir wollen diese Strecken zun~tchst 

alle mit z~, zk , . . ,  bezeichnen. Dann liefer~ ihre Aufeinanderfolge wieder eine Reihe 

z i z i + l . . . ,  in der jedes der a 1 -  ao + I Symbole zweimal vorkommt. In diese 

Z -Re ihe  fiigen wir wieder wie oben successive die b-Symbole ein und erhalten 

so eine BZ-Beihe, die das Polyeder vollst~ndig bestimmt. Denn wir erhalten 

aus der Reihe genau durch denselben Prozess wie bei den gewShnlichen Poly- 

edern die Teilfl~chen: auf z~. mSge in bes~immter Richtung in tier Reihe 

bkbk+~.., bk+~z~ folgen; auf d~s andere Symbol zz mSge in derselben Riehtung 

b~ b~+~ . . .  b~+, z~ folgen usw., dann bilden z~. bk bk+~ . . .  bk+~ zl b~ b~+~ . . .  b~+g z~ usw. 

die Berandung einer Fl~che. Dureh dasselbe Verfahren mit Ver~ausehung yon 
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z and b erhalten wir die Eekenzyklen. Damit ist natiirlich das Polyeder voll- 

stfindig gegeben. 

Die BZ-Reihe erhis man aus dem Polyeder genau in derselben Weise wie 

bel den gewShnlichen Polyedern direkt dutch abweehselnde Umlaufung der Ecken 

und Teiltlis 

Beispiel: ein topologisch reguli~res Polyeder yore Geschlecht I mit sechs 

Dreiecken, neun Kanten und drei sechsstrahligen Ecken, s. Fig. 31. In der 

Figur ist ein Tell der Umlaufungskurve eingezeichnet. 

3 
Fig. 3I. 

B Z-Reihe: 6 b~ 4 3 b~ 7 i 5 4 6 b~ 2 i b~ 7 3 5 2. 

Z-Reihe: 2 6 4 3 7 I 5 4 6 z I 7 3 5. 

ttierbei ist allemal anstelle yon zi der Index i geschrieben. Aus der BZ-Reihe 

erhalten wir z. B. die Dreieeke 6 bl 4 oder b~ 7 I usw. und die Eckenzyklen 

6 bl 7 3 5 2 usw. 

b) Geri~'st. Aus der Anzahl der der BZ-Reihe  entnommenen Fliiehen und 

Eeken ergibt sich das Geschlecht der darges~ellten Fl~che, Es gibt aber ein 

sehr einfaches Kennzeichen dafiir, dass das dargestellte Polyeder ein yon Null 

versehiedenes Geschlecht hat. Lassen wir n~mlich aus der B Z-Reihe alle b 

weg, so erhalten wit die Z-Reihe. Auf dieser streichen wir nun zun~chst jedes 

Paar aufeinanderfolgender gleicher Symbole zizi, dann in der neuen Symbolreihe 

wieder ~lle Paare aufeinanderfolgender gleicher Symbole usw., bis wir zu einer 
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Symbolreihe kommen, wir wollen sie G-Reihe nennen, in der jedes Symbol zwei- 

real vorkommt, aber keine zwei gleichen Symbole neben einander stehen. Die 

Symbole dieser Reihe wollen wir im Gegensatz zu den gewShnlichen z-Symbolen, 

die wir weggeschafft haben, Geriistsymbole nennen und durch den oben hinzugefiig- 

ten Buchstaben g kennzeichnen, also z~ schreiben. Ist kein g-Symbol vorhanden, 

dann liefert uns die Z-Reihe eine gewShnliche Zwiebel und die BZ-Reihe ein 

Polyeder vom Geschlecht Null. Die G-Reihe charakterisiert das Geschlecht. 

i* 
Fig. 32. 

Die Symbole der G-Reihe gliedern sich in Paare yon AbschnRten oder 

Abteilungen, in jedem Abschnitt kommt ein Symbol nur einmal vor, ein Paar 

yon zusammengehSrigen AbschnRten enth~lt jedes Symbol zweimal, die Paare 

yon gleichen Symbolen in den Abschnitten, die zusammengehSren, trennen sich 

nicht. Alle Symbolpaare eines Abteilungspaares entsprechen isotopen, nicht auf 

einen Punk~ zusammenziehbaren (zerstiickelnden oder nicht zerstiickelnden) Fl~chen- 

kurven. Im Falle, dass das Geschlecht der Fl~che gleich I i s t  haben wir zwei 

oder drei solcher Abteilungspaare. Im obigen Beispiel sind Z-Reihe und 

G-Reihe identisch, die G-Reihe zerf~llt in drei Abteilungspaare, die wir durch 

Unterstreichung unterschieden haben. Die Figur 32 stellt die Geriiststrecken 

auf dem liings zweier Riickkehrkurven aufgeschnit.tenen Polyeder der Figur 31 dar. 

c) Die durch andere Wahl des Baumes hervorgerufenen Transfor~nationen 

setzen sich aus Elementar~ransformationen zusammen, die ein Paar gleicher 

b-Symbole mi~ einem trennenden Paar gleicher z-Symbol e vertauschen. Diese 

Elementartransformationen werden genau so mit den allgemeinen BZ-Reihen 

ausgefiihrt wie mit den speziellen, zu den gewShnlichen Polyedern gehSrenden. 

Durch diese Transformation kann die Anzahl der Geriiststrecken und die Anzahl 

der Abteilungen sich ~ndern. Z. B.: BZ-Reihe: 

b z~ z~ z~ b z~ z~ ~ z~ z~ z~ z~ z~ z~ (3 Geriistabteilungen). 
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Die Vertauschung yon b und z~ ergibt: 

z 'g z~ zg z, b'~ z~ z~ z' b'~ z~ z_g ~ z~ z~, 

167 

z~ ist keine Geriists$recke, denn naeh Wegnahme yon b stehen die beiden Sym- 

bole z~ nebeneinander. Die iibrigen z-Symbole gliedern sich in zwei Abteilungen 

(s. Fig. 33). 
Der t-Graph und T-Sehema werden fiir ein allgemeines Polyeder genau so 

Fig. 33. 

aus der .BZ-Reihe gewonnen wle fiir die gewShnlichen Polyeder. 

regul~re Polyeder ergibt sich so das T.Schema 

6 bl I 5 3 b~ 

bl 4 5 2 b~ 7 

4 3 7 1 2  6. 

Fiir das obige 

Der t-Graph des 

sich in neun Punkten durchsetzen. 

Polyeders besteht also aus drei doppelpunktslosen Ziigen, die 

d) Jetz~ kSnnen wit auch das Gaussisehe Traktproblem fiir Flt[chen yon 

hSherem Geschlecht behandeln" Sei irgend ein Graphensehema gegeben, dann 

bilden wit gen~u so wie friiher aus ihm eine AuflSsuugsreihe A durch Inein- 

anderh~ngen der Reihen und Spiege[ungen yon Absehnitten zwischen gleichen 

Symbolen. Bezeichuen wit in der  so erhal~enen A-Reihe irgendeine Anzahl yon 

Symbolpaaren, die sich gegenseitig in der Reihe nicht trennen als b-Symbole, 

die andern als z-Symbo[e, d a n n  ergeben unsere Vorschriften eindeutig die Kon- 

struk~ion eines Polyeders, etwa vom Geschlech~ p. Ist das zu dem Polyeder 

gehSrende T-Schema identisch mit dem gegebenen Graphenschema, dann ist ge- 

zeigt, dass das Schema des Graphen sich auf einer Fl~che vom Geschlecht p 

realisleren l~sst. Durch diesen Prozess wird also stets in einer endlichen An- 

zahl yon  Schritten, die in Symboloperationen bes~ehen, entschieden werden kSn. 
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nen, welches das kleinste Geschlech~ ffir eine F1/~che is~, .auf der sich ein gege- 

benes Graphenschema realisieren l~isst. Aber  im al lgemeinen wird die Auswahl  

der b-Symbole auf sehr viel verschiedene Weisen mSglich sein und dementsprechend 

d i e  En~scheidung fiber das Minimalgeschlech~ nur  durch langwieriges Probieren 

herbeizufi ihren sein. Ausserdem ist wesentlich zu beriicksichtigen, dass hierbei 

nur  diejenigen Graphen  erfasst werden, die als t-Graphen yon Polyedern  auf- 

gefass~ werden kSnnen. 

Zum Schluss bemerken wir noch, dass in den BZ-Reihen  fiir nicht-orientier- 

bare Polyeder  die z-Symbole mit  Vorzeichen zu versehen sind. 

B e r i e h t i g u n g .  

In der Arbeit yon Ingeborg Ginzel: Die konforme Abbildung durch die Gamma- 

funktion Acta math. Bd. 56, i93x ist folgendes zu berichtigen: 

S. 32o. Das 4. und das 8. Glied in der 2. Formel 9o b)s ind dort zu streichen 
und einsehliesslich Vorzeichen in der 1. Formel 9 o b) anzuffigen. 

S. 32I .  

S. 346. 

einschliesslich 

das um eine 

17 
k ~ - - 6 ,  die letzte x ~ - -  

2 

3. Zeile yon unten: das ~ hat das Vorzeichen - - .  

Alle Zahlen der Tabelle rechts von x = 2 also yon x =-.-5- ab bis 
9. 

I7 
x = -  miissen einen Platz tiefer stehen, gehSren also zu einem k, 

2 

Einheit hSher ist. Die 1. Zahl x = 5, Y = 9,45408 geh6rt also zu 
2 

, y~--- 1,4~587 zu k =  6. 


