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1. Dans les Comptes rendus de l'académie des sciences de Berlin,
Année 1864 (et dans son Traité des fonctions sphériques, Tome I, pag.
472 e. s, 2% Edit.) M. Heive a démontré la proposition suivante.

Soient 4 et B deux polyndémes donnés en z, le premier du degré
»-+ 1, le second du degré p au plus — ces polynémes étant d’ailleurs
tout a fait généraux et n’étant assujettis & aucune condition, et considérons
I'équation différentielle:

a* d
(1) AT+ 2B+ Coy=o0

ou C est un polyndéme en z du degré p — 1 au plus.

Alors il existe toujours certaines déterminations particuliéres du poly-
néme C, telles que I'équation (1) admette comme intégrale un polyndéme
en  du degré n. Le nombre de ces déterminations et des polynémes
correspondants. y s'éléve a

_m+Dm+2n+3).. . (ndp—1)
(n.p)_— 1.2.3...(p—1)

(R.1)=1.
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Ce théoréme constitue le fondement principal de la théorie générale des
fonctions de Lamt qu'on doit 4 M. HeiNe. Dans cette théorie la fonction

B n'est pas indépendante de 4, car I'ona B —_—% %—g M. Heine fait voir

que la détermination du polynéme C dépend d’un systéme d'équations
algébriques de degrés supérieurs et que l'équation finale qu’on obtient en
éliminant toutes les inconnues sauf une, est aw plus du degré (n.p). En
outre on voit qua chaque détermination de C correspond un polynome
déterminé y du degré n.

Mais on voit moins facilement que le degré de I'équation finale d’on
dépend le polynéme C atteint effectivement le degré (n.p). M. HEINE a
levé cette difficulté en faisant voir par un calcul de proche en proche
que, méme en soumettant les polynémes A et B a certaines conditions
particuliéres, il existe effectivement (n.p) polynéomes du degré = qui
satisfont & une équation différentielle de la forme (1).

Je me propose de démontrer, dans ce qui suit, la proposition suivante.
Lorsque les racines a,, a,, a,, ..., a, de I'équation 4 = o sont réelles
ct inégales et qu'en posant:

p

= e i

r—a, xr— a,

(2) T —.ap,
les quantités oy, a,, ..., a, sont positives, alors les (n.p) déterminations
du polynéome C sont toutes réelles ainsi que les polynémes correspondants
y du degré n. Soit y, un de ces derniers polynomes, les racines de
y, == o sont réelles et inégales et distribuées dans les p intervalles des
racines de 4 = o.

Le nombre des maniéres dont on peut distribuer # quantités dans p
intervalles est évidemment égal & (n.p)— et jajoute maintenant que les
racines des polynomes y représentent en effet toutes ces distributions, en
sorte qu'un tel polynéme est parfaitement caractérisé par la distribution

de ses » racines dans les p intervalles des racines @y, a,, ..., a, de
A = o.

2. Soient, sur un axe oX, A4,, 4,, 4., ..., 4, les points dont
les abscisses sont a,, a@,, ..., a, et prenons encore, dans un quelconque

des p intervalles déterminés par ces points (p. e. (4,-4,)), » points
X, X,, ..., X, dont les abscisses sont @, Z,, ..., #,. Cela posé,
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considérons l'expression suivante, oit 'on considére sculement les valeurs
absolues des distances des divers points:

[AOXI X AOXQ X AOX;; .. AOX”J,/.‘,
X4, X, X4, XX 4,X;. .. AlX,.:Mx

X [Ale X ApX2 X Ap Xu ot AP X"}Mp

II=) xXX,xXXXXX,.. XXX,
L XXX XXX XXX,
XX, X,. .. XX, X,

. . . . .

XX, X,

"

Cette - expression est toujours positive ct s'évanouit seulement quand
deux des points X;, X,, ..., X, coincident ou lorsqu'un de ces points
vient se confondre avec l'une des limites de lintervalle (4,-4,). En
considérant les points X, X,, ..., X, comme variables, mais restant
toujours dans Uintervalle 4,-4,, il est évident que les divers facteurs
de I'expression II restent compris entre certaines limites, ct les exposants
%y @, + .., a, 6tant positifs, on voit que II reste toujours inférieur a une
certaine limite. Par conséquent, pour une certaine position des points
X, X,, ..., X, I'expression II devient mazimum.

On. peut interpréter cela de la maniére suivante. Concevons que lex
points fixes 4, ..., 4, soient des points matériels, la masse dc 4, étant o,
et que de méme les points mobiles (sur oX) X, X,, ..., X, soient des
points matériels dont la masse soit égale & l'unité. Alors, si deux points
matériels se repoussent en raison directe de leurs masses, et en raison
inyerse de leur- distance, log II est le potentiel, et le maximum de II
correspond a une position d’équilibre stable.

Mais pour une position d’équilibre, dont I'existence résulte de ce qui
précéde (et qui est unique comme on le verra plus loin), on doit avoir:

(3)

“ e R S

Ly — Ay Ty — Gy LTy — Ay

1 1

o —

Xy — Xy L — Lr-1

+ _I*_ + + - —=0. (k=1,2,3, ip 1)

Ty — i Ly — Ty
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J’observe maintenant qu'on a d’apres (2):

do oy oy, B(w,,)
+ ...+ L — = 1
Ty — Qg T — ay Ty — Qp ()
et en posant:
(4) y=@@—z)x—ua)...(x—uwx,)
il vient:
Y I 1 I 1
Y z— & @ — & + . +‘u-—zr,,_1 & — Typq o +.v'--—w,l

d’ou

<ZL>_=;++ L

Yy Ly — &) Xp ~— Lp—1 Lfy — L1 Xy — &n

On voit donec que les conditions d’équilibre (3) reviennent & ce que lex-
pression:

y” B
ar T
on encore 4y’ 4+ 2By s'évanouit pour v =ux,, k=1, 2, ..., n.
Le polynéme Ay” + 2By’ du degré n + p— 1 est donc divisible
par y et en désignant le quotient par — C on a:

Ay" + 2By + Cy = o.

Le polynome y du degré n défini par la relation (4) est donc un de ceux
dont l'existence fait I'objet de la proposition de M. HgixE.

11 est clair que §'il existait une seconde position d’équilibre, n'importe
que cet équilibre fut stable ou non, on en déduirait aussitét un autre
polynome y qui satisfait & une équation différenticlle telle que (1).

3. Dans ce qui précéde nous avons supposé que les points X,
X,, ..., X, étaient renfermés dans lintervalle (4,-4,). Mais il est clair
qu'en se donnant A priori ume distribution quelconque de ces points
dans les p intervalles, et en limitant la variabilité de tes points par la
condition qu’ils doivent rester toujours dans les intervalles ol ils se
trouvent d’abord, on peut répéter mot & mot les raisonnements précédents
et il existe donc (n.p) polyndmes du degré n différents qui satisfont &
une équation de la forme (1).



Sur certains polyndmes qui vérifient une équation différentielle. 325

Les polyndmes correspondants C sont aussi différents; en effet on
aurait autrement une équation de la forme (1) dont les deux intégrales
seraient des. polynomes ¥, y, ce qui est impossible parce quon en dé-
duirait la relation absurde:

95
WYy — Yoy = Const. € 7 * "= Const. (x — a)y " (r—a) ... (x—a,)

Nous voyons maintenant aussi qu'en se donnant la distribution des racines
%, ..., «, dans les p intervalles il y a seulement une position d’équilibre
et cet équilibre correspondant au maximum du potenticl cst stable.

En effet d’apres les recherches de M. Heixe le nombre des polynomes
¥ ne peut surpasser (n.p).

4. Considérons maintenant plus particuliérement les fonctions de
Laug, dont voici la définition d’aprés M. Herxe.

Soit

(@) = (r—a)x —a)...(x—a,)

alors la fonction de Lamg de lordre p ct du degré m est une fonction
enticre du degré n des quantités:

Ao == \//413—(1/;, Al == V’.;B-—— tyy -+ -y A/’ =\ —d,
qui satisfait & une équation différenticlle de lu forme:

dx’®

(l]/

I ’
¢(e) gt 5¢(0) 5 + 8(w)y = o
ot H(x) cst un polynome en z du degré p — 1.
Ces fonctions se distribuent en classes de la manic¢re suivante.
Soit ¢, (x) un diviseur quelconque de ¢(x), alors on considére comme
appartenant a la méme classe toutes les fonctions qui sont de la forme:

viu(x) V(z)

V(z) étant un polynéme en x. Naturellement le degré de ¢, (x) doit
¢tre de méme parité que .

I’ équation différentielle & laquelle satisfait le polynome V(x) devient:

SV ¢(@)¢i(2)\ AV AV — o
@) G+ (o) +EZED) T+ (07 = o;
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elle est de la forme (1). En supposant réelles et inégales les quantités

@, @, -.., @, Notre proposition devient applicable; on a en effet:

B_ 1 g 1 di)

A4 4 ¢(@=) "2 ¢(2)

I
en sorte que les nombres a,, a,, ..., a, n'ont d’autres valeurs que i ct

3. Le degré de V étant k, les (k.p) fonctions appartenant a la méme

4
classe sont donc réelles, et les racines des diverses équations ¥V = o se

trouvent distribuées de toutes les maniéres possibles dans les p intervalles
des racines de I'équation ¢(z) = o.

On doit ce dernier théoréme a M. F. Kreiv (Mathematische An-
nalen, T. XVIII). La démonstration d¢ M. Krey n'a rien de commun
avec les considerations qui précédent, et nc s'applique pas & mnotre pro-
position plus générale.

Leyde, Novembre 1884.




