UBER DIE BRECHUNG DES LICHTES
IN CRISTALLINISCHEN MITTELN

VON

SOPHIE KOWALEVSKI

in STOCKHOLM.

In seinen Lecons sur Uélasticité hat LaME eine Anwendung der
Elasticitatstheorie auf die Erklarung der doppelten Brechung des Lichtes
in dreiaxigen Cristallen gegeben. Ich werde hier in wenigen Worten
das Hauptergebniss seiner Untersuchungen recapituliren. Ausgehend von
den partiellen Differentialgleichungen, denen alle moglichen Schwingungen
in einem elastischen homogenen (*) Mittel unterworfen sind, stellt er zuntchst
die Bedingungen fest, unter welchen eine Doppelbrechung des Lichtes
tiberhaupt moglich ist. Unter der Voraussetzung, dass die Schwingungen
der einzelnen Theilchen transversal sind, d. h. ohne eine Anderung der
Dichtigkeit des schwingenden Mittels vor sich gehen, konnen die partiellen
Differentialgleichungen, welche dieselben bestimmen, stets auf die Form
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() D. h. in einem solchen, in welchew dic clastischen Eigenschaften in der Um-
gebung cines jeden Punktes dieselben sind.
Acta ﬁathematim. 6. Imprimé. 10 Novembre 1884, 32
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gebracht werden, wobei z, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes des schwingenden Mittels, &, », ¢ die Componenten der Ver-
riickung dieses Punktes von seiner Gleichgewichtslage, ¢ die Zeit und
@, b, ¢ drei positive Constanten — die Elasticitats-Axen des betrachteten
Korpers — bedeuten.

Die Hypothese, dass die Schwingungen vor sich gehen, ohne die
Dichtigkeit des vibrirenden Mittels zu #ndern, crfordert, dass die Grosse

TN
6 = x + ay + 9z

identisch gleich Null sei.
Nun folgt aber aus den Gleichungen (1)

2’6 o
atr

Der aufgestellten Hypothese wird also geniigt, wenn die Anfangs-

werthe von €, 7, ¢ und deren Ableitungen nach ¢ fur t = o so gewihlt

sind, dass (6),_, == 0 und <3_a;€> = o sind.
t=0

Der ganzen Theorie von Fresxer liegt die Hypothese zu Grunde,
dass jedes Theilchen der Oberfliche des brechenden Mittels, welches von
einem Lichtstrahle getroffen ist, zum Mittelpunkt eines Systemes von ebenen
Wellen wird, und zwar so, dass nach jeder Richtung hin sich zwei Wellen
mit verschiedener Geschwindigkeit fortpflanzen.

Es war also zuerst zu untersuchen, ob die Gleichungen (1) sich 1mn
Einklange mit dieser Hypothese integriren lassen.

LaMié macht die Annahme, dass der Schwingungsmittelpunkt cine
Reihe von Schwingungen ausfubrt, so dass die Componenten sciner Ver-
schiebungen durch die Formeln:

t t t
o J— Q —_
& = X, cos 27, 7, = Y, cos 27, ¢ = Z,cos 27>

dargestellt werden konnen, wobei r die Schwingungsdauer einer voll-
standigen Schwingung bedeutet. Lin beliebiger Punkt des vibrirenden
Mediums wird nach zwei verschiedenen Hemmungen A, und A, in Schwin-
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cung gerathen, und das Gesetz sciner Verschicbung wird folglich durch
die Componenten

t— 1/ t— 14,
&= X cosa2z !+ X, cos 2m——

4 T

, t—2 t—4,
y =Y cosegx———" 4 ¥, cos 27—

t-—12 i — 2,
4+ Z,cos 2m——

{ = 4 cos2m
dargestellt werden. Die Grossen X, Y,, Z,, X,, Y,, Z, sind Functionen
von z, y, 2z, welche so bestimmnt werden sollen, dass dic entsprechenden
Werthe von &, 3, ¢ in die Gleichungen (1) eingesetzt, denselben geniigen,
und dass fir x =0, y=0, 2=0

X +X,=X, Y 4+Y, =Y, Z+Z =2 si

Nach der Theorie von Fresxer ist der geometrische Ort aller der-
jenigen Punkte, welche von-der, aus dem Mittelpunkte ausgehenden Welle
nach der Zeiteinheit getroffen werden, eine zweischaalige Fliche, welche
in der Geometric unter dem Namen der Wellenfliche bekannt ist.  Setzt
man mit LAME

R == z? - !/2 4+ 22’ Q _ az(bz + C‘l)ﬁ? + 1)2(62 + (L2>]/2 + 02((02 + b‘l)gz,
P = a’z® + b*y® + %, q = a’b’c’,

so ist die Gleichung derselben

(2) q— Q@+ RP =o.
Um die Lage der fortschreitenden Lichtwelle nach der Zecit A zu er-
mitteln, braucht man nur in dieser Gleichung statt x, y, 2, 73.0, %, ; Zu

schreiben. Man erhalt dann dié Gleichung
(2% gi* — @A + RP = o,

welche alle die successiven Lagen der fortschreitenden Welle darstellt,
wenn man in derselben A variiren lasst.
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In Bezichung auf 2* gelost, hat dicse Gleichung dic zwei Wurzeln:

g2 @ E N 4Rl
1 = o

Die zwel positiven Werthe von 2, 2 und A, stellen die zwci verschiedenen
Zeiten dar, nach welchen ein Punkt von der fortschreitenden Welle
getroffen wird.

Da die partiellen Differentialgleichungen (1) linear sind, so geniigt
es die Functionen X, ¥, Z zu bestimmen, unter der Annahme, dass A
irgend cine der Wurzeln der obigen Gleichung ist.

Durch eine recht beschwerliche, wenn auch sehr eclegante Rechnung,
celingt es LaME in der That die Functionen X, Y, Z in der erforder-
lichen Weise zu bestimmen.

Setzt man

/
V(@ — R) (028 — R)(c** — 1)

3 240
X=uw (1 — — .3—)
) 3y,

© 9/ o4
Y =uw (2— — JJ——)
oL 02/
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Z =w (.U— — =
‘ . 9! /ax

so werden die Grossen
) p
&= Xcos2m——
t— 1/
y = Ycos2m—

P

{ —
= Zcos2m—
3

Integrale der Differentialgleichungen (1), welche zugleich die Relation

o o | o
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befriedigen.  Selbstverstandlich haben wir in diesem Falle nur cinr System
von particularen Integralen der particllen Differentialgleichungen (1).
Ausserdem sieht man bei niherer Untersuchung, dass dieselben cine physi-
kalisch unmogliche Bewegung darstellen, denn in jedem Punkte einer
optischen Axe stellt sich jede der Grossen X, Y, Z unter der Form

o ) )
S dar und wird unbestimnmnt.

LaME versucht dieses Lrgebniss auf die folgende Weise zu erkliren.
Alle Moleciile, welche derselben Wellenfiache angchoren, gerathen zu der-
sclben Zeit in Schwingung. lhre Verriickungen geschehen in der be-
treffenden Tangentialebene der Wellenfliche und scnkrecht zur Richtung
des Strahles. Wie man auf geometrischem Wege sofort erkennt, fallen
sie also zusammen mit der Richtung der betreffenden sphirischen Curve
auf der Wellenfliche. Durch jeden gewshulichen Punkt der Wellenflache
geht nur eine einzige sphirische Curve; aber der Endpunkt einer optischen
Axe zeichnet sich durch die Eigenschaft aus, gleichzeitig auf zwei spharischen
Curven zu liegen. Seine Bewegung unterscheidet sich demnach von der-
jenigen eines jeden anderen Punktes. Die beiden Curven umschlingen
ihn also gewissermassen, wie LaME sagt, durch zwei entgegengesctate
Bogen, durch zwei Halbkreise oder Halbellipsen, deren Kritmmung sehr
gross ist. Daraus entsteht fir den betrachteten Punkt eine zusammen-
gesetzte kreisformige oder elliptische Bewegung. In dieser Weise mcint
Lamg die aus den Formeln sich ergebende Unbestimmtheit zu erklaren
und zu beseitigen. Hiergegen konnte man jedoch einwenden, dass diese
Erklarung aus den Formeln selbst abgeleitet werden miisste, d. h. dass
man durch Combination der Ausdricke X, und X,, ¥, und Y,, Z und
Z, die Unbestimmtheit entfernen und die wirkliche Bahn des fraglichen
Punktes miisste erkliren konnen. Dieses ist aber keineswegs der Fall.

Ausserdem giebt es noch einen Punkt im Raume, in welchem die
Lamg'schen Formeln nicht mehr im Stande sind, die Erscheinungen zu
beschreiben: In dem Coordinatenanfangspunkte, d. h. im Schwingungs-
mittelpunkte selbst, wird jede der Grossen X, Y, Z unendlich gross. Hier
missten also die Schwingungen unendlich gross sein und zwar nach allen
Richtungen hin; (iibrigens ein Resultat, zu welchem man nothwendiger
Weise gefithrt wird, wenn man von der Hypothese eines einzigen Schwin-
gungsmittelpunktes ausgeht).
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Lamg versucht diesen Widerspruch seiner Theorie mit der Wirklich-
keit durch die Annahme zu crkliren, dass jedes materielle’ Theilchen des
betrachteten Mittels mit ciner Aetheratmosphire umgeben sei, welche
durch das einfallende Licht in Schwingungen versetzt werde, die sich dann
auf das materielle Theilchen bertragen.

Ich werde hier auf dic Discussion dicser Hypothese nicht niher cin-
gehen.  LaME sclbst hat sie nur ausgesprochen, ohne auch zu versuchen
sic mathematisch zu begriinden. Bevor man die Moglichkeit von Schwing-
ungen in cinem cristallinischen Mittel der Fresxer’schen Theorie cnt-
sprechend  discutirt, sollte man jedenfalls die allgemeine Losung der
partiellen Differentialgleichungen (1) aufstellen, denn dann erst werden
wir alle moglichen Bewegungen kennen.  Diese Untersuchung bildet den
Gegenstand meiner Arbeit.  Ich bin durch meinen hochverehrten Lehrer
WrigrsTrASS angeregt worden dieselbe zu unternehmen, in der Erwartung
dass dieselbe Integrationsmethode, welche von ihm vor vielen Jahren auf-
gestellt und auf die Integration von einigen einfacheren linearcn partiellen
Difterentialgleichungen angewendet wurde, auch in diesem Falle sich be-
wihren wiirde.

Ich werde hier den Inhalt ciner noch nicht publicirten Abhandlung
mittheilen, welche mir von Weiersrrass im Jahre 1881 zur Verfiigung
gestellt, aber viel frither von ihm verfasst wurde.

»Es seien u, v, w reelle, veranderliche Grossen, dic wir als die
Coordinaten eines Punktes im Raume in Beziehung auf drei in einem
Punkte O unter rechten Winkeln sich schneidende Axen betrachten.
Ferner sei § irgend cine geschlossene Fliche von der Beschaffenheit, dass
in jeder von O ausgehenden Richtung nur ein Punkt derselben liegt.
Dann gehort zu jedem Punkte P des Raumes ein bestimmter Punkt P,
der Flache, namlich derjenige, in welchem dieselbe von der Strecke OP
oder deren Verlangerung tiber P hinaus geschnitten wird; und wenn man
das Verhaltniss OP zu OP, mit ¢ bezeichnet, so ist ¢ eine bestindig positiv
bleibende continuirliche Function der Coordinaten u, v, w von P, welche
die Eigenschaft hat, dass sic in kt ibergeht, wenn man u, v, w alle drei
mit derselben positiven Zahl k& multiplicirt. Der Ort aller Punkte ferner,
fur welche ¢ denselben Werth hat, ist eine Fliache o,, welche § ahnlich
ist und von dieser ganz umschlossen wird, wofern ¢ < 1 ist, wihrend das
Umgckehrte stattfindet, wenn ¢ > 1. Setzt man pun
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Y ot v 2
u’ v =5 T w’

so sind ', ', ' solche Functionen von u, v, w, die sich nicht andern,
wenn man diese Grossen alle drei mit & multiplicirt, und welche folgende
geometrische Bedcutung haben. Man denke sich in dem Punkte u, v, w
an der durch denselben gehenden Fliche 4, die Tangentialebene gelegt,
so ist deren Gleichung, wenn man mit U, ¥, T dic Coordinaten irgend
eines ihrer Punkte bezeichnet

WU+ 0V +wW=t
Fallt man ferner von O aus auf diese Ebene ein Loth, so ist die Lange
dessclben

t

vun + v+ w'w’

und die Coordinaten seines Fusspunktes

w't V' w't
wh + v+ ww'’ wu + vV 4wy

’ w4 v+ wuw'

Dieses vorausgesetat, sei F'(u, v, w) cine Function von u, v, w, die
sich berall stetig andert, mit Ausnahme etwa in der Nihe des Punktes
O, und es werde der Werth, den das Integral

f f F(u, v, w)ydudvdw

erhalt, wenn die Integration uber alle diejenigen Punkte des Raumes

ausgedehnt wird, die zwischen zwcien Flachen 4, und o, liegen, — wo
wir jetzt ¢ als eine unbeschrankt verinderliche positive Grosse und ¢, als
einen besonderen (festen) Werth dersclben betrachten — mit

+ [ Flu, v, wydw
(oo O

bezeichnet, in welcher Formel dw das Raumelement dudvdw bedeutet
und das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem

t>t, oder ¢<{,.
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Dann erhilt man durch eine einfache geometrische Betrachtung die folgen-
den beiden Gleichungen, in denen ds, ein Element der Fliche ¢, bedeutet.

F(u, v _Vw)rlo',

(A) Dt./lF(‘l(‘, v, 2,0)([(0 p— [ )

oty Vi’ vy 4w

(B) -D(f])n F‘([(’ 1?’ uv)d(') —_ D( / 7("11"('[(,’ v, 'lU)fl'ﬂ, - (1)

Upon 1) yun vy 4w

Daraus folgt, wenn man in der ersten Formel «'F fur F setst

(C) ]),fD,,F(u, v, wydw = D?fu’F(n, v, w)dw.

(fy... ) (g )

(") Die Gleichung (A) ergiebt sich folgendermassen:

Der Zuwachs von [F(u, v
s

, w)dw, wenn ¢ sich um df indert, ist gleich

fF(u, v
e 0+ dD)

, wde.

Da der Abstand der Tangentialebenen in entsprechenden Punkten der beiden Flichen ¢
dt
und ¢ + dt nach dem Obigen gleich ist, so kann das Raumelement
vuu + v 4+ ww

auch die Form
do,dt

veu' + vy + ww

crhalten. Mithin st

F(u, v, w)da,di
fF(’LL’ v, 'IU)(I(U :/ (7(, v, 'll]) a,

(y ey t4d0) lww + v+ ww

oder wenn man durch dt dividirt

) d
Dt,/‘F(’M, v, w)yde = / Fu, v, w)da
) .

(tpmnnt v + v 4w

Die Gleichung (B) ergiebt sich, abgesehn von der Differentiation nach ¢ auf beiden Seiten,
durch die bekannte Verwandlung eines Raumintegrals in ein Oberflichenintegral; vergl. z. B.
Riemany, Schwere, Electricitit und Magnetismus, § 19.
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Nun sei ¢(u, v, w) eine Function, welche dieselbe Beschaffenheit hat,
wie sie fir F angenommen ist, f(, v, w) eine andere Function die sich
tiberall stetig #ndert (auch in der Nahe des Punktes O) und

F<x’ Y Z’ fop ,U,?U)fx—}—lt,J—}-i, Z+20)dw,

(ty... )

wo z, y, 2z die Coordinaten eines unbestimmten Punktes bedeuten. Dann
hat man:

D F = D,fngIf(a; + u, y + v, 2 + w)do
= thga])uf(m +u,y+ v, 24+ wde

:])lfl),,[ga.f(x +u, y 4+, 24 w)]do — D, / %f(r-{- w, y+v, 24 w)do.

¢

Mithin, nach (C):

(D) D,F = D} fugf(x + u, y + v, 2 + w)de

[

-——D, /%f(r + u, y+v, 2 + w)dw

(D)

Ebenso findet man:

D,F = fofv’gpf(m +u, y + v, 24 wdo

(L5...0)

_ Dl‘/-z_ff(x +u, y+ v, 2+ wdo

(tg-?)

D,F = fow’;of(x + u, y + v, 2 + w)dw

(gei t)
-—D‘/ f(—{-u ¥+ v, 24+ wdo.

)
Acta mathematica. 6. Imprimé 19 Novembre 1884. 33
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Daraus ergiebt sich weiter:

DF = D?fu'u'g:.f(m + u, ... )dow

_D?‘/(37¢ + 2w >f(%+u,. )dw-}—])/azf:r-{—u,,_

DIF = fov'v’gp.f(m + u, ...)dw

_D3f<5¢+zu' ‘”)f(r+u,- )dw+D/ e+,

D’F = D’wa’w’y.f(x + u, .. )dw

ow' , 9 % .
— va/<£¢+ 200 %})f(r 4w, ..)do + D’fﬁw"/(m + u, ..

(E)

DLF = D} [vwe.f(x + u, ...)do

—])3f<¢av+1' f +w a¢>f(x+u,...)(l(o—{—I),fsi;o flx+u,..

w

DLF = D fwig.flw + u, ... )do

— Dgf( au_}_ 9¢+2¢,’z_z>f(m+u,...)dw-}—D,j ;;%f(x—}-u,...

D, F = fou’v’;o.f(x + u, ...)dow

dv o

c)do

— ])?/ (9»?1‘: + u’z—f-}- p’%%)f(x—{—u, w)dw + D, / allavf(m+71,...)dw.
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Bezeichnet man die Function von w, », w, welche den zum unbe-
stimmten Punkte (#, v, w) gehorigen Werth von ¢ giebt, mit 8(u, v, w),
so ist

u,#aﬁ ,~319 ,__319
oo’ vo= v’ T w
also:
o ow 9% ow o 3% ou’ 3y k),
aw dv dvow’ u dw  dwdw’ v au  dudv

Aus den Formeln (E), die beliebig fortgesetzt werden konnen, folgt nun,
wenn 4, B, C, .... Constanten bedeuten

C
oxdy

'K

ozt

*F
9z0x

' JO'F ,°F v

= foPf(x +u, y+ v, 24+ wdo — D‘fof(x +u, y 4+ v, 2 + wdw

£y .. 1) (ty . 1)

+ D,fRf(a: +u, y+ v, 2+ wdo.

(tg.en )

Bei der Entwickelung dieser Formeln ist, ausser der in Betreff der
Functionen f, ¢ gemachten Annahme, vorausgesetzt worden, dass dic
Functionen w’, ¢', w' und deren Ableitungen, so weit dieselben in den
Formeln vorkommen, in der Fliche & sich stetig andern. Die Formeln
lassen sich jedoch auch in manchen Fallen anwenden, wo die hinsichtlich
der Functionen ¢, o', v/, w' gemachten Annahmen in einzelnen Punkten
nicht zutreffen.

Bildet man namlich fiir verschiedene Functionen ¢, die mit ¢, ¢, ...
bezeichnet werden mogen, aber fur eine und dicselbe Function f die
Ausdricke

F, = D,fgpl(u, v, w)f(x +u, y+ v, 24 w)do
1)

Lo

F, = D,fgp,(u, v, w)flx +u, y + v, 2 + w)dw

(Tgeet)
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und ist 7' irgend ein aus partiellen Ableitungen von F, F, u. s. w.
nach z, y, z linear und mit constanten Cocfficienten zusammengesetzter
Ausdruck, so lasst sich derselbe mittelst den aufgestellten Formeln in der
Gestalt

T = ]),f(bl(u, v, w)f@ +u, y +v, 2+ w)dw
(o 1)

+ D‘2f(p2(“’ v, W)@+ u, y + v, 2+ wydo

()

+

darstellen, wo @,, @,, ... Ausdricke sind, welche aus den Functionen
w, v, w, ¢, ¢,, ... und deren Ableitungen so zusammengesetzt werden,
dass auch in dem Falle, wo die letzteren an einzelnen Stellen sich nicht
stetig #ndern, @,, @,, ... Functionen von u, v, w sein konnen, welche
der im Vorstehenden, hinsichtlich der Function ¢, gemachten Annahme
entsprechen. Trifft dieses zu, so ist die angegebene Darstellung von I
zulassig. (*)

Diese Formeln sollen jetzt angewendet werden auf die Integration
der Differentialgleichung

+BXY 4 020 4 a2 4Ll 0 2Y

at? oz’ oy? 2z’ dyoz 920z dzdy

fur den Fall, dass die reellen Coefficienten A4, B, ... solche Werthe
haben, dass die Function

Az + By* + C2* + 24'yz + 2Bzx + 2Cay

bei reellen Werthen von z, y, 2z stets positiv bleibt und nur dann Null
wird, wenn diese Grossen sammtlich verschwinden.

() Ich muss bei dieser Gelegenheit auch bemerken, dass ich in diesem Sommer,
pachdem meine Arbeit schon fertig war, durch cine freundliche persitnliche Mittheilung
von Prof. KRONECKER erfahren habe, dass er shnliche Transformationsformeln fiir dreifache
Integrale, welche auf die Differentiation nach einem Parameter beruhen, von welchem die
Begreuzung des Integrales abhingt, bei seinen Untersuchungen iiber das Potential, gebraucht hat.
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Das Resultat, in Doppelintegralen verwandelt, stimmt tberein mit
dem von Caucay (Journal de 1’'Ecole polytechnique, Cah. 20, p.
297—309) und in dem besonderen Falle, wo

¢ 2
5’[2— == As,’:

mit dem von Porssox in einer Abhandlung in Mémoires de 1’Académie
des Sciences gegebenen.

Es sei in diesem Falle dic Flache ¢ ein Ellipsoid, und dic Gleichung
desselben

au® + * + cw® + 20'vw 4 20wu + 2¢’'uv = 1.
Dann ist

9 = au® 4+ W + cw® + 20'vw 4+ 20'wu + 2c¢'uv
und daher

199—'9- = au + cv + bw, 192—'3 = c¢'u + bv + w, z‘}y = Vu + a'v + cw,

du ow
welche drei lineare Functionen mit U, V, W bezeichnet werden mogen, und

y aﬁ + 2y

9
v — w— = .
ou v + w g

Daraus folgt, da

o
v

P=[U+CEV+BWL 4 (CU+ BV + 4W)

+(BU+ 4V + e 2]?

ist, dass man P = ¢ erhalt, wenn man a, b, etc. so wihlt, dass die

Gleichungen
AU+ CV+BW=u, CU+4+BV+AW=v, BU+AV+CW=uw
erfullt werden. Aus denselben folgt aber, wenn man

G = ABC — AA'A’ — BB'B — CC'C 4 24'BC
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setzt:
_ BC — A'A b — CA — B'B __AB — c'cC
-G - €= G ’
, . BICI—_ AA/ b’ . CAI J— BBI " i AIBI — COI
=" -G €= G ‘

Nimmt man nun ferner

¥ =35
go hat man

2 _ g2 gy

u u

g gy

ov ov

31 _ 8—2?& — e 19-—3'”/'

ow ow
3_29_0—- -— —3 —3 ﬁy_ : 32¢ I O 33_193i
ut W+ 38 ( u) ’ i L 3w
¢ — —3 s (3 ? o’ g3 , _3%%
w' T b7 + 39 <_U) ’ dwdu v + 38 dwou’
3% e L ﬁ 2 % e _33{23—3—
ow® 4 + 38 <aw> ’ audy ¢8 + 38 udv

Daraus folgt, mit Berucksichtigung der Gleichung P = ¢ = 87!

R = —(da + Bb + Cc + 24'a’ + 2BV + 2C¢)97* 4 387°.
Aber
Aa + Bb 4+ Cc =1
Aa + BV +Cc¢ =1
und somit

R = o,

woraus weiter auch @ = o folgt.
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Wir haben also folgendes Resultat:

Setzt man
BC — A'A CA — BD AB — C'C
Su, v, w) = \/< 5 u® 4 G v’ + ————G—~w2
BC — g '"A’ — BB’ A'B — CC’
+ 2———G—A-A—vw + 20Twu + 2——G——uv>

und

F = D,/f f@tu, y+ov, 2+ w)dudvdw,
Hlw, v, w)

[#%u, v, w0) %]

wo die Integration uber alle Punkte des Raumes auszudehnen ist, far

welchen #’(w, v, w) < ¢* ist (¢, ist gleich o angenommen, was erlaubt

ist, da I nicht davon abhiéngt und das dreifache Integral einen Sinn be-

halt, trotzdem dass fur den Punkt O @ = o ist, so wird der betrachteten

partiellen Differentialgleichung geniigt, wenn ¢ = F genommen wird.
Nach der Form (1) ist

fo f@+ u, )d’ud’tdw—' f(a:+u ) . do,

ETTR
(%, v, w) é‘\/ 919 (ﬁ)’
ow
_ fle +u, ...) do,,
\/U’ + Vs + W’:

wo do, ein Element der durch die Gleichung

aw’® + ' + cw? 4 200w 4 20'wu + 2cuv = ¢*

dargestellten Fiache bedeutet. Daraus folgt weiter

F_ftf(w+tu,1/+tv z+tw)d’

\/08 + V: + W*
wenn man unter de ein Element der Fliche

aw® 4+ W? 4 cw* + 2a'vw + 20'wu 4 2c'uv = 1
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versteht, unter %, v, w die Coordinaten eines zugehorigen Punktes, und
die Integration uiber die ganze Flache ausdehnt.

Das Vorstehende gilt zundchst unter der Voraussetzung, dass ¢ positiv
ist. s ist aber, fur einen positiven Werth von ¢

flo 4w, .. dudvdw _ flot o, y+ o0, 24 )\ gy
Ylu, v, w) . A A N

[, v, ) < 1?)

0

Der Ausdruck auf der rechten Seite hat nun auch eine Bedeutung fur
negative Werthe von ¢, bleibt jedoch, wenn — ¢ fur ¢ gesetat wird,. un-
verandert, denn

. \\
( fle + -u: » ¥ _____+“v" Z+ ‘w)da 7z
\ RO Er T

— fle—u, y =, 2 =704\ s,
. VUE+ VR W

0

Fur jede Flache o aber, welche die Beschaffenheit hat, dass sie von einer
durch O gehenden Geraden, in zweien, ‘gleichweit von O abliegenden
Punkten geschnitten wird, ist bei einer beliebigen Function f(u, v, w)

ff(u, v, w)do = ff(— u, — v, —w)do.

Es ist also das dreifache Integral, von dem F die Ableitung nach ¢ ist,
eine grade Function von ¢, F selbst also eine ungrade. Wenn aber die
gegebene Differentialgleichung, unter der Voraussetzung dass ¢ eine un-
grade, oder grade Function von ¢ ist, fur alle positiven Werthe dieser
Grosse besteht, so ist sie auch fur alle negativen giltig.

Fur ¢t = o wird F = o, und

oF ® do
> = @, 9, Z)v/ o e Tl
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Es ist aber

1

ff dudvdw - ( : da e - do
Br. v, e » ,/ \ﬁF"V'—'_ﬁ"ﬂ)' BEN N ey T

< .
0

l\)l-—'

Mithin, wenn man

7/‘ dudvdiy |
L) A, v w) =

(<l
setzt, und

b ==

i

D //ﬂl + Y j_ l;'_\‘z U dudedie.

20
so ist ¢ eine Function, die der vorgelegten Differentialgleichung gentigt
und zu gleicher Zeit fiir ¢ = o dic Bedingungen crfullt:

3(,'

¢ = o, __f(l’”’ 2).

Daraus folgt sofort, dass man die allgemeine Losung erhilt, wenn man
eine zweite willkirliche Function F(r, y, z) annimmt, und

b= L D? Fotu, v *0 229 0 qedie
f 20 dn v w)

[CaE )]
1 Trx + u 9/+v,z+w)] 7
- wdvde
+ = D,fjf TR dudvdu
<1

setzt. Denn dann wird fur / = o

a
O =F, y, 2. =12

Fithrt man an die Stelle von u, v, w drei andere Verianderliche p, q, 1 ein:
p=an + fv + puw
q = au+ Fv+
r=q"u+4 Fv 4w,

Aeta mathematica. 6, Imprimé 1 Décembre 1884, 34
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so konnen die Constanten «. /3, ete. so bestimmt werden, dass

w4 et 4w in pt 4t 407

und
au® + h® + cw® + 2a'cw + 20wn + 2¢uv in gp* + hg* + kr*
tthergeht, wo g, h, k positive Constanten sind. Dann hat man

. dudvdw dpdqgdr
fur  .——>—— zu setzen = = -
AU \apt + R+ b

und die Integration erstreckt sich tiber alle Werthe von p, g, r fir welche
90" + gt 4 bt <

ist. Diese erhalt man, wenn man
P = \g.7C08A, g = h.rsindcosp, r = \k.csinlsing

setzt, und

= alle Werthe von o bis f
J  alle Werthe von o bis =
;. alle Werthe von o bis 27

beilegt. Dann 1mnuss

dpdqd *sin Adrdid
‘ P(lqlr ersetzt werden durch it
vopt + kgt 4 b \ ghk
wobei zu bemerken, dass ghk = ! ist. Darnach hat man, wenn X(u, v, )

G
cine beliebige Function von wu, v, w ist,

17 X0, v, wydudodw _/[
b/./ J(n, v, w) .

00
(<)

T2
* ¢ ri - e N2 N S 7
./\G. N{zu,, w0, ww )" sin Adpedidz,
0
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WO

u, = aygcosi 4+ ByhsinAcosp + pyksinAsing
v, = a'\Jgcos: + B\ hsindcosp 4+ p\ksinsinp
w, = a”\JgcosA + B'yhsinAcosp + y’\ ksinAsin .

Setzt man X(u, v, w) = 1, so kommt

t T 2

» = G [ [ [*sin MedMdp = 27, G-
0 0 0

Wir haben also das Resultat:
Es seien F(x, y, 2), f(x, y, z) zwei willkirlich angenommene Func-
tionen von x, ¥, 2

G = ABC — AA'A’ — BB'B — CC'C 4 24'B'C'

BC — A'A (4 — BB . AB —C'U
19(21, v, ’H)) == \/( G ug + G B ’U) + _,T_‘__wa

BC — A4 YA — BB AB — e
+ 2—07—4——010 + 2(~A—(,—wu + 2—(1,———uv>

Fx, y, 2, ¢ =]}fF<w tuy Ly 2t w)dud'udw

(Y ly(u) ’U, w)

[#%u, v, w) <17

. [re+u, y+v, 24w,
flx, y, 2, ¥) =f// Su, o ) dudvdw.

[F¥(u, v, ) <]

Dann ist

1 <3’F(z,‘y, z, t) +

J— af(‘,’vv !/» z, t))
¢ o 47T\‘G t?

9t
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eine Function von . y, &, ¢, welche der Differentialgleichung

(Y, )a 9 a S’ ! :;' 7 a?‘rl" " 32¢
S S S AR
at* A + L + ¢ + 24 dyoz 2B LR + 220y

geniigt und zugleich so beschaffen ist, dass fur ¢ =

s 2 i -
¢' = [ (.I', Uy )y Pyl (-"a Uy %)
wird.
Dabei miissen aber
A, AB—CC, G

alle drei positiv sein.
Hat man namentlich die Gleichung

2 3%

;—‘:al( +al/ +_~)

so ist & = o’

1
$(u, v, w) = =\ w4 ot 4w

I , o 11@-{-1( 7/+vz+)
EL(T’ Uy &, 1) _A/]j o dudvdw

(e 4 12 4 w0t < a2y

| . ,‘(:,-i-u y+ . 24+ w
\—af(‘v, Yy 2, f/ PN R dudvdw.

(42 - 2 4 w2 < a%*)

Hat die Gleichung die Form

ke ch
29+2‘/)+

so ist (G = abe
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also
N 3“1’7(12, Y, 2, t) af(‘ns Y, %, 0
qaberd = e + y

1"(;!7, Y, & t) :\//\:V/VF(Z+7L 1/+v z+w)dudvdw
ViE+E+S

@, y, z, t)—f/ (a’+u’ y+v z+w)dudvdw
VGE+E+S

w? v Wt ,>
e+p+tm<t)

Die Integration des folgenden Systemes partieller Differentialglei-
chungen (in denen a, b positive Constanten, ¢, x, y, ¢ unbeschrankt
Veranderliche reelle Grossen und £, 7. ¢ zu bestimmende Functionen

derselben bedeuten):
| D} — (D + D + D)) — (b* — a®)D, (D, + D,y + D.O) = o
(F) [V —aXD: + D) + D)ly— (0" — a’) D, (D& + Dy + DY) =0
(D} — (D + D} + DY ¢— (b — @) D,(D.2 + Dy + D) — o
lasst sich zurtickfuhren auf die Integration der Differentialgleichung
(D — Dt — Dy — D) =

Zunichst ergiebt sich aus den Regeln, nach denen man die Integra-
tion eines solchen Systems partieller Differentialgleichungen auf die einer
einzigen mit einer unbekannten Function reducirt, dass man setzen kann:

¢ = [0} — 0D + Dy + Dilg, + (" — @’) Do(D.¢, + D,g, + Dig,)
D)lg, + (6" — o) D,(D.¢, + Dyg, + D.gy)

(&) n=[D; —&%D; + D, +
a’)D,(D.¢, + D¢, + D.g,)

¢=[D; — XD + Dy + D), + (o
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in denen ¢, ¢,, ¢, drei Functionen von ¢, x, y, 2 bedeuten, von denen
jede die folgende Differentialgleichung befriedigt, in der zur Abkurzung

A =D+ D+ D!
gesetzt 1st

(D — a*A) D! — b’A)g = o.

Nun bedeute /(¢, x, y, 2) oder kirzer f(t) eine Function von ¢, z, ¥y, 2,
welche der Gleichung

(D} — A)f(t) =o

geniigt, und in Beziehung auf ¢ wngrade ist. Ferner sei ¢(t, x, y, 2)
oder ¢ () eine in Beziehung auf ¢ ebenfalls ungrade Function, welche
die Gleichung

Dig(t) = £(8)
befriedigt.
Dann hat man

(D} — AYDj¢(t) =0
oder

DD} — A)g(8)] = o

woraus, mit Berticksichtigung des Umstandes, dass (D; — A)¢(¢) eine
ungrade Function von ¢ ist,

(D — A)g(t) = ¢, -t

folgt, wo ¢, bloss von z, y, z abhingt.
Setzt man in dieser Gleichung at fur ¢, so ergiebt sich

LD (at) — Aglat) = ¢, at,
oder

(D — a*A)p(at) = a't. 4,
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und ebenso
(D} — B*A)P(bt) = bt . ¢,.
Daher
(D} — a’A)YD; — b*A)p(at) = —a’d’ . t. A,

(D} — a*A)D? — B*A)(bt) = — a’bt. A,
(D — @A) D — bA) (L g(at) — L p(0t)) = o.
Setzt man daher

1 1

Zd — — (bt

L ¢ at) — 3 ¢(bt)
¢ a? — b2 ’

so ergiebt sich
(H) (D} — a®’A) D} — b’A)¢g =0
und zugleich hat man far ¢t = o

‘ald” b
¢ =0, D =0, D¢ =o0, D} = (“ (4 “’iz_bgw (at))

= ¢"(0) = f"(0),

S t=0
so dass, wenn man f(¢, x, y, 2) so bestimmt, dass fur { = o
(I) ])lf(t) r, Y, Z) - 141(17, Y, 3)

wird, ¢ dasjenige Integral der Gleichung () ist, welches fir { = o der
Bedingung geniigt

¢ = 0, D,¢ = o, Dl¢ = o, Di¢ = F(x, y, 2).

Dabei ist ¢ eine ungrade Function von ¢

Bestimmt man nun 3 solche Functionen f,(¢, =, v, 2), [,{t, x, ¥, 2).
f,t, =,-y, 2), welche fur f gesetzt der Gleichung (I) geniigen und be-
zeichnet mit ¢, ¢, ¢, dic Functionen, welche aus diesen so abgeleitet
sind, wie hier ¢ aus f, und substituirt diese in die Gleichungen (G), so
erhilt man fur &, 5, { Ausdriicke, welche den Gleichungen (F) geniigen,
und zwar so, dass fir t = o
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§ = o, D,E = ﬂ(o7 z, Y, 5)7
7 == 0O, Dt’? = fa,(o’ x, Y, 2')’
¢=o, D¢ = f:’,'(oy r, ¥, 2‘).

Dabei ist zu bemerken, dass weil

Ag(at) = = Dip(at) — ad, . t = flat) — ag, . ¢
ist, man
B’Ag(at) = b’f(at) — ab’¢, . ¢

(D — b*A)g(at) = ab’¢, .t + (o> — b°)f(at)
hat, und daher

" g(at) — 3 ¢ (bt)
(D — B*A)g = (D — BPA)

a®—b?

@ — 0L |y ¢ by
_— a = lf((lt)
o a®—b? a )

Mithin kann man die Gleichungen (&) auch schreiben

¢ = Li(a) — D.|D.[ L4, (at) — - 4,00)] + D, [ L tu(at) — 5 00|
+ D,[L g — L]

7= Shla) — DD Lo (a) — 19,00)] + D[ 3 91a) = u(00)]
+ D[ Lo (aty — ()|

¢= Lia) — DA D[ L g(at) — 5 4,00 | + D[ nlat) — 5400

1

+ D[L (et — ().



Uber die Brechung des Lichtes in cristallinischen Mitteln.

s ist ferner

¢

= f(t — Dfi(z)dr + $P. ¢

0

&, (8) =j(t — of,(v)dr + ¢P.t

(1) = [t — () dz + ¢t
und daher

%{bl(at)——%gljx(bt) =./<t——£>fl(r)(lr——/<t

j t — 7)[af,(at) — bf,(bt)]dr

ete.

Zur Integration der Gleichung
(D} — a’A) (D} — b’A)¢ = 0

kann man auch folgendermassen gelangen.

Es sei

¢t a)
eine Function von ¢, welche der Gleichung
(D} —a*A)g(t, a) = o0
genigt, und den Bedingungen, dass fur ¢=o0
¢(t, a)=o, D,p(t, a)=G(z, ¥y, 2),

wo G eine willkiirliche Function von z, y, z ist.
Ebenso sei ¢(¢, b) definirt durch die Gleichung

(D2 — 1A, B)—o

Acta mathematica. 6. Imprimé 29 Novembre 1884,

7)dr

273
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und die Bedingung, dass far t=o
¢(t, b)y=o, D,¢(t, V)= Gz, ¥y, 2).

Dann sind ¢(¢, a), ¢(¢, b) beide ungrade Functionen von ¢. Wenn wir

p(t)=¢(t, ) —¢(t, a)
setzen, so genligt ¢(¢) der Gleichung
(D} — a’A)D; — b*A)¢ =0,
und man hat fir ¢=o
¢(t)=o0, Dyg(t)=o, Dig(t)=o, Dig(t)=Dig(t, a)— Dig(t, b).

Aber
Dip(t, a) =a’AD,p(t, a)
und daher
[(Die(t, a)]_o=a’AG
und ebenso
[Diet, b)), =0"AG
also
[Dig(£)]ieo = (0" — a*)AG.
Bestimmt man daher G so, dass

(0 — HAG =((z, y, 2),

so ist ¢(¢) diejenige, der betrachteten Gleichung geniigende Function,
welche die Bedingungen, dass fiur {=o

o(fy=o0, Dg(t)=o0, Di(t)=o, Di(t)=f

sein soll, erfullt.
Nun aber hat man, wenn

Dig(t, a)=¢"(t, @),  Digt, b)=¢"¢ b)
gesetzt wird, auch

(D2 — a*A)g"(t, @) =0,  (D— b*A)g"(t, b)=o0
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und fir ¢=o0

aZ

Sﬂ”(t, a)=o, Ddo"(t, a)=a2AG=b,—_—a;f

¢"t, =0, D", H)=VAG— 5.

s ist algo

b — at®

2 —gp"(t, a)

a
diejenige der Gleichung
(D} —a’A)F=o0
geniigende Function, die die Bedingung erfullt, dass fur {=o0

F=o, DF=f
sel.  Also

und ebenso

Daraus folgt

¢(t, @) = fff(at)dtdt + G

[

p(t, b)=

f F(bt)dtdt + 1G.

Ist nun ¢(¢) eine Function von ¢ deren zweite Ableitung f{¢) ist und die
fur =0 verschwindet, so hat man

D;¢(at) = a’f(at)
afff(at)dtdt = :;gb(at) — t¢'(0),

¢ 0
WO

¢'(0) = [Df ()]0
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¢t 0) = r—am ¢(at) + 1[G — s g/

und

o(t) = | 3 9 (0) — Lg(an) |

Die vorstchenden Formeln geben die allgemeinen Integrale der
Gleichungen (1) fir den Fall dass &, %, ¢ fiur ¢t==o0 verschwinden,
also jedenfalls auch, wenn &, », ¢ ungrade Functionen von ¢ sein sollen.
Nilnmt man nun drei Ausdriicke von derselben Form, in denen aber
fi» f;» f, durch drei andere Functionen vertreten sind, bildet von diesen
die Ableitungen nach ¢ und fagt diese bezuglich zu &, », ¢ hinzu, so hat
man die allgemeinen Ausdriicke dieser Grossen.

Es ergiebt sich also folgendes Resultat: Man bestimme 6 Functionen

fl(t’ z, Y, Z’), f,(t, Z, Y, 3), f3(t’ x, Y, '2)’
Fl(t> T, Y, 5)9 F’g(t, z, Y, Z)y F3(t’ x, Y, '3)’
welche fir f gesetzt, der Gleichung
D} — D, —D:—D)f=o0

geniigen, und tiberdies alle fiir ¢ =0 verschwinden, ferner seien
., z, v, 2), &,(t, =, y, 2), ., ©, y, 2)
¢, z, y, 2), ¥, =z, ¥, 2), V@, xz, y, 2)
dicjenigen 6 Functionen, deren zweite Ableitungen nach ¢ beziehlich

fis oo 1
'11'1’ If")’ F3
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sind, und welche ebenfalls fiir ¢ = o sammtlich verschwinden. Setzt man
dann

¢, =, y, 8) = D, (¢, 3, y, 2) + Dydy(t, x, y, 2) + D.gy(¢, z, ¥, 2)
¥, z, 9, ) = D, ¥, (t, x, 9, 2) + D,¥,0¢, =, y, 2) + D, ¥,(t, =, y, 2),
dann sind

1 1 .
N ACOE aD,Fl(at) 4+ D,

v\ = :f(at) + . D.F,(at) + D, <; S (bt)— L plat)+; D,w(bt)_;p,w(at))

¢) if(a)+:DF,(at)+ D,

die_allgemeinen Integrale der Gleichungen (1).
Hieraus erhilt man ferner mit ciniger Anderung der Bezeichuungen
die Integrale der folgenden Differentialgleichungen, in denen

8=D,&+ Dy + D,¢
und P, @, R gegebene Functionen von ¢, z, y, ¢ bedeuten:
(D} —a’A)é— (0 — YD, § = P(t, =, y, 2)
(D} — a’A)y — (b* — a)D, 8 = Qt, z, y, 2)
(D} — a*AY ¢ — (b* — a®)D,8 = R(t, =, ¥y, 2).
Man bestimme sechs Functionen
Fi(t), B, B

F(t),  F@),  Fi)
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von t-und z, y, 7, welche fur f gesetat der Gleichung
(D! — A)F =o

geniigen und ftiberdies fir £ == o simmtlich verschwinden.
Ferrer seien

ei(t),  ea(t),  pa(0)
ei(t)  ea(t)  ea(t)
Functionen, deren zweite Ableitungen nach # den obigen 6 Functionen

respective gleich sind und die ebenfalls fir =0 alle Null werden.
Endlich seien

F/'(¢, 1), Fy' (¢, 1), F (¢, 7

— wo 7 eine unbestimmte Grosse bedeutet — drei Functionen, welche
ebenfalls der Gleichung

(D;— A)F=o

genagen und tberdies so bestimmt sind, dass fir ¢ —=o

F!"=o, F)=o, F,;’=o
D.F;'=P(z, z, vy, 2), DUF'=Q(, z,y, 2, DF’'=R(,z,y,:s.

Bezeichnet man dann mit

N R T R I 4 )

Functionen, deren zweite Ableitungen nach ¢
F, Fy, F;’

sind, und welche fir £ — o ebenfalls verschwinden und setzt:

¢(t) = Dapr(t) + Dyps(t) + D.pa(t)

¢'(t) = D.¢:i(t) + Dypy(t) + D.gi(t)
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g0 ist

so’-’(t’ T) =‘Dx¢;’(t5 T)+ Dy¢;,(t7 T) + Dz?;,(t’ T)

E=DtliF,(at) + DI(% ¢ (bt) -?if”(“t»

+ Fi(at)+ D.(; ¢'(bt) — - ¢'(at))

1 "
+f{£F,"(at—ar, 7 + D,(% ¢ (bt — br, ) — ¢ (at — ar, T))“”
0

7=D3 Filat) + D5 p(8) — L pat))| + £ Fiat) + D,(} () — L '(at)

dt

? I ”
+ L —ar, 94 0, (e ti— e, 9 — Lpat —ar, )
0

c=D,|§F3<at>+D,(§¢(bt>—;so<at>)[+ L Fy(at)+ D, (o) — 1 p'(at))

I ” »
+ f Ié Fy(at — ar, 1)+ D, (§¢"(bt—br, 7) —, ¢"(at — ar, T)) at.
0

Um aus diesen Formeln die Ausdricke fur D,&, Dy, D,{ zu erhalten,
hat man in den Formeln, welche die Functionen F”, ¢” enthalten, unter
dem Integralzeichen nach ¢ zu differenziren.

Bezeichnet man daher die Functionen, in welche

D,F\(t), D,F,(t), D, Fy(t); D, Fi(t), D, F,(¢), D,Fy(t)
fur ¢ = o tibergehen, mit
iz, 9, 2 f(® 9, 2, K29, 2); filz, 9, 2 fil®, 9,2, filz,y, 2),
so hat man fur t=o0
s=h® 9,2, n=f@y 2 (=fy, 2
DE=fi(z, y, 2), Dyp=fi(z, y, 2), DL=f(z, v, 2)

Dabei konnen bei der Bestimmung der F die f willkurlich angenommen
werden.»
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Um die in den vorgehenden Blattern auseinandergesetate Methode
von Herrn WEIERSTRASS in dem vorliegenden Falle anwenden zu konnen,
setze ich

&':D,fgol(u, v, Wf(x 4+ u, y + v, 2 + wdo
(3) 77'=D,f¢2(u, v, w)flx +u, y+ v, 2+ wdo
C':D,fgps(u, v, Wf{x + u, y + v, 2 + wydo,

wo- die Integration auf der rechten Seite auf alle Punkte des Raumes
erstreckt wird, welcher von einer gewissen geschlossenen Fliche, deren
Gleichung #(u, v, w) = t ist, begrenzt wird. Ich werde nun suchen die
vier Functionen &(u, v, w), ¢, (u, v, w), ¢, (%, v, w), ¢ (4, v, w) so zu
bestimmen, dass die Differentialgleichungen (1) durch diese Werthe von
€, 3, ¢ befriedigt werden, indem wir f(z +u, ¥ + v, 2+ w) ganz
beliebig lassen.

Indem ich die beiden Transformationsformeln (A) und (B) anwende,
bilde ich zuerst die Ausdriicke

o8 o y_%X %%

oy oax’ oz oy ox 9z
Ich finde

& 9 a4 el
__jzpfv[<¢la_v—-¢?3—u>f(x +u, y+ v, 2+ wdo

u

— D, (%%_a_%>f(x +u, y+v, 2+ wde

—
? 5w 9381}

3-77—3—:=ij<¢§2 3_‘9>f(m+u,y+v,z+w)dw

— D, (%_%>f(x+u, y+ v, 24+ wdo

w v

4
2€_3_5=Dg /‘(%’;’_i_._%%af(x +u, y+v, 2+ wdo

—D, <3_%—%)f(m +u, ¥+ v, ¢+ w)do.

on 2w
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Die zweiten Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichungen verschwin-
den, wenn ich setze

v du ’ w v

= 5 =

3, _ % _ s O¢s __ %% __
(4) o © u w

Diese Gleichungen werden erfullt fir

__% _ % _ %
%1 o’ $r = 59’ 3w’

wo ¢ eine beliebige Function von w, », w ist, welche spater bestimmt
werden soll.
Ich setze nun ferner

__ 9 33 % D)
D, 0, ) =30 S =50 5

__dp o8 op 3
(5) Golu, v, w) =0 = —

_ 3 _ 33
¢y, v, w) T oudv v du

§ = D?f;bi(u, v, w)flx +u, y+ v, z+ wde
9, = D;"f LU, v, Wf(x +u, y + v,.2 + wdw

{ = D?fgba(u, v, w)flx +u, y+ v, 2+ wdo.
Dann ergiebt sich aus den Differentialgleichungen (1)

% _ 2% g

ot ay CL]
By _ 3 %,
ot? 9z ¢

?——’cr-. ba%_ aa—a—é-

rl 3z dy
Acts mathematica., 6. Imprimé | Décembre 1884. 36
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Indem ich die Ausdriicke
Pkl

29 2% % 2% p2%
3y %’ %2 oz o ay

in derselben Weise wie die von &, », ¢ mit Hulfe der WEIERSTRASS’schen

Transformationsformeln umforme, finde ich
= /( ¢3 ’¢'2§7";>f(w+u,y+v,z+w)dm
5
>f(x+u, y+ v, 2+ wdo

2 2351}3 29%:
—-D,f<c %o %

c? = %, — 5%
Ay 9z

9'9) fx +u, y + v, 2 + wdo

2351 2 3(
2z ﬁ‘/ ¢1 ow ¢3 on

—Df/(a’%%‘ ’Z¢)f(x+u,J+v,z+w)

Y 8
b‘z?ﬁ 235 _Da\/‘<ba¢gz_ﬁ_ ?Sbl :_v>f(r+u, y 4+ v, z+w)dw

o oy
e 29y 3¢,
th(b du a ov

)f(a;+u y4+ v, 2+ wdo
Die Gleichungen (1) werden, bei beliebig genommenen f(z + %, y + v, 2+ w),

befriedigt sein, wenn ich setze

T a5V, 23, 2

6) @—cm=o () @b =
b 5[’? o ¢1 - Pn

b’a—('b’— a?ai/" =0
u ov
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Die Gleichungen (6) werden befriedigt, wenn ich setze

I a,/;-
¢?

¢

Die Gleichungen (5) und (7) werden dadurch zuruckgefilhrt auf die
folgenden zwei Gruppen von Gleichungen:

op 9% 1 3¢ apad P By

v ow owov a’du v ow ow dw  du

3 dp 20 dp ¥ 1 3 ap 3% 8pdd 9y
(&) owou dudw b’ ow du  du dw v
dp 28  dpd¥ 1 3¢ opad P B¢
ou v w-du ¢! w udv  9vouw  w

welchen die 3 zu bestimmenden Functionen ¢, ¢, & geniigen milssen.
Aus diesen Gleichungen ist es leicht, eine solche abzuleiten, in welcher

die Function &#(w, v, w) allein vorkommt. In der That, wenn man in

% d¢ d¢p
o’ av’ w
der zweiten Gruppe einsetzt, so findet man, wenn man zur Abkirzung
P 2 ol 8 a9

i &
o’ T2 ) ow
1 2\ o
<$—ﬁ—w0@
1

2
+ 80, 22 + (5

die erste Gruppe der Gleichungen (8) fir ihre Werthe aus

setzt, die folgenden drei Gleichungen

3
3¢ % _
+ 8,8, + 88,5, =0

3 Y
“%"‘"ﬁ)é% +’9283§,7,=O

b2
of 3¢ ! 2 2\
+191193@ +‘l921933—v+(-c—’——191—-—192 5’;}—0.
. . . . /) ) 5 . .
Das sind lineare Gleichungen in ¥, 44 ’ a_g; damit dieselben be-
du’ v dw

friedigt werden konnem, muss die Determinante

I

F - ?93 - '93 ’91’92 '91 '93
D=| 48 K-8 b
8.8, 8,8, ;‘— — 8 — 8
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verschwinden. Wenn man diesclbe ausrechnet, und zur Abkurzung
LA o\ | /od\?
1= (5)+ () + )

= e (2) 4 o (2) 4 aw (3)]

w
G — (0 + c*)'(z—'j)2+ (c* + a?) (i—:>+ (¢ + b)@%)

setzt, kommt man auf die folgende Differentialgleichung, welcher 8 ge-
nigen muss:

(9) 1— G+ HF = o.

Aber ein Integral von dieser Differentialgleichung kennen wir. Be-
zeichnet man mit A den Parameter einer Wellenflache, d. h. diejenige
Function von u, v, w, welche durch die Gleichung (2%) bestimmt wird,
wenn man in derselben %, v, w an Stelle von z, y, 2z schreibt, so wird
A der Differentialgleichung (9) gentigen (siche LaME: Legons sur U'élasticité,
p- 301) d. h. die Integrale, welche die Werthe von &, », { angeben,
sollen auf alle Punkte des Raumes erstreckt werden, welcher durch eine
Wellenflaiche mit dem Parameter A = ¢ begrenzt ist.

Dieses Resultat war tbrigens leicht vorauszusehen in Folge der phy-
sikalischen Bedeutung der Wellenflache.

In der.Abhandlung von Weierstrass ist von der Flache 8(x, v, w) =1
vorausgesetzt, dass sie die Eigenschaft hat, von jeder aus dem Nullpunkte
ausgehenden graden Linie nur-einmal getroffen zu werden. Fur die Wellen-
flache ist diese Bedingung offenbar nicht erfallt, denn jede Grade schneidet
einmal die innere, einmal die &ussere Schaale. Deshalb ist es nothwendig
die beiden Schaalen von einander zu trennen, und unsere Integrale auf
diejenigen Punkte des Raumes zu erstrecken, welcher von einer derselben
z. B. der Ausseren begrenzt wird.

Diese Trennung kann erzielt werden durch Einfahrung von neuen
Coordinaten, welche uns das Mittel geben werden jede Schaale fur sich
darzustellen.
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Diejenigen Coordinaten, welche fiir unseren Zweck am geeignetesten
erscheinen, sind wohl diejenigen, welche von H. WeBEr (BoxkcHARDT's
Journal, Bd. 84, p. 353 f.) eingefuhrt sind.

Die reellen Constanten @, b, ¢ seien nach ihrem absoluten Betrage
geordnet a® > b* > ¢’ wu,, w, bedeuten zwei neue Verinderliche, und
snw,, cnu, dnwu, die elliptischen Functionen von Jacosi, welche dem

2 2 —
at—b C .
Modul %#* = ———; snu,, cnu,, dnu, aber diejenigen welche dem Modul
a® —¢ 2 2’ 2 o

2 2 2
a® b*—¢ - .
#* =5 ——— entsprechen. Unter der fur a? b’ ¢* gemachten Voraus-
b a*—¢ ’

setzung ist sowohl k* wie p* reell, positiv und < 1. Setzt man dann
% = Absnu, dnu,

(10) v = Aacnu, cnu,
w = la dnwu, s;ug,

so uberzeugt man sich leicht, dass der Punkt, dessen Coordinaten %, v, w
sind, der Wellenfliche mit dem Parameter A2 angehoren wird. Setzt man

ferner
1

1
du " du.
K — 1 —_— 2 s
/ T T / Vi — a1 —
[ 0

so wird man die ganze #ussere Schaale dieser WellenflicRe und zwar
jeden Punkt derselben nur einmal erhalten, wenn mun u, -alle reellen
Werthe wwischen — K und K und wu, alle reellen Werthe zwischen — 2L
und - 2L durchlaufen lasst. Ebenso, wenn man

1 1
K, — f . du ’ I — / du ‘
J VI — )1 —ku?) J VT — w1 — piat)
[} 0
und
u, = K — ju;, u, = L — tu;

setzt, so erhilt man alle die Punkte der inneren Schaale indem man u;
alle reellen Werthe zwischen — K, und + K, und u, alle reellen Werthe
zwischen — 2L, und + 2L, durchlaufen lasst.
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Um alle diejenigen Punkte des Raumes zu erhalten, welche, sei es
von der &ausseren, sei es von der inneren Schaale der -Wellenfliche mit
dem Parameter 2 = ¢ begrenzt sind, braucht man also nur in den obigen
Formeln A zwischen o und dem bestimmten Werthe A=¢, %, und u,
aber zwischen den oben festgestellten Grenzen zu variiren.

Diese Coordinaten geben uns also das Mittel die verlangte Trennung
der beiden Schaalen wirklich auszufuthren. Aber darin besteht ihr ganzer
Nutzen noch nicht. Wir werden sehen, dass auch die Integration der
beiden Gruppen der Differentialgleichungen (8) mit deren Hilfe leicht
zu erreichen ist.

Zu diesem. Zwecke wollen wir diese Gleichungen mit Hiilte der neuen

Coordinaten transformiren. Wenn man

A =2k o o A4 =224 ou, 2
w ow dw v’ 1 v dw . dw v
w94 du, a4 _ ou, 94 du, 94
T ow u  ou ow’ 17 5w ou du ow
v du, 92  du, 94 __du, 94 du, 4
T ou v oy du 17 %u oy v 9u
setzt, so sind die transformirten Gleichungen
a¢) ¥ o 13y
Ao Ty =50 45 +1M_Mu
o 3 3¢ ¢ ¢ I 3¢
I1I L B g 4 L e - L
(11) Baux + B, ou, ~’ Bau + B, ou, b*ov
W Lo M __ % ,a,p c ¥ _ 1%
Ca_ul—l-(/lau,__&? Co, + 1ou, o ow:

. \ . .
Aber die Grossen 4, B, C, 4,, B, C, geniigen, wie man unmittelbar

aus deren Definition sieht, den folgenden Gleichungen:

al al al o
AZ 482 402 o AT +BL+C =0

ou, ou, ou, o, , ou, —
Aa_u+B_a?+Ca_J— © lau+Bla +(’law a

ou, u, du, oy, ou, __
Aa_u+B%+05§:———A Alau 13v+01 ©
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wenn man mit A.die Functional-Determinante von u,, u,, A in Beziehung
auf u, v, w bezeichnet, also

du, du, du,
' % e
ou u, u,
—_ | = il e
A= ow’ ' w
i o4 3
w’ W’ A

Da nun

3¢ 350 3¢ au Ssp oA
u Z-)_ul 9u au u 2 u
2 d¢p o dp 24
% _ 2 ou, o 34
v Su R + 3u D) W» b 34 v

a‘sp _ 350 Ju, + au, 950 o
w au, cu a‘w AL w

ist, so ist

+B + ﬁ——ss‘
¢ _ ¢
c7/+ +Cl— A_:,

Man erhilt also aus den Gleichungen (11), wenn man jede derselben
respective mit 4, B, C, oder mit A4,, B,, C, multiplicirt und addirt,
die folgenden Gleichungen:

N A y 39,/ 3¢
(4 + B° + )57+ (44, + BB, + CC)5r =  Az0
o 2
(44, + BB, + cc)¥ + i+ B+ Ot = —AE
(12) ‘
L Lo 3y
(a*4? + b*B? + C“(,’)é_:f_l + (a®4A4, + V’BB, + 02001)3_5; = _Aa_u:

2
o LNI

d ., o 2 d
(a*44, 4 B*BB, + c*CC) a]_fl + (a4} + B + '€ L= AL,
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Aber wenn man die Coefficienten der Ableitungen von ¢ und von ¢ in
diesen Gleichungen, nach den bekannten Formeln fiir die Transformation
der Coordinaten ausrechnet, so findet man, indem man die Bezeichnungen

—_ 2 2 2 2 2 2 2 2
V=1—ksn"u, — p’sn’u, — (1 — k> — p”) sn’u, sn’u,

N P e L2__ 2
Ul =1 — I——I——:—ZZ—#——SD?’MI—/.HSHQ’M? + lc—(ll—_kkTﬁ—)Sﬂ“ul
Y P _I—k —pt prr—E—phH
U, =1—Fksn’u — sn’u, 4 — sn'u,
einfithrt:
I 1
A=—ig iV
AP+ B Ot =L ! a?A? + BB + ¢°C* = O Do
aabz )‘QV’ avebz l?V-z
2 2 I 1 I U1
@’A} + VBl + ¢*Ct = 5 50 A + B + Ot = < o

AA, + BB, + CC, = a*AA, + BB, + ¢’CC, = o.

Wenn man diese Werthe in die Gleichungen (12) einsetzt, so werden 2
derselben mit einander ‘identisch und sie reduciren sich auf die drei

folgenden:

3¢:_ besp

u,~ "5,
U, 3 _a %
(13) V o, Bu,
V o) ¢* @

2
. o a . . . .
Diese letateren konnen, da U, U, — - V* nicht identisch verschwindet, nur
c

gelost werden, wenn man setzt:

% ¥ __, —
T T A
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Die- allgemeinen Integrale dieser letsteren sind, wenn mit 7, m, » 3 will-
kiirliche Constanten bezeichnet werden

¢ ==lu, + m
¢ = —blu, + n.

Fur unseren Zweck gentigt es irgend ein particulires Integral dieser
Differentialgleichungen zu kennen. Man kann also

l=r1, M=n==0
setzen.

Wenn wir diesen Werth von ¢ in die Ausdricke von &, 5, { ein-
fiuhren, erhalten wir also das folgende Resultat:

Es sei u, die Function von w, v, w, welche durch die Gleichungen
(10) bestimmt wird; f(z + %, y 4+ v, # + w) eine willkirliche Function
von z + u, y + v, 2+ w; do das Raum-Element: und bezeichnen wir
mit

f ¢(u, v, w)dw

@
ein Integral, welches iiber alle Punkte desjenigen Raumes erstreckt wird,
welcher durch eine sei es ausserc, sei es innere Schaale der Wellenflaiche

mit dem Parameter A = ¢ begrenzt ist.
Die Ausdriicke

£ = D,/.%’f(ob +u,y+v 2+ wdo

®)

(14) 77=D,/‘%f(x+u,y+v,z+w)dw

)

§ = D,/qz—':}f(x +u,y+v, 24 wdo

O]

stellen ein System von Integralen der partiellen Differentialgleichungen
(1) in allen denjenigen Flillen dar, wo es erlaubt ist, die partielle Differen-
tiation in Beziehung auf z, y, z unter dem Integralzeichen vorzunehmen.

Acta®mathematica. 6. Imprimé 29 Novembre 1884. 37
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Dieser letzte Punkt ist noch zu untersuchen.

. . u, du, 2u .
Die- 3 Functionen -2, -2, =2 haben die folgende Bedeutung:
ou’ dv  Sw

du, _ 1 b — ¢’ 1 snu, snu, cnu,
du ba*—c'2 14
ou, I 1cnuy, é;u, d_r;u,
W  al 14
%____*_lldnulcnu,dnu,’
dw a 2 vV

wobei V =1 — k*sn’*u, — p*sn’u, — (1 — k* — p°) sn’u, sn’u,.

Sie haben einen bestiinmten endlichen Werth fir alle Werthe von
u, und u,, fir welche ¥ von Null verschieden ist. Man tberzeugt sich,
dass fiir Werthe von u, und w, innerhalb der von uns bestimmten Gren-
zen, dieser Ausdruck nur dann verschwinden kann, wenn gleichzeitig

cnu, = 0O, cny, = O

ist. Die entsprechenden Werthe von %, v, w sind dann die Coordinaten
eines der vier singuliren Punkte der betrachteten Wellenfliche. Inner-
halb der Integrationsgrenzen verschwindet also V fur alle die Punkte
einer optischen Axe; man uberzeugt sich aber leicht, dass die Integrale
(14) nichts desto weniger einen bestimmten endlichen Werth behalten, da,
wenn man dieselben in die neuen Coordinaten A, #,, u, transformirt, das
Raumelement do die Gestalt erhalt

a*bX*Vdadu, du,
und folglich
t K 2L
&= —d’'D, / j [Zi: fi Asnu, snu, cnu, f(T + u, y+v, 2+ w)didu,du,
:)/ —K :2L
¢ K UL . . '
= — ubleff/lcn w, snw, duw, f(x + u, y + v, 2 4 w)dAdu du,
0—K--2L
t K 2L . .
= ubD,fff). dnu, enw, dnu, f(z 4+ u, y + v, 2 + w)dAdu,du,.

0—K —2L
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Es wiirde offenbar nicht gestattet scin dic Ableitungen von &, y, {
nach z, y, 2 ohne Weiteres durch Differentiation unter dem Integralzeichen
aufzustellen, da die Ausdriicke, zu welchen man auf diesc Weise gelangt,
auch nach der Transformation in die neuen Coordinaten inncrhalb der
Grenzen der Integration unendlich werden. Aber nach einer Methode, welche
mir von Herrn WEIERSTRASS vorgeschlagen wurde, iiberzeugt man sich, dass
diejenigen speciellen Combinationen der Ableitungen, welche in den Diffe-
rentialgleichungen (1) vorkommen, doch durch Differentiation unter dem
Integralzeichen gebildet werden konnen, wenn nur die willkiirliche Func-
tion f(x 4+ u, y + v, 2+ w) den folgenden Bedingungen unterworfen
wird: 1°. Sie ist in dem betrachteten Raume tberall eindeutig, endlich
und stetig; 2°. Sie besitzt Ableitungen nach x, y und #, welche in dem
betrachteten Raume tberall endlich sind.

Dies wird auf folgende Weise gezeigt.

Man denke sich um den Nullpunkt eine kleine Kugel und auf der
begrenzenden Wellenfliche um jeden der 4 singuliren Punkte cine kleine
geschlossene linie L beschrieben. Alsdann construire man vier Kegel,
welche den Nullpunkt zum Scheitel und je eine der vier Linien L zur
Directrice haben. Mit T' mdge der urspriingliche Raum bezeichnet werden
und mit 7" derjenige, welcher aus ihm durch Auscheidung der kleinen

Kugel und der vier genannten Kegel hervorgeht. In dem Raume 7" hat
) ) ) ou, @ ) X
dann jede der Functionen =2, =2, 22 nebst simmtlichen Ableitungen
n v w o
einen bestimmten endlichen Werth. Nun muss untersucht werden, wie
die Formeln des Herrn WEiErsTRASs sich in dem Raume 7" gestalten.

Die Gleichung

Flu, v, wde,
D, f F(u, v, w)do = = Eu Ua&wz =
V () *+ &)+ (&)

lasst sich jetzt ohne Weiteres anwenden. Die Gleichung

8
é;F(u, v, w)dea,

D, D,,F(u, y )dw:Dr 3 3 F]
SOt e /¢<z—z>+<z—i>+<§—z>
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ferner bleibt gultig, wenn wir die Integration rechts auf die ganze Be-
grenzung des Raumes 7" erstrecken d. h.: 1° tiber die #ussere Schaale
der begrenzenden Wellenfliche mit Ausnahme der vier ausgeschnittenen
Linien L; 2° uber die Mantel der vier Kegel, so weit sie nicht innerhalb
der kleinen Kugel liegen; 3° aber die Oberflache der Kugel, so weit sie
nicht innerhalb der vier Kegel liegt. Bei jeder dieser Integrationen be-
zeichnet der Ausdruck

2

o
NN NEA
VG + )+ G
den Cosinus desjenigen Winkels, welchen die nach Aussen gerichtete

Normale mit der u-Axe bildet. Bezeichnet man diese Grosse mit U, so
hat man also

[D.F(u, v, wydo = [UF(x, v, w)do, + [U,F(u, v, u)ds,

)

+ZfU’F(u, v, w)do,

wo dg, ein Element der Oberfliche der Kugel und do’ ein Element der
Oberfliche eines der Kegel bedeutet. Ferner

D,fDuF(u, v, wydw = D} /%’;F(u, v, wydow + thfU'F(u, v, w)dd

(7"

(da das tber die Kugel genommene Integral von ¢ unabhangig ist).

Bezeichnet man mit z, y,, 2, die Coordinaten eines Punktes einer
der ausgeschnittenen Linien auf der Fliche 2 = 1, so kann man bei der
letzten Integration auf der rechten Seite der obigen Gleichung

’ P
u = {x,, v =1y, w =tz
setzen; dann hat man

Ude’ = t(y,dz, — 2,dy,)
und
D, [UF@, v, w)dsd —t[F(w, o', w)(y,dz, — 4dy,),

)
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wo die Integration tiber die genannte Linie erstreckt ist. Ist also

Fr, y, 2) — D,f¢r(u, v, W)flu +x, v+ y, w+ 2)do,

(7

]0 1st

D F( — D, ¢3f(7t+z v+u,w+z)d
)

(1'

— I),fD,,[qlJ(u, v,w)f(u+ 2,04y, w+ 2)jdo — D,]ig—ff(x—}—u, Y+, 2+ wdo

()

= Df/z—i Su, v, w)flu + 2z, v+ y, w+ 2)do

—fou—{-x 1/+J,w+z)

)

+ tff(u + d?, v + ."/) w + ,6‘)5[)(2&, v, w)(yldzl - Zldyl)'

(€2}

Nun bilde man nach dieser Formel die Ausdricke D,y — D,¢ u. s. w.
(im Raume T"); dann findet man

w dv,

du, 94 du, 34
(15) DZW—DyC-:D?f(aL; %—ﬂ—>f(u+x, v+ y, w4+ 2)dw

()

$ e [1tut o0ty 0+ 9

du,
M (xldyl _yldml) T w (zldxl —xldzl)l
&H

Nun muss man aber bemerken, dass %, eine homogene Function von der

) 3 a .
Y % T gind also homogene Func-

o*" Dimension in u, v, w ist; 3 30 B

tionen der (— 1)**® Dimension.
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Folglich-
ou, t*‘?qf’, 9112 R du,

R 9_1/1’ dw 5?‘

du, du, .
t | 32 (2, dy, — yydo,) — 2 (2,dr, — ,dz,)

du, u
= ;ﬁ(xldyl - yldxl) - 5;? ('zldxl - xldzl>

S, du, ) du, _ Ou,
= .’,Ul (a dyl + a—%-dzly —_ <yl ﬁ + 2, aT‘) dﬂ"l
Aber, weil u, eine homogene Function der o*® Dimension 1st, also

ou, Ju, du,
e, T, T AR TS

ist der obige Ausdruck gleich

ou, du, , du, . ’
x, (a?ldml + aj‘dyx + gx—dzl = x, du,.

Es ist also:

(159 Dg—D,C= Bf@_ et )@+, g+ v, 5 + wdo

()

+ Efxlf(u + 2z, 04y, w+ 2)du,.

(L)
Nun ist aber

vfxlf(w_—{- u, ¥y + v, 2+ wdu, =fd{x1f(93 + u, y 4 0, 2 + w)u,}

(L) 'y

—fu,d{xlf(x +u, y + v, 2 + w)}
(@
Da die Linie L eine geschlossene ist, und da sowohl z.fz+u, y+v, 24+w),
wie auch w2z f(z + u, y 4 v, # + w) auf dem durch dieselbe begrenzten
Theile der Fliche tberall endlich und stetig bleiben, so ist das erste der
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beiden, auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden, Integrale gleich
Null. Das zweite kann aber auch, wenn die Linie Z nach und nach
verkleinert wird, nur einen beliebig kleinen Beitrag liefern.

Ferner ist aber

du, 3] 3u, 94 b du,
B R B~ NG 1
dv w dw v a' du
und der Ausdruck
Bu‘
%dw

ist endlich und bestimmt in jedem Punkte der Wellenfliche. Die rechte
Seite der Gleichung (15.) behalt also einen bestimmten endlichen Werth
wie klein man auch die Linie Z annchmen mag. Bei dem lim L = o,
wird jedes der Linien-Integrale unendlich klein, und man erhalt

d
(15v) & = a’(D,{— D,g) = *% —a%f(u +xz, 04y, w+ 2do.
S
Nun ist aber #, eine Function ganz von derselben Beschaffenheit wie u,;

dasselbe Raisonnement kann auf diese neuen Integrale tbergetragen werden,
und man tberzeugt sich ganz in derselben Weise, dass die Ausdricke

D, — D,y, etc.

dadurch gebildet werden konnen, dass mar unter dem Integralzeichen
differentiitt und dann die WEeierRsTRASS'schen Transformationsformeln an-
wendet.

Wir sind also zu dem folgenden Resultate gekommen Bestimmt
man die 3 Grossen A, %,, #, als Functionen der rechtwinkligen Coordinaten
emes Punktes im Raume, dadurch dass man

# = bAsnu, dnu,,
16) D= alcenu, eny,,

w = addnu, snu,
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setzt, so hat inan

2 2 oy e wen 1

vy, __ 1— E' st show, enow,

ou b 14

du. I ¢naw, snaw, dnw
(I6a) oty _‘C . 8 3 3

v al V

oy + 1 dnu, cnw,dnw,

w al | 4

Ve=1—Fksn'u —p*sn’u, — (1 — &’ — phen®u, . sn’u,.

Setzt man dann, mit «, y, 2z drei reelle Grossen, und mit f(z + u, y + v, 2 + w)
eine den oben auscinandergesetzten Bedingungen der Endlichkeit und Stetig-
keit geniigende, sonst aber beliebige Function bezeichnend,

5=sz%%f(x+u, Y+ v, 2+ w)de

(17) :D,f%f(m«}—u,y—}-v,z-{—w)dw

Qu.

sztfa—u’;f(x-{-u, Y+ v, 2+ wdo,

wobei man die Integration auf der linken Seite auf alle die Punkte des
Raumes erstreckt, welcher durch die aussere, (respective durch die innere)
Schaale einer Wellenfliche it dem Parameter A—1¢ begrenzt ist, so
stellen die so definirten Grossen &, 3, { Functionen von z, y, z, ¢ dar,
welche fir alle endlichen reellen Werthe diéser Veranderlichen einen be-
stimmten endlichen Werth besitzen und den partiellen Differentialglei-

chungen (1) geniigen. Wenn man in den Gleichungen (17) das Raumelement

. . . Ou, Oou, u, .
do in den Coordinaten A, u,, u, ausdrickt, und for 2%, =, ihre
u’ 9v’ °w

Werthe aus den Gleichungen (16.) einsetzt, so erhalt man die Grassen &, 7, ¢
unter der folgenden Form:
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(2L

K
- _k2 - I
cztffl 5 SD U, snu, enu,flx + u, ¥y + v, 2 + w)du, du,
iy o

—~2L

K 2L
p:tff—écnuls;u?(ﬁugf(x +u, y+ v, ¢ + wdu,du,

—K —2L

K 2L
é’ztff;—dnulalugcﬁuzf(x-l—u, ¥+ v,

—K —2L

2 + w)du,du,
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in welchen Formeln man fur die in f(r 4 u, y + v, 2 4+ w) auftretenden
Grossen u, v, w ihre Werthe aus den Gleichungen (16) einsctzen muss.
Nun handelt es sich darum die Anfangswerthe der so definirten

Grgssen &, %, & d. h. thre Werthe far.#— o zu ermitteln.

Zu diesem Zwecke werde ich diese Grossen &, 3, ¢ noch unter einer
‘anderen Form darstellen. Es ist:

du, 94
uow

du, 94
w v ou

Indem wir von der Transformationsformel (B), welche man auch unter

der Form

. oA
D,fgo(u, v, w)ézf(x +u, y+ v, 2+ wdo

=f¢(u, v, w)ef(l’-Fu, ?/a:"v, Z+w)dw +f§_s:;f(x G u, y+ v, 2 -+ 20)(]0)

Acta mathematica. 6. Imprimé 1 Décembre 1884,
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schreiben kann, Gebrauch machen, erhalten wir:

5=D[f%%f(x+u, y+ v, 2+ wdo

dw v v w

B N T —

b [9u19f(w+u, y+v, z+w)  Sudfletu, y+v, z+w)]dw
T w 3y dv 3%

n=D,fi—%f(x+u, ¥+, 2+ wde

Qu Sw dw on

(18) —_— b[)’f(aﬂal _ %ﬂ)f(x +u, y+ v, 2+ wydo

F[aulaf(a:+u, y+ov, 24w du, 3f (e +u, y+v, z+w)]d
] _2u oz Sw ox

u,
{’=D,f3—u:f(x +u, y+ v, 24+ wdo

—_—_bD,f<au‘ A aﬁﬁ)f(oc +u, y+ 0, 2+ wde

v du u v

'[aulaf<z+u, ERREI N I ETNE L) P
——i —-—-—b —_— -_— N a).
v ox u 3y

Um aber auch in diesem Falle Doppel-Integrale statt dreifacher zu
erhalten, wollen wir statt &, y, ¢ die Derivirten dieser neuen Ausdricken
nach ¢ nehmen, welche natiirlich auch ein System von Losungen bilden.
Wir setzen also

u

f=— D[ Gafle w2+ w)do

_ le[siaf(x—}- w, .. 2w ¥fle + u, "'):Id(o

dw dy v oz
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pz-—%D]su fx +u, y+ v, 2 + wdo

_ du, 3 + u, ..)  dudfe+u,..)
T th [a—u oz T w oz ]dw

I

C=——3fo%f(w+u, y+ v, 24 wdo

_ ])J 9% o (z + w, ...) Ou of(x + u, )] do.

Aus den Gleichungen (16) ergeben sich die folgenden Werthe fur
du, ou, ou
u’ W’ w

du, Ieny dnw dnu, V)

w b2 14 14

ou, Isnuldnulalu,_l’l
R 4 4

du, I — p'snu, cnu, snw, 25
S'w al vV |4

Indem man in den Integralen auf der rechten Seite der Gleichungen (19)
das Raumelement dw in den neuen Coordinaten ausdriickt, und die In-
tegration auf alle Punkte der dusseren Wellenfliche ausdehnt, findet
man also:

K oL
— [V of@+ u, y{v, a+w) v fe+u, y+v, z+w)] du, du,
3 3y 2 %

—K —2L

K 2L B
(20) v=tff[Vlaf(“+“’ yhv,atw) y Aetu v, z+w)]duldu,

—K —2L

_ ff[V f(e + u, y+v stw) Vlé‘f(z+u ajv z+w)Jduldu2.

—K -2
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In diesen Formeln muss man fir #, v, w ihre Werthe aus den
Gleichungen (16) einsetzen.

Man uberzeugt sich leicht (durch ahnliche Betrachtungen wie die-
jenigen, welche in der Abhandlung von WEIERSTRASS vorkommen), dass die
durch diese Formeln dargestellten Werthe von &, %, ¢ ungrade Functionen
von ¢ sind. Um* den Coefficienten von ¢ zu erhalten, muss man in der
unter dem Integralzeichen vorkommenden Funktion f{(z 4 u, y + v, 2 4 w),
t =o0, folglich auch u=o0, v=0, w=o0 setzen. Bezeichnet man diesen
Coefficienten in &, 3, ¢ respective mit X, ¥, Z,, und setzt man

2 3 2
9; f(%, Y, Z)’ a_ng;(x’ Y, ‘z)’ ézﬁ(xr Y, Z)a

so hat man

K 2L K 2L

X =1z, ¥, 2 f stduldu2 — (@, y, 2) f fV.‘,duldu“,
—K —2L ~K —2L
K 2L K 2L

Y, =f(z, y, 2 f fVlduldu2 — fi(z, y, 2) f fV3duldu2
—K -2L —K —2L
K 2L K 2L

Z,=f(x, y, 2) f fV?du,alu2 — fi(x, ¥, 2) f fVlduldug.
—K 2L —K —2L

Nun_ist aber

f jLVlduldu, fcnu dn u, du, fdnu du, . .

b
—K —2L —2L

fdeudu —fsnu dnw, du, fcnudu =0

K oL
foVdudu —fsnucnudu fsnudu = O.
—k - 'y

Es werden also die durch die Formeln (20) dargestellen Werthe von
€, 7, { Integrale der partiellen Differentialgleichungen (1) sein, welche
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die folgenden Eigenschaften haben: fur ¢ — o sind ihre Werthe sammtlich

. s 2 e . . .
=0, wahrend die Anfangswerthe von C%, %, 5 respective gleich sind:
[
o 4nof(z, y, 2) __4mf(e, y, 2)
? b az bl b ay ?

wo f(x, y, 2) eine willkiirliche Function von z, y, z ist. Diese Werthe von
€, v, ¢ sind dadurch erhalten, dass wir die Integration tber die fussere
Schaale der Wellenfliche -erstreckt haben. Wenn man nun aus ahnlichen
Formeln ausgeht, welche aber iiber die inmere Schaale der Wellenflache
erstreckt werden, und in welchen statt f(z 4 u, ...) eine andere will-
kiirliche Function F(z + w, ...) vorkommt, so kommt man zu Werthen
von &, 7y, {, welche auch Integrale der Gleichungen (1) darstellen und

so beschaffen sind, dass sie fiir {— o sammtlich verschwinden, wihrend
e

. /3&) oy o .
die Werthe von <§>o’ (51)0, ( 52)0 respective
_ 4mdF(z, y, 2) 4moF (v, y, 2)
b dy ’ b dx ! ©

sind. Durch Combination von diesen beiden Systemen von Werthen fir
€, 7, ¢ kommt man zu einem System von Integralen der vorgelegten
Differentialgleichungen, welche die Eigenschaft haben, dass fitr t—=o0

€=07 N =0, §=o0

<8€>l=0 _ %gaf(w,ayy, ?)

(2_;7)‘%: %z[af(a:,a;/, z) + SF(z,azy, z)]

__ 4n¥FG, v, )
b dy

TN
D]
>_/
2’

I

ist. Die Functionen ¢, y, ¢ sind der Bedingung unterworfen worden,
dass ihre Anfangswerthe den Gleichungen
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geniigen. Man kann aber bekanntlich, wenn ¢, ¢,, ¢, irgend 3 Func-
tionen von z, ¥, 2 sind, unter welchen die Relation

2 2 e,
¢1+¢z+¢

besteht, immer zwei Functionen f(z, v, 2), F(z, y, #) finden, so dass

o, y, 2)
=Ty
e, y, 2) , OF(z, y, 2)
$2 = ( oz + %z )
SF Y 3 z)
¢, = — H‘(Eéyy_

ist. Die betrachteten Werthe von &, », ¢ stellen also die allgemeinsten
Integrale der Differentialgleichungen (1) dar, welche 2u gleicher Zeit un-
grade Functionen von ¢ sind. ’

Nimmt man nun von diesen Werthen von &, 7, ¢ die ersten Ab-
leitungen nach ¢, so kommt man zu einem Systeme von Integralen, welche
grade Functionen von ¢ sind. Die Combination der beiden Systeme mit
einander liefert also das allgemeine System von Integralen der Diferen-
tialgleichungen (1), welche nur. der Bedingung

o
§+ +i =0
unterworfen sind.

Hiermit ist also diejenige Aufgabe, die ich mir gestellt habe, voll-
stindig geldst. Nun werde ich aber noch Folgendes bemerkén.

Die partiellen Differentialgleichungen (1) sind von LamE unter der
Voraussetzung, dass die Verruckungen £, n, ¢ der Gleichung

+3y+32

gentigen, aufgestellt worden. Wenn man diese Voraussetzung fallen lasst,
so kommt man, wie és KircuHorr in seinen Vorlesungen iber Mechanik
gezeigt hat, zu einem Systeme von Differentialgleichungen, welches sich
von dem Systeme (1) nur dadurch unterscheidet, dass auf der rechten
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Seite jeder Gleichung respective das Glied

einer Constante hinzutritt.
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36 96 36

W 3 & multiplicirt mit

Es ist nun leicht, auch von diesem Systeme von Differentialgleichungen
das allgemeine Integralsystem aufzustellen.

Es sei in der That &, 5, ¢ ein

setze man

x__ 7
s dz

u
Ty
r_
5T 2

System von Integralen desselben, so

+¢

Bestimmt man nun die Function » vermittelst der Gleichung

2%

s+

cx

<
8'-/2 dz?

2y, %
3

os
C§
<

oy oy
+ 5@/ + 0z

23

oder, wie ich zur Abkirzung schreiben werde

(21)

Ay — 8 = 0,

so bilden &, 7, { ein System von Integralen der Gleichung (1), far welche

die Relation

statt findet,
darstellbar.,

Dieselben sind also durch die oben aufgestellten Formeln
Was nun die Function « betrifft, <0 muss dieselbe ausser der

Gleichung (21) noch den folgenden Gleichungen

D,(D} — Ayu = o
D,(D} — A)u = o
D,(D}— A)u = o

gentigen. Es ist aber auf folgende Weise moglich diese Gleichungen

gleichzeitig zu befriedigen,
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Man bestimme zwei Functionen #, und «, von z, y, z aus den beiden
Differentialgleichungen

Auy, = (8).-,

Wenn man dann fiir » diejenige Losung der Differentialgleichung
(D} — A)u = o
pimmt, welche durch die Bedingungen

du
(%)mo = u, und <Yi—t,>z-_o = u,

bestimmt ist, so wird auch Aw eine Losung der Differentialgleichung
(D — A)p —o

sein, und zwar sind die Werthe von Awu und ihrer Ableitung nach ¢ fir
t — o gleich Aw, respective Aw,. Sie stimmen also mit den Anfangs-
werthen von 6 und ‘fi—? itberein. Da nun @ derselben Differentialgleichung
geniigt, so ist mithin fur alle Werthe von ¢

Au = 6.

u geniigt also den erforderlichen Bedingungen.



