
0 B E R  DIE BRECHUNG DES L I C H T E S  

IN CRISTALLINISCHEN MITTELN 

V O N  

S O P H I E  KOWALEVSKI 
in S T  O C K H O L I ~ I .  

In seinen L e f o n s  s u r  l '4lasticitd hat LAM~ eine Anwendung der 
Elaslicitgtstheorie auf die Erkl~rung der doppelten Brechung des Lichtes 
in dreiaxigen Crislallen gegeben. ]ch werde hier in wenigen Worten 
das Hauptergebniss seiner Untersuchungen recapituliren. Ausgehend yon 
den partiellen Differentialgleichungen, denen alle mOglichen Schwingungen 
in einem elastischen homogenen (1) Mittel unterworfen sind, stellt er zunachst 
die Bedingungen fest, unter welchen eine Doppelbrechung des Lichtes 
i~berhaupt mOglich ist. Unter der Voraussetzung, dass die Schwingungen 
der einzelnen Theilchen transversal sind, d. h. ohne eine _&nderung der 
Dichtigkeit des schwingenden Mittels vor sich gehen, kOnnen die partiellen 
Differentialgleichungen, welche dieselben bestimmen, stets auf die Form 

(i) 

a ,,a.v ~x a ,,ax 
a'-# ~ c= __ b = at ~ ay az 

a (av at 'ae av' 
at* a, ax 

a ~x az l  a \az  agl  a~r _-=_ b2 _ a = 
at'* am ay 

(1) D. h. in einem solehen, in wetehem die elastischen Eigcnschaften in der Um- 
gebung eines jeden Punktes dieselben sin& 
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gebracht werden, wobei x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes des schwingenden Mittels, $, ~, ~" die Componenten der Ver- 
t'nckung dieses Punktes von seiner Gleichgewichtslage, t die Zeit und 
a, b, c drei positive Constanten - -  die Elasticitrtts-Axen des betrachteten 
K~3rpers ~ bedeuten. 

Die Hypothese, dass die Schwingungen vor sich gehen, ohne die 
Dichtigkeit des vibrirenden Mittels zu [mdern, erfordert, dass die Grosse 

identiseh gleich Null sei. 
:'1 �9 Oe Nun folgt abet aus den Ulelchunor (t) 

~ 0 .  
~t ~ 

Der aufgestellten Hypothese wird also genftgt, wenn die Anfangs- 
werthe von $, 7, ~ und deren Ableitungen naeh t far t = o so gewahlt 

(~0) = o  sind. sind, dass (O)t=o--= o und -~-,=o 

Der ganzen Theorie yon FRESSEL liegt die Hypothese zu Grunde, 
dass jedes Theilchen der Oberflache des brechenden Mittels, welches yon 
einem Lichtstrahle getroffen ist, zum Mittelpunkt eines Systemes von ebenen 
Wellen wird, und zwar so, dass nach jeder Richtung hin sich zwei Wellen 
mit verschiedener Geschwindigkeit fortpflanzen. 

Es war also zuerst zu untersuchen, ob die Gleichungen (t) sich im 
Einklange mit dieser Hypothese integriren lassen. 

La:,t~ macht die Annahme, dass der Schwingungsmittelpunkt eine 
Reihe yon Sehwingungen ausfahrt, so dass die Componenten seiner Ver- 
sehiebungen dureh die Formeln: 

t t t 
$0 = X0 cos 2,-r-, v]0 = Y0 cos 2,'r-, ~0 ----- Z0 cos 2 z :  

2" T 2" 

dargestellt werden ksnnen, wobei r die Sehwingungsdauer einer voll- 
st~ndigen Sehwingung bedeutet. Ein beliebiger Punkt des vibrirenden 
Mediums wird nach zwei versehiedenen Hemmungen 2~ und 2~ ill Schwin- 
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-un,~ gcrathcn, und das Gcsctz scincr Vcrschicbung wird folglich dutch 
die Componcntcn 

t - - ) , ,  t --)., 
$ = X,  cos 2 7:, + X~ cos 2 r: ~ 

T T 

t - - ) , ~  t --),., 
rj =-= I~ cos 2~ + Y~ cos ~ ' z ~ "  

T T 

t - - ) , ,  t --)..~ 
4" = Z, Los 2,7 + Z~ cos 2 = 

T 7" 

dargestcllt  wcrdcn. Die Grossen X~, Y~, Z~, X 2, Y2, Z: sind Functionen 
von x, y, z, welche so bcstimmt wcrdcn sollcn, dass dic cntsprcchenden 
Werthc yon $, ~, ~ in die Gleichungen (i) cingcsctzt, dcnselbcn gcnC, gcn, 
und dass fi'tr x = o ,  y =  o, z =  o 

x , + x ~ = X o ,  Y, + r~ = to, z , + z ~ = Z o  ~ .  

Nach der Theorie von FI~IgSXEL ist der geometrische Ort aller dcr- 
jcnigen Punkte, welche von-dcr, aus dcm Mittelpunkte ausgehcnden Wclle 
nach dcr Zeiteinheit getroffen wcrden, cinc zweischaalige Fli~chc, wclchc 
in dcr Geometric untcr dem Namen dcr Wellenflitchc bckamlt ist. Sctzt 
man mit LAM~ 

R = x ~ + y~- + z ~, Q = a:(b ~ + c'~),c ~ + b"(c" + a:)y  ~ + c~(a: + b:)~ :, 

P - =  a~x ~ + b~:q 2 -t2 c2z ~, q = a~b~c 2, 

so ist die Gleichung derselben 

(~) q ~ Q - 4 -  R P = o .  

Um die_. Lage der fortschreitenden Lichtwellc nach der Zcit 2 zu er- 
x y z 

~ .ZU mitteln, braucht man nur in diescr Gleichung statt x ,  y ,  z, ).. ,~ ), 

schrcibcn. Man crhi~lt dann did Gleichung 

(~) q)t ' ~  Q)t ~ + R P  = o ,  

welchc alle die successlven Lagen der fortschreitenden Welle darstellt, 
wenn man in dcrsclben ), variiren lasst. 
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In Beziehung auf ),~ gel/Sst, hat diesc Gleichu.g die zwei Wurzeln: 

),,2 __-- Q +- ~, Q '* - -  4q RI" 
2r 

Die zwei positiven Werthe von 2, ),~ und )'2 stellen die zwci verschiedenen 
Zeiten dar, naeh welehen ein Punkt  yon der fortsehreitenden Welle 
getroffen wird. 

Da die partiellen Dift'erentialgleichungen (t) linear siud, so gen{'lgt 
es die Funetionen X ,  Y ,  Z zu bestimmen, unter der Annahme, dass ), 
irgend cine der Wurzeln der obigen Gleichung ist. 

Dureh eine reeht besehwerliche, wenn aueh sehr elegante Reehnung, 
gelingt es La.~l/: in der That  die Funetionen X ,  Y ,  Z in der erforder- 
lichen Weise zu bestimmen. 

Setzt man 

O )  = 

~, (~t-'2-" - -  lO(b")." - -  h')(,'';,,".- It) 

a2 a~'~t 

Y = t o  z . x 

Z =  o~ .ca!/ !/ 

so werden die Gr5ssen 

= X cos 2 z - - - -  
7" 

t - - ) ,  
= Ycos 2 z - -  

t - - ) ,  
C =  Zoos 2 z - -  

Integrale der Differentialgleichungen (I), wclche zugleich die Rel'ttion 

a~ + a~; a." 
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befriedigen. Selbstverstrmdlieh haben wir in diesem Falle nur ein' System 
von partieulgren Integralen der partiellen Differentialgleiehungen (i). 
Ausserdem sieht man bei nitherer Untersuehung, dass dieselben eine physi- 
kaliseh unmsgliehe Bewegung darstellen, denn in jedem Punkte einer 
optisehen Axe stellt sieh jede der Gr/sssen X, Y, Z unter der Form 
o 
o dar und wird unbestimint. 

L.~1i versueht dieses Ergebniss auf die folgende Weise zu erklitren. 
Alle Moleetile, welehe derselben Wellenflaehe angehSren, gerathen zu der- 
selben Zeit in 8chwingung. lhre Verrfmkungen geschehen in der be- 
treffenden Tangemialebene der Wellenflaehe und senkreeht zur Riehtung 
des Strahles. Wie man auf geometrisehem Wege sofort erkennt, fallen 
sie also zusammen mit der Riehtung der betreffenden sphiirisehen Curve 
auf der Wellenflaehe. Dureh jeden gew0hnliehen Punkt der Wellenflache 
geht nur elne einzige sphlirisehe Curve; aber der Endpunkt einer optisehen 
Axe zeiehnet sich durch die Eigensehaft aus, gleiehzeitig auf zwei spharisehen 
Curven zu liegen. Seine Bewegung unterseheidet sieh demnach yon der- 
jenigen eines jeden anderen Punktes. Die beiden Curven umsehlingen 
ihn also gewissermassen, wie Lax~i sagt, dureh zwei entgegengesetzte 
Bogen, dureh zwei Halbkreise oder Halbellipsen, deren Krt'unmung sehr 
gross ist. Daraus entsteht far  den betraehteten Punkt eine zusammen- 
gesetzte kreisf/srmige oder elliptisehe Bewegung. In dieser Weise meint 
LAM~ die aus den Formeln sieh ergebende Unbestimmtheit zu erklaren 
und zu beseitigen. Hiergegen k6nnte man. jedoeh einwenden, dass diese 
Erklarung aus den Formeln selbst abgeleitet werden m{'~sste, d. h. dass 
man dureh Combination der Ausdrt, eke und und und 
Z~ die Unbestimmtheit entfernen und die wirkliehe Bahn des fragliehen 
Punktes masste erklaren k(~nnen. Dieses ist aber keineswegs der Fall. 

Ausserdem giebt es noeh einen Punkt im Raume, in welehem die 
LaMl~'schen Formeln nieht mehr im Stande sind, die Erscheinungen zu 
beschreiben: In dem Coordinatenanfangspunkte, d. h. im Schwingungs- 
mittelpunkte selbst, wird jede der Grsssen X, Y, Z unendlich gross. Hier 
m{issten also die Sehwingungen unendlich gross sein und zwar naeh allen 
Richtungen hin; (tibrigens ein _Resultat, zu welchem man nothwendiger 
Weise geftihrt wird, wenn man yon der Hypothese eines einzigen Schwin- 
gungsmittelpunktes ausgeht). 
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LAMI~ versueht diesen Widerspruch seincr Theorie mit der Wirklich- 
keit dureh die Annahme zu erklaren, dass jedes materielle" Theilehen des 
betraehteten Mittels mit einer Aetheratmosphsre umgeben sei, welehe 
dutch das einfallende Lieht in Sehwingungen versetzt werde, die ~ieh dann 
auf das lnaterielle Theilchen ilbertragen. 

Ich werde hier auf die Discussion dieser Hypothese nicht nrdmr ein- 
gehen. LAM~ sell)st, hat sie nur ausgesproehen, ohne aueh zu versuehen 
sic mathcmatiseh zu begrt'mden. Bcvor man die Moglichkeit yon Sehwing- 
ungen in einem cristallinischen Mittel der Fl~ES.XEffschen Theorie ent, 
spreehend discutirt, sollte man jedenfalls die allgemeine L0sung dcr 
partiellen Differelltialgleielmngen (1) aufstellen, denn dann erst werden 
wit alle m0glichen Bewegungen kennen. Diese Untersuehung bildet den 
Gegenstand meiner Arbeit. Ieh bin dureh meinen hoehverehrten Lehrer 
WEIEUS'rI~ASS angeregt worden dieselbe zu unternehmen, in der Erwartung 
dass dieselbeIntegrationsmethode, welehe yon ihm vor vielen Jahren auf- 
gestellt und auf dig Integration yon einigen einfaeheren linearen partiellen 
Differentialgleiehungen angewendet wurde, aueh in diesem Falle sieh be- 
wahren wiirde. 

Ieh werde hier den Inhalt einer noeh nicht 1,ublieirten Abhandlung 
mittheilen, welehe mir von WEIEllS'rllASS itn Jahre 1881 zHr Verf~'lgung 
gestellt, aber viel fr(lher yon ihm verfasst wurde. 

))Es seien u, v, w reelle, veranderliehe Gr(~ssen, die wir als die 
Coordinaten eines Punktes im Raume in Beziehung auf drei in einem 
Punkte 0 unter reehten Winkeln sieh sehneidende Axen betraehten. 
Ferner Ski S lrgend eine gesehlossene Fl~ehe yon der Besehaffenheit, dass 
in jeder yon 0 ausgehenden Riehtung nur ein Punkt derselben liegt. 
Dann gehort zu jedem Punkte P des Raumes ein bestimmter Punkt /)1 
der Fliiehe, namlieh derjenige, in welehem dieselbe yon der Streeke OP 

oder deren Verlfmgerung iiber P hinaus geschnitten wird; und wenn man 
das VerhMtniss OP zu OP~ m i t t  bezeiehnet, so ist t eine bestandig positiv 
bleibende eontinuirliehe Function der Coordinaten u, v, w yon P, welehe 
die Eigenschaft hat, dass sit in kt ilbergeh~, wenn man u, v, w alle drei 
mit derselben positi~,en Zahl k multiplieirt. Der Ort aller Punkte ferner, 
far welehe t denselben Werth hat, ist eine Flaehe a,, welehe S ahnlieh 
ist und yon dieser ganz umsehlossen wird, wofern t < I i s t ,  wahrend das 
Umgekehrte stattfindet, wenn t > I. Setzt man nun 
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3t ~t 3t 
U ~ ~ _  - -  V r 

~v ~ ~w 
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so sind u', v', w' solehe Funetionen von u, v, w, die sieh nicht andern, 
wenn man diese Gr0ssen alle drei mit k multiplieirt, und welehe folgende 
geome(risehe Bedeutung haben. Man denke sieh in dem Punkte u, v, w 
an der dureh denselben gehenden Flaehe o', die Tangentialebene gelegt, 
so ist deren Gleiehung, wenn man mit U, V, IV die Co.ordinaten irgend 
eines ihrer Punkte bezeiehnet 

u ' U +  v ' V +  w ' W =  t 

F~llt man ferner yon O aus auf diese Ebene ein Loth, so ist die Lrmge 
desselben 

t 

V U'U ' + v'v' + w'w" 

und die Coordinaten seines Fusspunktes 

u't v't w't 
L 

u'u' + v'v' + w'w' ' Cu" + v'v' + w'w' ' u'u' + v'v' + w'w'" 

Dieses vorausgesetzt, sei F(u, v, w) eine Function von u, v, w, die 
sich aberall stetig andert, mit Ausnahme etwa in der Niche des Punktes 
O, und es werde der Werth, den das Integral 

f f f F(u, ,,, ,v)cl,,dwlw 

erhltlt, wenn die Integration (iber alle diejenigen Punkte (lea Raumes 
ausgedehnt wird, die zwischen zweien Flachen o't und a,. liegen, - -  wo 
wit jetzt t als eine unbeschrankt ver~inderliche positive Grosse und t o "fls 
einen besonderen (festen) Werth derselben betrachten - -  mit 

+ v, w)do, 
( to. . .  t) 

bezeichnet, in welcher Formel dco das Raumelement dudvdw bedeutet 
und das obere oder das untere Zeiehen zu nehmen ist, jenaehdem 

t > t  o oder t < t  o . 
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Dann erha.lt man dureh eine einfache geometrische Betraehtung die folgen- 
den beiden Gleiehungen, in denen da, ein. Element der Flaehe at bedeutet. 

F(~, 
D, 

w ) d crt 
(A) f F(., v, ,~,)d., = [ (to:..t) , .  ~, . ' a '  "Jr v'v'  4-  w'w" 

(B) D, f D, ,F(. ,  ~,, w)d,o ----- 1), " f ~,'1,'(,~, v, w)d., . (~) 
(to...t) r ~?I'U' 71- V'V' ~- ~l)'lU' 

I)araus folgt, wenn man in der ersten Formel u'F for F setzt 

(c) 1) , fD , ,F ( . ,  v, w)d,o = l )~ , f . ' f ( , , ,  ~,,, w)do,. 
(to... t) (t o,.. t) 

(1) Die Gleiehung (A) ergiebt sich fi)lgendermassen: 

Der Zuwachs yon f F ( u ,  v, w)d~o~ wenn t sich um dt iindert, 
] 

( t o . . t )  

f F(u, v, w)dw. 
(t,...,t+dt) 

ist gleich 

Da der Abstand der Tangentialebenen in entspreehenden Punkten der beiden Flitehen t 
dt 

und t-4-dt naeh dem Obigen gleieh ist~ so kann das Raumelement 
V~u'u ' + v'v' + w'w' 

auch die Form 

dat dt 
/ i /  r 

V u ~ + V'v' + w'w' 

erhalten. Mithin ist 

fF(~t, v, w)dto 
(t,...,t~-dt) 

; F(u ,  v, w)de6dt 

~ t  VIqZ'~$' ~ V'V' "-[- ~O'W' 

oder wcnn man dureh dt dividirt 

Dt f F(u, v, w)deo-----, 
(to...t) . ~/U'?t; "~ V'V' 31- W'W" 

Die Gleichung (B) ergiebt sich~ abgesehn yon der Differentiation nach t auf beiden Seiten~ 
dureh die bekannte Verwandlung eines Raumintegrals in ein Oberflitchenintegral; vergl, z. B. 
R1EMANN, Schwere, Electricitiit und Magnetismus, w I 9. 
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Nun sei it(u, v, w) eine Function, welche dieselbe Beschaffenheit hat, 
wie sie far F angenommen ist, f(u, v, w) eine andere Function die sich 
iiberall stetig i~ndert (auch in der Nahe des Punktes O) und 

F(x ,  y, z, t) = D, f ~(u, v, w)f(x + u, y + v, z + w)d,o, 
( to . . .  t)  

wo x, V, z die Coordinaten eines unbestimmten Punktes bedeuten. Dann 
hat man : 

D~I ,~ = D , f  ~ D . f ( .  + ,,, y + v, z + w)da, 

= D , f ~ D . f ( ~  + u, y + v, z + w)do, 

D i ar = D , f D , , [ r  + u, y + v, z + w)]d,o - -  , }  ~ f(x + u, ,j + v ,  z + w)do.,. 

Mithin, nach (C): 

(D) D . F  = ~): f u ' r  + u, v + v, ~ + w),to, 
( t o . .  t) 

(to... t) 

Ebenso findet man: 

D , F  = D~ f v ' r  + u, y + v, z + w)do, 
( t o . . .  t )  

j " a 

- D, ' ~  f(.~ + ,,, v + ,,, ~ + w)do, 

( t  o.. .  t )  

D,F = ~): f w , < ( x  + ,,, v + ~, ~ + w)do, 
( t  o ..~ t )  

( to . . . t )  

Acta mathematica. 6. Imprim6 19 Novembre 1984. 

z + w)do,. 

33 



258 Sophie Kowalevski. 

Daraus ergiebt sich weiter: 

DLb~= D~ f du'~.f(.r, + ,,, ...)d,o 

s (. 
- -  .D' -- 2u' "~  f@ + u, ...)do_, + D ,  , j  ~,~,, ~ + ~,/ ~l(,z + u, ...)do~ 

' J \ ~ v  

D~F= D~ fv'v'F.f(x + u, ...)doJ 

+ ~v'~)f(x  + ,,, ...),~,o + , ~ f ( ~  + u , . .  

f (O1t)' 
- -  Dy t ~  

(n) 

D~I<'= D~ fw'w'~.~.f(~ + u, ...),~,, 

~c + 2w'~  f@ + ~t . . . .  )d,o + D, ~j.~/(x + 

D~.F = DTfv'w'fc .f(x q- u, ...)dw 

f (  ' ~  +u, + D, f_? nx+ 

u, ...)do~ 

u, ...)do, 

--Dr f (,/w, 
J \" ~u 

D~xF = D~ f w'u' r . f(x + u, . . .)d~ 

,lt' ~-~-~ f(x +, , ,  . . . )~  { "  , .. + w ~ + ,,w/ + D,,.I ~ f(oc + u, .)do., 

D : , ~ =  9~ fu 'v '~. f (x  + ~, ...)d,,, 

--/9~ 7770+ ~ + v '  f (x+u,. . . )d,o+D, ~,~vf@+u,...)doJ. 
t /  l l . l  
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Bezeichnet man die Function von u, v, w, welche den zum unbe- 
stimmtcn Punkte (u, v, w) gehorigen Werth yon t giebt, mit O(u, v, w), 
so ist 

~0 ~0 ~0 
U' - -  V' W' 

also: 

Aus den Formeln (E), die beliebig fortgesetzt werdcn konnen, folgt nun, 
wcnn A, B, C, . . . .  Constantcn bedeuten 

A~:F B~'F + 6,~F ~'F ~E ~ + ~y~ ~,~ + 2 A ' ~  + 2B'~-7~ ~ + 26" ~.~t~F 

D~ f Pt(x + u, y + v, z + w)d,o - -  D~ f Qf(z + u, y + v, z + w)d~o 
(t~ .. t )  ( t  o . .  t )  

+ D, f R f ( x  + u, ~ + ~, z + w)~l,.. 
( t o . . .  t )  

Bei der Entwickelung dieser Formeln ist, ausser der in Betreff dcr 
Functionen f, C gcmachtcn Annahme, vorausgesetzt worden, dass die 
Functionen u', v', w' und deren Ableitungen, so wcit dieselben in dell 
Formeln vorkommen, in der F i c h e  a sich stetig gndern. Die Formeln 
lassen sich jedoch auch in manchen Fallen anwenden, wo die hinsichtlich 
der Functionen C, u', v', w' gemachten Annahmen in einzelnen Punkten 
nicht zutreffen. 

BUdet man ngmlich ffir verschiedene Functionen C, die mit $-~, C~, ... 
beze~chnet werden mSgen, aber far eine und dicsclbe Function f die 
Ausdrt'mke 

F, ---- D, , f r  v, w) f (x  -t- u, y -4- v, z + w)dto 
( t o . . .  t )  

F2 = D , f  r v, w)f(x + u, y + v, z + w)da, 
( t  o . . ,  t )  
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und ist T irgend ein aus partiellen Ableitungen vor, ~ ,  F u. s. w. 
nach x, y, z linear und mit constanten Coefficienten zusammengesetzter 
Ausdruck, so li~sst sich derselbe mittelst den aufgestellten Formeln in der 
Gestalt 

T =  D , f  ~l(U , v,  w)f(~x -} -u ,  y "-I- v ,  z + w)dw 
(to... t) 

+ D~fr v, ~,)f(x + u, y + v, z + ,,~)(l,o 
(to... t) 

+ 

darstellen, wo r r - ."  Ausdri;mke sind, welche aus den Functionen 
u', v', w', ~1: F~, " "  und deren Ablei tungen so zusammengesetzt werden, 
dass auch in dem Falle, wo die letzteren an einzelnen Stellen sich nicht 
stetig andern, r 0~, "-. Functionen von u, v, w sein konnen, welche 
der im Vorstehenden, hinsichtlich der Function 9,  gemachten Annahme 
entsprechen. Trifft dieses zu, so ist die angegebene Darstellung von T 
zulassig. (~) 

Diese Formeln sollen jetzt angewendet werden auf die Integration 
der Differentialgleichung 

at~ ----- A + B~y.~ + + 2A' + + 
~ x  t az  2 ~y~z  ~zax  ~ x ~ y  

ft~r den Fall, dass die reellen Coefficienten A ,  B , . . .  solche Werthe 
haben, dass die Function 

A x  2 -t- By  ~ + Cz 2 + 2A'yz -l- 2B'zx --~ 2C'xy 

bei reellen Werthen yon x,  y ,  z stets positiv bleibt und nur dann Null 
wird, wenn diese Gr0ssen sammtlich verschwinden. 

(1) Ieh muss bei dieser Gelegenheit aueh bemerken, dass ieh in diesem Sommer~ 
naehdem meine Arbeit sehon fertig war, dureh eine freundliche pers6nliehe Mittheilung 
yon Prof. KRONECKER erfahren habe~ dass er ~hnliehe Transformationsformeln fur dreifaehe 
Integrale, welehe auf die Differentiation bach einem Parameter beruhen, von welehem die 

Begrenzung des Integrales abh~ngt, bei seiueu Untersuchungen iiber das Potential~ gebraueht hat. 
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Das Resultat, in Doppelintegralen verwandelt, stiinmt ~berein mit 
dem yon CAUCHY (,Journal  de l ' E c o l e  p o l y t e c h n i q u e ,  Cah. 20, p. 
297--309) und in dem besonderen Falle, wo 

a~'f a~&v 

mit dem von PoIssoy in einer Abhandlung in M6moires  de l ' A c a d 6 m i e  
des Sc iences  gegebenen. 

Es sei in diesem Falle die Flache o. ein Ellipsoid, und die Gleichung 
desselben 

au 2 n t- by ~ + CW ~ + 2a 'wv  + 2b'wu + 2c'av ~- I .  

Dann ist 

tg"~ = au~ + bv~ -t- cw 2 -Jr- 2a 'vw 2 t- 2b'wlt -I- 2c'uv 

und daher 

,~,~ at~ , ~ o  = b'u + a'v + c w, ~,~ = au + c'v + b'w, ~9 ~ = c'a + by + a'w, ~,~ 

welche drei lineare Functionen mit U, V, W bezeichnet werden msgen, mid 

Daraus folgt, da 

~ ~'~ + w - -  = o. 

P [(A U + C' V + B "  "" ~O (C" A' ~o - -  ~ ) ~  + U + BV + W)-~ 

ist, dass man 
Gleiehungen 

+ (B'U+ A ' V +  6'W)OO] f 

P = 9 '  erhalt, wenn man a, b, etc. so wahlt, dass die 

A U +  C ' V +  B ' W =  u,  C ' U + B V + A ' W = v ,  B ' U + A ' V + C W - - - - w  

erfiillt werden. Aus denselben folgt aber, wenn man 

G = A B C  ~ A A ' A '  ~ B B ' B ' - -  CC'C'  -4- 2 A ' B ' C '  
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setzt: 

Sophie  Kowalevski .  

B C  - -  A ' A '  CA - -  B ' B '  
a - -  b - -  c - -  

G ' G ' 

A B  - -  C ' C '  

G 

B ' C ' - -  A A '  CA'  - -  B B '  A ' B '  - -  CC'  
a '  - -  b' = �9 c' - ~  , 

G ' G ' G 

N i m m t  man nun ferner 

so hat  man 

I 
= ~ ,  

D~ _ _  # _ ~  D# _ _  6 - 3  U 
D~ Du 

~_~ = _ _  # - 2  _D0 = - -  6 - 3  V 
Dv Dv 

D~ 
-v _ _  # - ~  _ _  # - 3  W" 
Dw Dw 

~u "+D~~ a 0 - 3 +  36-3 \Du] ' DvDw 

(D,S") ~ D'~, 
Dr' ~ - -  b#-3 + 36-3 Vv ' DwDu 

( D . ) '  D ' ~ _  
Dw'D'~ _ c#-3 + 36-3 ~ ' DuDv 

s  _4_ 3 6  3 DO Do'~ 
Dv Dw ' 

Db t ~# 
b'# -3 --I- 36-3 Dw Du' 

D~ D# c'#-3 + 3'9-3 Du Dv " 

Daraus folgt, mi t  Beriacksiehtigung der  Gleichung P - - - - ~  = 6 - '  

Aber  

R = - -  ( A a  "4- B b  -4- Cc  + 2 A ' a '  -4- 2 B ' b '  "4- 2 U ' c ' ) #  -3  + 3 # -8 .  

A a  q -  B b  + Cc  = I 

und somit 

A ' a '  4 -  B ' b '  "4- C'c'  = i 

R = o ,  

woraus weiter  auch Q -  o folgt. 
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Wir haben also folgendes Resultat: 
Setzt man 
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v, w ) = _ ~ / / ( B C - - / /  A'A'u~ O(u, 
G + y \  

CA - -  B'B' v2 AB - -  C'C' w ~ 
G "4- G 

B'C' --- AA' C'A' - -  BB' A'B' - -  CC'uv \ ) 
-k-2 G v w + 2  G w u + 2  G 

und 

F ~ D ~ / / f  f(z 

CO~(u, 9, w) < t2] 

+ u, y + v, z + W)dudvdw, 
O(u, v, w) 

wo die Integration ~ber alle Punkte des Raumes auszudehnen ist, ffir 
welchen O~(u, v, w ) <  t 2 ist (t o ist gleich o angenommen, was er]aubt 
ist, dn F nicht davon abhangt und das dreifache Integral einen Sinn be- 
halt, trotzdem dass for den Punkt 0 0----o ist, so wird der betrachteten 
partiellen Differentialgleichung genOgt, wenn ~b----F genommen wird. 

Nach der Form (I) ist 

= i " r + + " ' ' )  d+,  

wo da, ein Element der dutch die Gleichung 

au ~ + bv ~ + cw 2 "4- 2a'vw + :b 'wu + :c 'uv = t 2 

dargestellten F i c h e  bedeutet. Daraus folgt wei+o- 

F - - - / t f ( z  + tu,  y + tv, z + tw)da, 
d ~/U" + V" + W" 

wenn man unter da ein Element der Flttehe 

au ~ ~- by ~ Jr- cw" + 2a'vw + 20'wu + 2c'uv = I 
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versteht, unter u, v, w die Coordinaten eines zugeh5rigen Punktes, und 
die Integration aber  die ganze Flache ausdehnt. 

Das Vorstehende gilt zun~chst unter der Voraussetzung, dass t positiv 
ist. Es ist aber, far  einen positiven Werth yon t 

f f f  f(z + u, . . . )dudvdw 
~(~, v, w) 

[,y2(u, v, ~c) < t -~1 
,. v'U 2 + V ~ + 1~ 'g 

() 

Der Ausdruck auf der rechten Seite hat nun auch eine Bedeutung ft'lr 
negative Werthe von t, bleibt jedoch, wenn - - t  far t gesetzt wird,, un- 
verandert, denn 

f (/ ) f(z +':u,  y +':v, z + rw) d a ":d': 

0 

f ( z - - r u ,  y - - r , ,  z - -  
= , ; V :  + v , +  ~'~ ~-e~-. 

0 

Fi'lr jede Fl'aehe # aber, welche die Beschaffenheit hat, dass sie yon einer 
durch O gehenden Geraden, in zweien, "gleichweit von O abliegenden 
Punkten geschnitten wird, ist bei einer beliebigen Function f(u, v, w) 

f f(,<,, v, ,~)d~ = f f ( - -  ,,, - -  v, - -  ,,,)(t,. 

Es ist also das dreifache Integral, von dem F die Ablei tung nach t ist, 
eine grade Function von t, F selbst also eine ungrade. Wenn aber die 
gegebene Differentialgleichung, unter der Voraussetzung dass r eine un- 
grade, oder grade Function yon t ist, far alle positiven Werthe dieser 
Grosse besteht, so ist sie auch ft~r alle negativen gtHtig. 

Ffir t - -  o wird F ~ o,  und 

/'i a. ~-T = f@' "~/' z) v '  + v '  + ~" 
1.1 
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Es ist aber  

2(;5 

1 

) dO" dudvdw __, ,l# : ' d r  ---: I ''~ 

j j j  ;~(T,: U, ;v:) . ~( "~ + V ~ + )i "~ - ,  ~ + W + U'" '  
(,'1~ < 1) 

O 

Mithin, wenn man 

setzt, und 

~ t ' ]  dudv,lw 
3(v  v. w) it. , 

(/#~< 1) 

- - &  

fiFr(.,: + , , ,  :, + ,,, + ,,,:;' r  ~ 19, dltdrdw , 
2<o , l  l !  ,~ ( ,, , v . ~,";, 

I I  I 

so ist r eine Function,  die der vorgelegten Different ia lgle ichung genrlgt 

und zu gleicher Zeit fi~r t = o die Bed ingungen  erfCdlt: 

~r z).  r = o ,  ~t - f ( < '  "/' 

Daraus  folgt  sofort, dass man  die a l lgemeine  Losung erhiilt, wenn )nan 

eine zweite wil lkrlr l iche Funct ion  F(.r ,  y, z) annimmt ,  und 

" ~  I D '  [ i /<ii l  {"|Fv)~ 

4' ,jjj 
( / / e <  1) 

+ ~, ?1 + v, z + w) d u d v d w  
,7(,,. ,'. ~,J) 

x " /(,c 
+ 7777<;, D , ~ y  

(O~<1) 

+ u ,  ? / +  v, z + W) d u d v d w  
# ( u .  v.  w) 

setzt. Denn dann wird frw t = o 

r = F ( x ,  y ,  4 ~r - -  f(.<, .,/, z). 
' Ot 

Fiihrt  man 'm die Stclle yon u, v, w d, rei andere  Ver~nderlich( '  p ,  q, r ein: 

p = au -l- I% -I- i'u" 

q = ~'u -l- f i 'v -I -  / w  

�9 r - -  ~"u -I- i~"v J r - / ' w ,  
..Iota maChemalica,  (;, I m p r i m 6  I Dficembre 1~84. 34 
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so ksnnen  die Constanten ~t, fl, etc. so be s t immt  werden,  dass 

u " - + v  ~ + . ' ~  in p ~ + q ~ + ~ ' ~  

und 

au ~- Jr- by ~" -+- rw ~ + 2a':w -~- 2b"wu + 2c'uv 

fibergeht,  wo g, h, k positive Constanten sind. 

dudvdw 
flU" ;0(.,--2~-;.i zu setzen 

gl F" + hq ~ + kr '~ 

und die Integrat ion ers t reckt  sieh nber  alle W e r t h e  yon p ,  q, r fi'w welehe  

ist. 

.ql ~ + bq 2 + kr  ~ < t ~ 

Diese erhi~lt man,  wenn man 

1) = x.q. reos) , ,  q = ~h. r s i n~eos / t ,  

setzt, und 

# 

beilegt.  Dann muss 

~)dqdr 

gp'~ + h,t ~ + kr'-' 

in gp: + bq ~ + l:r" 

Dann hat  man 

dpdqdr 

r = ~k-.  z - s i n ) , s i n / ~  

: alle Wer the  von o bis t 

2 alle W e r t h e  von o bis 

alle Wer the  von o bis 2~ 

r ~ sin ),drd),d/l 

ghk 
ersetzt werden  durch  

Darnach hat  man, wenn X(u ,  v, w) 
I 

wobei zu bemerken ,  dass ghk : - ~ j  ist. 

eine bel iebige Funct ion yon u, v, w ist. 

t ~ 2~ 

=.f f f ,  x(-.,, =.',1: 
0 0 0 
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~lber die Brcchung des Lich/es in cristallinisehcn Mittcln. 

u t = %/g cos ), q- fl~ h sin 2 cos/ ,  -Jr- t'~ k sin ). s in/ ,  

v, = a'~/gcos), + fl'~ h sin ), cos /, -4- r'~ k sin ), sin l, 

w 1 = a"~/g cos ), q-- [r sin 2 cos/ ,  -4- r"~k sin ,l s in/ , .  
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Setzt  man  X(u ,  v, w) = i ,  so k o m m t  

t 7:, 2~ 

co = va.f f f ?sinadrd,~@ 
o 0 0 

G. 

W i r  h a b e n  also das Resu l t a t :  
Es seien F ( x ,  y,  z), f ( , ,  y ,  z) zwei wi l lk fwl i ch  a n g e n o m m e n e  Func-  

t ionen  yon  x,  y ,  z 

G = A B C -  A A ' A '  - -  B B ' B '  - -  CC'C' + 2A'B'C'  

O(U, V, W) = r ( B C -  G U~ .4_ CA --G B'~'V'a .jr_ AB --G C'C'w= 

B'C'-- AA' CA' --  BB' A'B' --  cC'uv ) 
-Jf- :2 G V W  "4- 2 (,~ ~,~'gl "-~ 2 

F ( x ,  y ,  z, t ) = j / i ~ / ; ' ( z + u ' O ( u , y + v ' z + v ~  w) W)dadvdw 

C,'~(u, v, w) < t~]  

Dann ist 

f(x,  y ,  z, t) = j j j '  ! '(* 

[?Ru, ~, w) < t  21 

+ u, y + v, z + W)dudvdw. 
O(u, v, w) 

I (a'F(z, y, z t) Of(z, y, z, t)) 
r  4.,'G \ 'a~' ' "-~ at 
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cine Func t ion  yon :r, !/, z, t, welche (let" Dif fcrcnt ia lg le ichung 

~4' ~4' ~4' ' ~4' .4' ~c',, B'-~"" ~ r  ~t., : A  + B + + 2  + 2  + 2C' 

genC~gt und  zugleich so beschaffen ist, dass few t ~ o 

r = 1,'(.,., :,/, z) ,  

wird. 

Dabei  massen  aber  

7 i  = f(:" '  .'/' -) 

A ,  A B - -  C'O', d 

allc drei  positiv sein. 

Ha t  m a n  na lnent l ich  die Gle ichung  

~t~- = ~,,-~ ~ + ~.~) ,  

1 
O(u, c, w) = --,~u ~ + v' + ,?  

so ist ~ , j  = a ~ 

, ~ f f l J "  I"(,~: +_ ~2: Y + v, z + w)&tdvdw 1, (x, !/, z, t) --: a', 0," + v' + ~J~ 
(u~ + v ~ + w" < u T t  "~) 

__~ " t) L ; (  /("~ ~ / @ ,  y, z, = 

(u  ~ + v2. -}- re'-' ~ .  a~*t z) 

+ ~. y + v. z + W) dudvdw.  
a~(~ " + v" + w'O 

Hat  die Gle ichung  die F o r m  

so ist vG-- - -abc  

~ r  - -  a 2~'r 4- b ~ - s  + c ~ r  ~t 2 3~2 ~y2 ~z 2 

~ 2  ,~r V ~ ,tO~ 
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4abcT:r = a"/,'(z,~t ~y' z, t) + ~f(~' Y'at z, t) 

y, z, t ) =  f f f F ( x  + u, y + ~, z + w)dudvdw 

JJJ 

y, t ) =  f f f  f(x + u, y + v, z + w) V/(u,.~_{_p+_~v ~ w') dudvdw 

( ~ + p + - j  <- t ~ . 

Die Integration des folgenden Systemes partieller Differentialglei- 
chungep (in denen a, b positive Constanten, t, x, y, z unbeschri~nkt 
Veri~nderliche reelle Grsssen und ~, 7], ( z u  bestimmende Functionen 
derselben bedeuten): 

(F) 

l D ~ -  a~(D2z + D"y + D:~)]$- (b ~ -  a2)D~(D.~ + Dyr/ -4- D ~  = o 

[D~--a~(D~ -+- D~ + D~)]72---(b ~ 2 - -  a )Dy(D~.. -{- D,~ + D~r = o 

lasst sich zuri~ckfilhren auf die Integration der Differentialgleichung 

( D ~ - - D ~ - - D ~ - - D ~ ) f = o .  

Zun~chst ergiebt sich aus den Regeln, nach denen man die Integra- 
tion eines solchen Systems partieller Differentialgleichungen auf die einer 
einzigen mit einer unbekannten Function reducirt, dass man setzen kann: 

= [ D ~ -  b2(D~ -31- D~ .-~ D~,)]r .9[.. (b ~ __  a2)D~:(Dx~l + Dyr + D,~8 ) 

(G) 7 /= [D~,--b~(D~ + D] + D])]~,~ + (b~--a2)Dy(D=r + D ,~  + D,~8 ) 

-= [D~ - -  b2(D] + D~ + D])]r 8 + (b ~ - -  a ~) D~(D.~ + Dy~, + D ,~ )  



270 Sophie Kowalevski. 

in dcnen ~1, f~, f~ drei Functionen von t, x, y, z bedeuten, yon denen 
jcde die folgende Differentialgleichung befriedigt, in der zur Abki;lrzung 

gesetzt ist 

A " ~ ~ D ~  = D, + D,~ + , 

Nun bedeute f(t ,  x, y, z) oder kt'trzer f ( t )  eine Function von t, x ,  y ,  z, 
welche der Gleichung 

(D ~, - -  A ) f ( t )  = o 

gen(lgt, und in Beziehung auf t ungrade ist. Ferner sei r  x ,  y ,  z) 
oder r  eine in Beziehung auf t ebenfalls ungrade Function, welchc 
die Gleichung 

befriedigt. 
Dann hat man 

oder 

D~r = f ( t )  

( D ~ -  A ) D ~ r  = o 

D~[ (D~- -  A)r ----- o 

woraus, mit Beriicksichtigung des Umstandes, dass (D~--A)~b( t )e ine  
ungrade Function von t ist, 

(Dy--  A)r  = r 

folgt, wo r bloss von x ,  y ,  z abh~ngt. 
Setzt man in dieser Gleichung at ftir t, so ergiebt sich 

oder 

D~ ~b ( at ) - A ~b ( at ) = ~b o at,  a 2 

(D~, - -  a ~ ) ~ l , ( a t )  = a' t .~b o 
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und ebenso 
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Daher 

( D ~ - -  b ~ A ) r  = b3 t . r  

(D~ - -  a2A  )(D~ - b ~ A ) r  = - - ' a 2 b  "~ . t .  A d, o 

(D~ - -  ~ '  t ,  )(D', - b ~ a  ) r  b t )  = - -  ~~bt  . ar 

' /) ( D ~ - -  a : A ) ( D y - -  b~A at) - - ~  r  = o. 

Setzt man daher 

so ergiebt sich 

(U) 

~ r --  ~ r 
~ a ~ __  b ~ 

und zugleich hat man ffir t = o 

(a'~r at) -- b2r 
f = o, D,9~ = o, D~ 9 = o,  D~ = a ~ b" = ~3"'(0) = f ' (o ) ,  

- -  ; t = O  

so dass, wenn man f ( t ,  x ,  y ,  z) so bestimmt, dass ffir t ~ o 

(i) D , f ( t ,  x ,  y ,  z)---- F ( x ,  y ,  z) 

wird, 9 dasjenige Integral dee Gleichung (D) ist, welches fi'w t - - - -o  dee 
Bedingung genOgt 

- -  o, 1),~ = o, I g f  = o, D~,f = F ( z ,  y ,  z). 

Dabei ist 9 eine ungrade Function von t 
Bestimmt man nun 3 solehe Funetionen f~(t, :r, y ,  z), f~(t, ~ ,  y ,  z), 

f3(t, x ,  . y ,  z), welche for f gesetzt dee Gleichung ( I ) g e n f i g e n  und be- 
zeichnet mit 9~, ,r V~ dic Functionen, welche aus diesen so abgeleitet 
sind, wie bier r aus f, und substituirt diese in die Gleichungen (G), so 
erhalt man file ~, re, ~" Ausdri~cke, welche den Gleichungen (F)genf igen,  
und zwar so, d'~ss for t = o 



272 Sophie Kow~,levski. 

~ = o ,  D,~ = f;(o, x, y, z), 

~ = o ,  D,~ = f~'(o, x,  v ,  z), 

~'=  o ,  D,~" = f.'(o, z ,  y ,  z). 

Dabei ist zu bemerken, dass well 

a r  ' ~ D , r 1 6 2  t = f ( ~ t ) -  a r  

ist, man 

b ~ A ~ , (  a t )  = b2 f (  a t )  - -  ab'~b o . t 

( D ~ , - - b ~ A ) r  = a b 2 r  + ( a ~ - - b ~ ) f ( a t )  

hat, und daher 

(a 2 - -  b~) f ( a t )  + b~r . t - -  b~r t 

~ r  b r 
a 2 m b 2 

a~ __ b~ a t  . 

Mithin kann man die Gleichungen (6~) auch schreiben 

1 , - - '  

+ "L-d ~b: (a t )  r " 
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Es ist ferner 
t 

r  --- f(t-- r)f~(r)(~r + r t 
0 

t 

r = f (t-- :)f,(:)~: + r 
0 

und daher 

t 

0 

at bt 

- '  

(L �9 t2  
0 0 

t 

- - f ( t -  ~)[.f~(.t)- bfl(bt)]dr 
0 

etc. 
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Zur Integration dcr Gleichung 

( D ~ - -  a ' A  )(D~ - -  b'  A ) f  ---- o 

kann man auch folgendermassen gelangen. 
Es sei 

9(t, ~) 

eine Function yon t ,  welehe der Gleiehung 

(D, ~ - -  a 'A)f , ( t ,  a) = o 

genagt, und den Bedingungen, dass for t ~---o 

~(t, ~ ) = o ,  D,r ~ ) =  a(x, u, ~), 

wo G eine willktlrliche Function yon x, y,  z ist. 
Ebenso sei ~,(t, b) definirt dutch die Gleichung 

(D~--b'a)r b ) = o  
a e t a  mathematica.  6. I m p r i m ~  29 N o v e m b r e  1884. 35 
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und die 

Dann sind 

setzen, so 

Sophie Kowalevski. 

Bedingung, dass ffir t ~ o 

F(t,  b)~--~o, D,~(t, b)--~e(x, y, z). 

~(t,  a), ~(t,  b) beide ungrade Functionen yon 

r ~)--r a) 

genagt  9(t)  der Gleiehung 

(D, ~ - -  a ' A ) D y -  b',',,) ~- = o ,  

und man hat  ftir t ~ o  

F(t)----o, D , F ( t ) = o ,  

Aber 

und daher 

und ebenso 

also 

Bestimmt man daher 

so ist 
welche 

sein 

gesetzt 

t. Wenn wit  

D~c( t )=o ,  D ~ ( t )  = D~,~(t, a ) -  D~v(t, b). 

D~9~(t , a)=a'AD,9~(t , a) 

[D~F(t, a ) ] , : o  = a2AG 

[D~9~(t, b)],=o=b~AG 

[D~  (t)],oo = (b' - -  . ' ) a a .  

g so, dass 

(b2 - -  a ' ) A e =  f(x, y, z), 

g(t)  diejenige, der betrachteten Gleichung 
die Bedingungen, dass ftir t---~ o 

9~(t)-~o, D,9~(t)----o, D~F(t)----o, 

soll, erfi:dlt. 
Nun aber hat  man, wenn 

h~F(t , a)~--~9"(t , a), 

wird, auch 

( D , ~ -  .Ux)r ~ ) = o ,  

gent~gende Function, 

D;7 (t) = f 

D~w(t, b)----9r , b) 

(D, '---/ , ' / ' , )r  b ) = o  



0"ber die Brechung des Lichtes in cristallinischen Mitteln. 

und for t ~ o 

V ' ( t ,  ~) = o,  
a 2 

D,f"( t ,  a) ---- a~AG - -  b" - -  a ~ f  
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V'(t, b) = o, 
b2 

D,~"(t, b ) = b ~ A G = b ,  a, f. 

Es ist also 

diejenige der Gleichung 

b 2 _ ci, ~ 

a "  " 9 ~ " ( t '  a) 

(D~ - -  a : A ) F  = o 

geni~gende Function, die die Bedingung erft'filt, dass fflr t-----o 

sei. Also 

und ebenso 

Daraus folgt 

F ~  o, D , F =  f 

b ~ _ _  a. ~ ~,, ~"(t, . ) =  )/(at) 

b" ~"(t, b) = ~ f(bt). 

CI, 
9~( t, a ) - -  b, - a ~  f f f (at)dtdt  "4- tG 

o 0 

f f f(u)dt,lt + ta. r  b) = b , _  ,, ,  
o o 

Ist nun r  eine Function von t deren zweite Ableitung f ( t)  ist und die 
fur t = o verschwindet, so hat man 

D ~, ~, ( at ) = a ~f(at)  

W 0 

a f f f ( ~t)dtdt 
0 

I = a~b(at ) - - t~b ' (o) ,  

~'(o) = [D , r  
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Also 

und 

Sophie Kowalevski. 

I 
z(t ,  ~ ' )=  a ( b ~ - - ~ i r  + t [ a  

! 
~ , _  ~, r 

1 [ b e (  I )]  ~ ( t ) -  b~ - ,~ bt) - -  ~-r . 

Die vorstehenden Formeln geben die allgemeinen Integrale der 
Glcichungen (I) ft'lr den Fall dass $, y], ~" for t = o  verschwinden, 
also jedenfalls auch, wenn $, 7, ~ ungrade Functionen yon t sein sollen. 
Nimmt man nun drei Ausdri~cke yon derselben Form, in denen abet 
/~, f2, f~ durch drei andere Functionen vertreten sind, bildet von diesen 
die Ableitungen nach t und ft~gt diese bezt~glich zu ~:, 7], r hinzu, so hat 
man die allgemeinen Ausdri'~cke dieser Gr5ssen. 

Es ergiebt sich also folgendes Resultat: Man bestimme 6 Functionen 

f~(t, x, y, ~), f~(t, x, y, ~), 

F~(t, x, y, ~), ~ ( t ,  ~, y, ~), 

welche f(:r f gesetzt, der Gleichung 

f~(t, x, y, ~), 

F~(t, x, y, ~), 

gcni'tgcn, und i;Lbcrdies allc fi'lr t =  o verschwinden, fcrner seien 

r x, y, z), 

§ x, y, ~), 

r x, y, z), 

r x, y, ~), r x, y, ~,) 

dicjenigen 6 Functioncn, deren zwcite Ablcitungen nach t beziehlich 

f , , f 2 ,  f, 
T 
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sind, und welche ebenfalls for t = o sammtlich verschwinden. Setzt man 
dann 

r  X, y ,  Z ) =  Dz~Jl(t , x ,  y, z) + Dyr x, y, z) Jr- D.~b3(t, x, y, z) 

~l"(t, x, y, z ) =  D~ r x, y, z) -b D, r x, y, z) A- D~ r x, y, z), 

dann sind 

I 
$ af~(at) A- ~D,F~(at) A- D~ 

D, F2(at ) -{- n~ r  r b - - a  = f~(at)+ h 

I I 
a f~(at) q- aDt_b;(at) -k D~ 

die  allgemeinen Integrale der Gleichungen (I). 
Hieraus erhMt man ferner mit einiger Anderung der Bezcichuungen 

die Integr'~le der folgendcn Differentialgleichungen, in denen 

und / ' ,  Q, 'R gegebene Functionen yon t, x, y, z bedeuten: 

( D ~ - - a ' A ) $ - - ( 1 , ~  a')D~t9 = P(t, x, y, z) 

(D ~, - -  a ' A ) r  i - -  ( b " - -  a2)D,t) ---- q(t ,  x,  y ,  Z 0 

( n : - - a ~ A ) C - - ( b ~ - - a ~ ) D , a =  R(t, x, y, z). 

Man bestimme sechs Functionen 

-El(t), F2(t), F3(~) 

F;(t), F;(t), 
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yon t und x, y, z, we|che fQr f gesetzt der Gleichung 

(D, ~ - -  a ) F  = o 

gentigen und tiberdies far t--= o sammtlich verschwinden. 
Ferner seien 

~,(t), ~ ( t ) ,  ~ ( t )  

~;(t ) ,  ~;(t) ,  ~;( t )  

Functionen, deren zweite Ableitungen nach t den obigen 6 Functionen 
respective gleich sind und die ebenfalls ftir t = o  alle Null werden. 
Endlich seien 

F;'(t, ~), F;'(t, .~), ~;'(t, ~) 

wo r eine unbestimmte Grssse bedeutet - -  drei Functionen, welche 
ebenfalls der Gleichung 

(z)~ - -  a ) F =  o 

gent]gen und tiberdies so bestimmt sind, dass ftir t ~  o 

= o ,  ~ ; "  = o ,  . F ; '  = o 

D,F.~'~-Q(r, x, y, z), D , F ; ' = R ( r ,  x, y, z). 

~ P 

D,F~" = P(r ,  x, y, z), 

Bezeichnet man dann mit 

~','(t, ~), ~;' (t, ~), ~.;'(t, ~) 

Functionen, deren zweite Ableitungen nach t 

F ; ' ,  F ; ' ,  F ; '  

sind, und welche fi~r t = o  ebenfalls versehwinden und-setzt: 

~'(t) = D~F;(t ) 4- D,F;(t) "4- D,~;(t) 
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9,"(t, r) ~--- D ~ ; '  (t, r ) +  Dyg,;' (t, r) + D,9,;' (t, r) 
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1~ ' ' )1 ' ' 
t, 

f (' ' )1 + i~,l~-F"(at--ar, r) 4- D. -b~"(bt--br, r)---r r) dt 
0 

t 

;1~ ( )1 x i f , , ( a / ~ a r ,  r) dt -t- 1;'~'(at ~ av, r) + D, ~ ~" (bt ~ br, r) ~ a 
t :  

0 

C D, F3(at)-F D, ~(b t ) - -X~, (a t  ) "F aF;(at)-F D , ( ~ ~  
t 

+ .(1:~;'(~'-~ ,~, ~,(;~,,(~,_~,, ,~--'~"(a,--a,,o "~) I '  
0 

Um aus diesen Formeln die Ausdrticke far  D~, D~, 19,~ zu erhalten, 
hat man in den Formeln, welche die Functionen F", ~" enthalten, unter 
dem Integralzeichen nach t zu differenziren. 

Bezeichnet man daher die Functionen, in welche 

D, Ff(t), D,F~(t), D, Fs(t); 

ft~r t ~ o libergehen, niit 

f~(x, y, 4, f,(~, y, 4, f.(x, y, ~); 

so hat man ftir t ~ o  

D,F,(t), D,F;(t), D,F;(t) 

f;(~, y, z), f;(x, y, ,) ,  f;(~, y, z), 

Dabei 
werden.)) 

r  f,(x, u, ,), ~ - - 5 ( x ,  y, z), r  f~(x, y, z) 

1),$=~(x,  y, ~), D,~=f;(x,  y, z), D,r U, ~). 
kSnnen bei der Best immung der F die f willkilrlich angenommen 
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Um die in den vorgehenden Bli~ttern auseinandergesetzte Methode 
von Herrn WEI~:nSTRASS in dem vorliegenden Falle anwenden zu l~r)nnen, 
setze ich 

8 = D ,  f~ , , (u ,  v,  w) f (x  + u, y + v, z + w)do) 

(3) ~'-=D, f ~,,(u, v, w) f (x  -t- u, y -{- v, z "-I- w)doJ 

r  D, f~3(, , ,  ~, w)f(~ + ,,, y + ~,, ~ + w)d,o, 

wo: die Integration auf der reehten Seite auf alle Punkte des Raumes 
erstreekt wird, weleher yon einer gewissen geschlossenen Flaehe, deren 
Gleichung ~9(u, v, w ) =  t ist, begrenzt wird. Ieh werde nun suehen die 
vier Funetionen ~9(u, v, w), f~(u, v, w), ~,(u, v, w), f~(u, v, w) so zu 
bestimmen, class die Differentialgleiehungen (~) dureh diese Werthe yon 
~, r2, ~" befriedigt werden, indem wir f (x  -t- u, y -t- v, z "Jr" w) ganz 
beliebig lassen. 

Indem ieh die beiden Transformationsformeln (A) und (g)anwende, 
bilde ieh zuerst die Ausdraeke 

Ich finde 

D~, f(x + u, y + v, z + w)doJ 

- -  D ,  . }  \ ~v ~ /  f@ + u, y + v ,  z + w)d~o 

~z ' f (  ") ~y-----1), ~, ~--~. , ,  ~ f(~ + u, y + v, z + w)do) 

, ]  \ ~w ~v/ f (x  + u, y + v,  z + w)do~ 

~x 
~ -  b~ 
~z 

- -  D ,  

~'3~'-'-q' l~ f@ + u, y + v, z + w)doo 

~,~ ~ . f @  + u, y + v, Z + w)do.,. 
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Die zweiten Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichungen verschwin- 
den, wenn ich setze 

(4 )  ~0 ~ = o ,  ~,~ ~ ,  = o ,  ~ ,  - - - ~  - -  o .  

Diese Gleichungen werden erffillt far 

wo 9~ eine beliebige Function von u, v, w ist, welche spater bestimmt 
werden soll. 

]ch setze n u n  f e r n e r  

( s )  

r  v,  w)----- 

r  v,  w) 

r v, w ) =  

Ov Ow ~w Ov 

Ow Ou Ou Ow 

0u ~v 0v Ou 

~i ---- D~,f r u,  v, w)f(x + u, y + v, z + w)doJ 

,~, = Dy f 4,~(u, v, w)f(x + u, y + v , . z  + w)da, 

= ,,, w)f(x + u, y + v, z + w)deo. 

Dann ergiebt sich aus den Differentialgleichungen (i) 

~'e  = c ~ ~ ,  _ b~ ~_a, ~t t ay az 

a ' . _ ~  b,  aT/, a ,  ~_~$~. 

Acta mathen~atr162 6. I m p r i m $ 1  D~eembre 1884. 36 
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Indem ich die Ausdrt~cke 

c~O~ b~V~h a,O$~ c ~ a~ b~a~__t__ a~a$~ a-~-- a~' 2--;-- ~ '  a~ a~ 

in derselben Weise wie die von $, ~, ~" mit Ht~lfe der WEIERSTRASS'schell 
Transformationsformeln umforme, finde ich: 

r  

a 2~$' - -  c'  ~-' --~- l)Ztt a ' r  ~ - -  c ' r  a ,q  f ( x  + u ,  y + v ,  z + w ) d . ,  
~z Ox ,J 

q t  

- -  D~ [ (a" OC'~ - -  c'  Or ~ f (x Jr u, y 4- v,  z + w) dto 
�9 ~ ow au / 

az - - a  ~y ----D~ b'~I,, ~u- -a '~ l , ,  ~v f ( x  -[- u, y "4- v, z 4- w)dto 

- - ~ ' ~ )  r(, + u, ~ + ,,,, + w)d<~. 

Die Gleichungen (i) werden, bei beliebig genommenen f (x  + u,  y + v, z 4- iv), 
befriedigt sein, wenn ich setze 

~ ,  ~ .  --- o (7) a~r ~ ~ _ _  _ _  ~ - ~ - -  c ' r  ~ = r 

b ~ r  a - -  = o b~r --~, - -  a~r ~ = ~,,. 
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Die Gleichungen (6) werden befriedigt, wenn ich setze 

a~- 
--I 0~b I 0r Ca 7 ~-~ 

283 

Die Gleichungen (5) und (7) werden dadurch zurt~ckgefrthrt auf die 
folgcnden zwei Gruppen yon Gleichungen: 

av ;~w a w a v  a ~ au av aw a w a v  au 

(8)  a,,, a~ a,, a,,, = b ~ a,, a~  a%' a,, a , , , -  a% 

au. av ~v- au c ~ ~w ~u 9v ~v ~u ~ w '  

welchen die 3 zu bestimmenden Functionen ~, r 0 geniigen mtissen. 
Aus diesen Gleichungen ist es leicht, eine so]che abzuleiten, in welcher 
die Function #(u, v, w) allein vorkommt. In der That, wenn man in 

a~' a~ a~ ihre Werthe aus die crste Gruppe der Gleichungen (8) liar ~ ,  ~ ,  -~ 

der zweiten Gruppe einsetzt, so findet man, wenn man zur Abktirzung 

0~ - :  au' ~ O~ ~ ~,a~ 0~ --= awaO setzt, die folgenden drei Gleichungen 

i__0~__0 ap +020aaw 

aP (~ )ar  o. 

Das sind lineare Gleichungen in ar ar ar damit dieselben be- a-~, ~ ,  ~ ,  

friedigt werden k6nnen, muss die Determinante 

D = 

I 

I 0~ ~ 0208 
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verschwinden. Wenn man dieselbe ausrechnet, und zur Abktirzung 

/aa\  /aa,,, (aa) = 
+ + 

\au/ + av "+ a~b'* aw 

G = (b'+c)k~uu) + (c' + a "~)\av/ + (a'-F b)(~ww) 

setzt, kommt man auf die folgende Differentialgleiehung, welcher 0 ge- 
ntigen muss: 

(9) I - - G + H F = o .  

Aber ein Integral yon dieser Differentialgleichung kennen wir. Be- 
zeichnet man mit 2 den Parameter einer Wellenflache, d. h. diejenige 
Function von u, v, w, welche durch die Gleichung (2 a) bestimmt wird, 
wenn man in derselben u, v, w an Stelle yon x, y, z schreibt, so wird 

der Differentialgleichung (9) gen(~gen (siehe LAM~: Lemons sur l'dlasticitd, 
p. 3Ol) d. h. die Integrale, welche die Werthe yon $, 7], ~" angeben, 
sollen auf alle Punkte des Raumes erstreckt werden, welcher durch eine 
Wellenflache mit dem Parameter 2 ~ - t  begrenzt ist. 

Dieses Resultat war fibrigens leicht vorauszusehen in Folge der phy- 
sikalischen Bedeutung der Wellenflache. 

In der Abhandlung von WEIERSTRASS ist vonder  Flache t~(u, v, w)=  t 
vorausgesetzt, dass sie die Eigenschaft hat, von jeder aus dem Nullpunkte 
ausgehenden graden Linie nur.einmal getroffen zu werden. Fiir die Wellen- 
flache ist diese Bedingung offenbar nicht erflillt, denn jede Grade schneidet 
einmal die inhere, einmal die aussere Schaale. Deshalb ist es nothwendig 
die beiden Schaalen von einander zu trennen, und unsere Integrale auf 
diejenigen Punkte des Raumes zu erstrecken, welcher yon einer derselben 
z. B. der ausseren begrenzt wird. 

Diese Trennung kann erzielt werden durch Einfiihrung yon neuen 
Coordinaten, welche uns das Mittel geben werden jede Schaale fiir sich 
darzustellen. 
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Diejenigen Coordinaten, welche fiir unseren Zweck am gceignetcsten 

erscheinen, sind wohl  diejenigen, welche yon H. W~nv.a (BoI~CHam)T'S 

J o u r n a l ,  Bd. 84, p. 353 f.) eingefrthrt sind. 
Die reellen Constanten a, b, c seien nach ihrem absoluten Betrage 

geordnet  a ~ > b ~ > c~; u~, u~ bedeuten zwei neue Veranderl iche,  und  

snu~, cnu l ,  dnu~ die ellipfischen Funct ionen v o n  JAcoBL welche dem 

Modul k ~ a'~-- b~ - -  - -  - -  = a ~ _  e------~; snu  2, cnu2, d n u  2 aber diejenigen welche dem Modul 

#2 _ b' . ~ - - c  ~ entsprechen. Unter  der fa r  a ~, b ~, c ~ gemaehten  Voraus- 

setzung ist sowohl k 2 wie #~ reell~ positiv und < i. Setzt man  dann 

(lo) 

u = 2b sn u I "dn u~ 

v = ~ a e n u 1  cnu~ 

w ---- ha dnu~ sn u2, 

so i iberzeugt man  sich leicht, dass der  Punk t ,  dessen Coordinaten u ,  v ,  w 

sind, der Wellenflache mi t  dem Paramete r  ~ angehoren wird. Setzt man  

ferner  
1 1 
/~  flP _-./ =, .  ( i  - -  u ; ) ( t  - -  k*ufi" L r  - -  ~ ) ( I  - - ~ ' q ~ )  ' 

o o 

so wird man  die ganze aussere Sehaale dieser Wellenflaene und  zwar 

jeden P u n k t  derselben n u t  einmal  erhalten,  wenn man  u I *alle reellen 

Werthe  ~wischen - -  K und  /{ und  u, alle reell~n Wer the  zwischen - -  2L  

und  + 2L  durch laufen  l~sst. Ebenso, wenn man  

und 

1 

K1 ~ ,  (I - -  u*)(I - -  k~u') 
o 

u 1 "= K - -  i u ; ,  u~ = L - -  iu; 

setzt, so erhi~lt man  alle die Punk te  der inneren Sehaale indem man  u; 

alle reellen Werthe  zwischen - - K  1 und -]- KI und u'2 alle reellen Werthe  
z w i s c h e n -  2La und  + 2L~ durchlaufen  lasst. 
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Um alle diejenigen Punkte des Raumes zu erhalten, welche, sei kS 
v o n d e r  ii, usseren, ski es von der inneren Schaale der-Wellenfli~che mit 
dem Parameter it----t begrenzt sind, braucht man also nur in den obigen 
Formeln it zwischen o und dem bestimmten Werthe i t - - t ,  u~ und u~. 
aber zwisehen den oben festgestellten Grenzen zu variiren. 

Diese Coordinaten gkben uns also das Mittel die verlangte Trennung 
der beiden Schaalen wirklich auszufahren. Abet darin besteht ihr ganzer 
Nutzen noch nicht. Wir werden sehen, dass auch die Integration der 
beiden Gruppen der Differentialgleichungen ( 8 ) m i t  deren Hiilfk leikht 
zu erreichen ist. 

Zu diesem, Zwecke wollen wit diese Gleichungen mit Htilfe der neuen 
Coordinaten transformiren. Wenn man 

_/1 au~ 02 0u t 02 211 a ~  02 0u 2 0,t 
0v 0w 0w O r '  - -  0v 0w 0w 0v 

.B --0% o~ ou, o2 B1 _ _  0u,  02 0u~ 3 2  
0w 0u 0u 0w ~ Ow 0u 0u 0w 

C 0u~ 02 0u~,02 ~u~ ~2 0u 2 02 
: 0U 0V 013 0't t . '  C1 - -  0u  Ou 0v a u  

setzt, so sind die transformirten Gleikhungen 

A~162176162 ~f ~u~ Ou~ Ou ~ 

(I I) B o r  + B1 o___0 __-- o ~  
0Zt I 0~t~ ~ "~ ~ 

c ~ + c~ 0r 0~ 

A ~ + A ~ ~  I 0r 
0% ~s 0u 

B ~  + B~ 09' ._ I 0~ 
0u s b ~ 0v 

of 0 9 ,  x o4' C + c, 0._ ~' ow. 

Aber die Grossen A,  B, C, Ax, B~I, C 1 geniagen, wie man unmittelbar 
aus deren Definition .sieht, den folgenden Gleichungen: 

o~ a), C 0), 0 
0,( 02 02 

Ou I Ou, cOUl 0 
a% a% 0% __ A A~ ~ + B, 3-; + C', aw 

A a% B ~u, C vu" - -  A 
0 ~  s 0 ~  2 O~t t 

A l -~  + B~ --~ -t- C~ a-w = o, 



[Jber die Brechung des Lichtes in eristallinischen Mittcln. 287 

wenn man mit A die Functional-Determinante von u~, u~, ~t in Beziehung 
auf u, v, w bezeichnet, also 

l)a nun 

A = 

O~t t O~. t ~tt t 
~-~, ~-~, 

OU~. O t*z 0U 2 
~ '  o-V' 

02 02 02 

09__ Of ~u t Of Ou 2 O~ 02 
Ou Ott~ Ott + Ou~ Ou + 0), Ou 

0~__09 Ou a 09 Ou~ 09 O), 
Ov Ou~ Ov + Ou~ Ov + OA Ov 

ist, so ist 

0~__ Of 0u 09 0u~ 0902 
Ow 0u~ 0w -~ 0tt~ 0w + 0), 0w 

o~ o 9 o 9 , A + B ~  + Co~ = . - -  AOu. 

~,~, + B , ~  + C ~  = AS-~ ' �9 

Man erhMt also aus den Gleichungen (I I), wenn man jede derselben 
respective mit A, B, C, oder mit  A~, B1, C~ multipl icir t  und addirt, 
die folgenden Gleichungen: 

(A ~ + ~ + c~ ~ or + 
/ 0 , ,  t 

(AAI + BB, + CC~) - -  A ott-~, 

(I2) 
(AA, + BB~ + Cq) N + (A~ + B; + ~ ) N = - - A ~  

(a'A ~ + b2B ~ + c'C') of ~0 �9 ~ + (a2.AA1 + b2BB1 + c~CCi)~--~ = ou~ - -  A ~lt~. 

( a2AAx + b~BB~ + e2CC~) ~+~ (a'~A~ + b'B~ + c'6~) o----~,~ = A "%,--'~(' 
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A b e r  wenn man  die Coefficienten de r  A b l e i t u n g e n  yon ~ und  von ,5 in 

diesen Gleichungen,  nach den bekannten  Formeln  ft~r die Trans fo rmat ion  

der  Coordinaten ausrechnet ,  so findet man, indem m a n  die Bezeichnungen 

V --'-- I - -  k ~ s n ~ u I  - -  ~ snUu~ - -  ( I  - -  k ~ - -  #~) sn~ux sn~u~ 

I ~ k '  f l ~ s n 2 u  1 I - - ~  - - # ~ s n ~ u '  + 
k ' (  x - -  k ' - -  ) 

t - -  k - l ~  sn '  u~ 

U ~  = I - -  k 2 SI12 ~ 1 
I - -  k ' - - / ?  sn~u: + / d ( t  - -  k ' - - t ? )  sn4u ~ 

I --/ff I - - B  ~ 

einft ihrt :  
I I 

a'b 2~V 

A ~ + B ~ + C ~ = _ _  x I a2A ~ c~C2 e' U, 
a~b ~ )?V'  + b~B2 + - -  a 'b ~ 2'V:" 

2 2 2 2 b B 1  c 2 6 ~ _ _  I I I U, a A, + + a '  ~-'V' A~ + B? + C[ - -  a* 2~V ' 

AA~ + B B  1 + CC~ = a~AA~ + b~BB~ + c~CC1 = o. 

W e n n  m a n  diese Wer the  in die Gle ichungen  ( i2)  einsetzt,  so werden 2 

derselben mi t  e inander  ident i sch  und sie reduci ren  sich ~uf  die drei 

folgenden : 

a~ _ b a~ 

03) 
U I 2r a ~ ~ 
V Ou2 b Ou~ 

V Vr c ~ ~r 
U s ~u 2 b ~u I 

a s 

Diese letzteren ksnnen ,  da U 1 U 2 - -  ~ V ~ n i ch t  identisch verschwindet ,  n u r  

gelsst  werden,  wenn m a n  setzt: 

~u~ ~u~ c% 2 b ~ u  
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Die allgemeincn Integrale dieser letztcren sind, wcml mit l, m, n 3 will- 
karliche Constanten bezeichnet werden 

9~ - -  lu~ + m 

q ~ = ~  blu I + n. 

I:fir unseren Zweek geniigt es irgend ein particullires Integral dieser 
Differentialglcichungen zu kennen. Man kann also 

l - ~ -  I~  o n = n ~ - - - O  

setzen. 
Wenn wir diesen Werth  yon ~ in die Ausdriicke yon ~, 72, ~" ein- 

fi~hren, erhalten wit also das folgende Resultat:  
Es sei u~ die Function von u, v, w, welche durch die Gleichungen 

(,o) bestimmt wird; f (x  + u, y + v, z + w) eine willkiJrliche Function 
yon x + u, y + v, z + w; deo das Raum-Element:  und bezeichnen wit  
mit  

f ~(u, v, w)doJ 

ein Integral,  welches fiber alle Punkte  desjenigen Raumes erstreckt wird, 
welcher durch eine sei es ausserc, sei es innere Schaale der Wellenfl'~che 
mit  dem Parameter  2 = t begrenzt ist. 

Die Ausdrt~cke 

(t) 

(,4) 
l z~ ~ t l~  ~ .  

= 1 ) , J  ~ t t  x + u, y + v, z + w)do 

(t) 

= 1 ) ,  f ( x  + u, y + v, z + w)d~o 

(t) 

stellen ein System von Integralen der partiellen Differentialgleichungen 
(I) in allen denjenigen .Fdllen dar, wo es erIaubt ist, die partielle Differen- 
tiation in Beziehung auf  x, y, z unter dem Integralzeichen vorzunehmen. 

ActaOmathemat ica .  6. Imprim6 29 Novembre 1884. 37 
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Dieser letzte Punkt  ist noeh zu untersuehen. 

Die-3 Funetionen au, o% ~u, a~-~' a~-' ~ haben die folgende Bedeutung:  

~l t  s _ _  I b ~ - -  c ~ I s n %  sn% cn% 
au b a ~ - -  c ~ 2 V 

- -  w 

I I c n  u ,  s n  u j  d n  % 

Vv a ,t V 

~U 2 _ _  I I d n  u t cn  u ,  d n  u~ 

aw + a  2 r ' 

wobei V--~ i ~ k  2 s n ~ u ~ - # 2 s n ~ u 2 ~ ( I - k  2 - p 2 )  sn~u~sn~u~. 

Sie haben einen bestimmten endlichen Werth  filr alle Werthe yon 

u~ und u~, ffir welehe V yon Null verschieden ist. Man fiberzeugt sichl 
dass ftir Werthe yon u~ und u~ innerhalb der von uns bestimmten Gren- 

zen, dieser Ausdruck nur  dann verschwinden kann, wenn gleichzeitig 

c n  u I ~ o ~  c n  u~ ---- o 

ist. Die entsprechenden Werthe  yon u, v, w sind dann die Coordinaten 

eincs der vier singuli~ren Punkte  der betrachteten Wellenflache. Inner- 

halb der Integrationsgrenzen verschwindet also V ffir alle die Punkte  
einer optischen Axe; man fiberzeugt sich aber leicht, dass die Integrale 

(14) nichts desto weniger einen bestimmten endlichen Werth  behatten, da, 

wenn man dieselben in die neuen Coordinaten ~, u~, u 2 transformirt,  das 

Raumelement  deo die Gestalt erhMt 

a 2 b2 2 Vd2du l  du~ 

und folglich 
t K 2L 

= - -  .~D,, .  .~ .~ snu ,  sn u.~ cn u., f ( x  + u ,  y + v ,  z + w ) d ) t d u f l u .  2 
�9 ( t  "a - -  

0 - - K  - - 2 L  

t K 2L 

= - . ~ D , f  f f~c,.. ,,, s,-, ,,~ ~, u, r(:~: + u, ,j + . , .  + W)e~eu,,~.. 
0 - - K  - - 2 L  

t K 2 L  

.~D,f f f ~, (1,,.1 c,--,., d%., t'(* + . ,  U + v, z + w)dadu id.,. 
o - . K  - -~L 
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Es wi'lrde offenbar nicht gestattet sein die Ableitungen yon $, 72, 
nach x, y, z ohne Weiteres durch Differentiation unter dem Integralzeichen 
aufzustellen, da die Ausdrocke, zu welchen man auf diese Weise gelangt, 
auch nach der Transformation in die neuen Coordinaten inncrhalb der 
Grenzen der Integration unendlich werden. Aber nach einer Methode, welche 
mir von Herrn Wr, IEI~STnASS vorgeschlagen wurde, i'lberzeugt man sich, dass 
diejenigen speciellen Combinationen der Ableitungen, welche in den Diffe- 
rentialgleichungen (I) vorkommen, doch durch Differentiation unter ,dem 
Integralzeichen gebildet werden k0nnen, wenn nur die willkorliche Func- 
tion f ( x  -[- u, y n t- v, z n t- w) den folgenden Bedingungen unterworfen 
wird: I ~ Sie ist in dem betrachteten Raume i'~berall eindeutig, endlich 
und stetig; 2% Sic besitzt Ableitungen nach x, y und z, welche in dem 
betrachteten Raume tiberall endlich sind. 

Dies wird auf folgende Weise gezeigt. 
Man denke sich um den Nullpunkt eine kleine Kugel und auf der 

begrenzenden Wellenflache um jeden der 4 singularen Punkte eine kleine 
geschlossene linie L beschrieben. Alsdann construire man vier Kegel, 
welche den Nullpunkt zum Scheitel und je eine der vier Linien L zur 
Directrice haben. Mit T mOge der urspri~ngliche Raum bezcichnet werden 
und mit T' derjenige, welcher aus ibm dutch Auscheidung der kleinen 
Kugel und der vier genannten Kegel hervorgeht. In dem Raume T' hat 

au~ ~u~ a% nebst slimmtlichen Ableitungen dana jede der Functionen ~-u-u ' ~-V-v ' e--w 

einen bestimmten endlichen Werth. Nun muss untersucht werden, wie 
die Formeln des Herrn WEIERSTRASS sich in dem Raume T' gestalten. 

Die Gleichung 

__ r F(u, v, w)da, 
D, f  f (u ,  v, w)d., -- ! ile V: 

dYt ) + 

lasst sich jetzt ohne Weiteres anwenden. Die Gleichung 

~--aF(u, v, w)da, Ou 
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ferner bleibt gt'dtig, wenn wir die Integration rechts auf die ganze Be- 
grenzung des Raumes T' erstrecken d. h.: I ~ ilber die aussere Schaale 
der begrenzenden Wellenflache mit Ausnahme der vier ausgeschnittenen 
Linien L;  2 ~ abet die Mantel der vier Kegel, so weit sie nicht innerhalb 
der kleinen Kugel liegen; 3 ~ fiber die Oberflache der Kugel, so welt sie 
nicht innerhalb der vier Kegel liegt. Bei jeder dieser Integr~tionen be- 
zeichnet der Ausdruek 

~.tt 

den Cosinus desjenigen Winkels, welchen die nach Aussen gerichtete 
Normale mit der u-Axe bildet. Bezeichnet man diese Grosse mit U, so 
hat man also 

f D.F(u, v, w)d~o = f uF(u, v, w)d~, + f LroF(U, v, w)d~o 
( ~)  

+Xfu'F(u, v, w)d~', 

wo de o ein Element der Oberflache der Kugel und da' ein Element der 
Oberfl~che eines der Kegel bedeutet. Ferner 

s  F~u D, Z f U'F(u w)dd D,f D.F(,~, v, ,,,)do, = D , j ~  ,., v, w)d., + , v, 
(T') 

(da alas t~ber die Kugel genommene Integral von t unabh~ngig ist). 
Bezeichnet man mit xl, Yl, zl die Coordinaten eines Punktes einer 

der ausgeschnittenen Linien auf der Flache 2---- i, so kann man bei der 
letzten Integration auf der rechten Seite der obigen Gleichung 

u ' =  txl, v' = ty~, w' = tz I 

setzen; dann hat man 

v 'd~, '  - -  t (,j~ dz ,  - -  z, @ , )  
und 

D, f u'F(u', v', w ' ) d e = t f  F(.', v', w')(u, dz, --z,@,), 
(L) 
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wo die Integration t'~ber die genannte Linie erstreckt ist. Ist also 

293 

-P@, y, z ) =  o , f  r v, w)f(u -4- ~, v-4- y, w q- z)dw, 
(T') 

so ist 

D~F(z, y, z) = D , , f  r ~f(u + z, v + y, w + z) 

(T') 

= l ~r 
( r') J ~u  " 

w)do~ 

r = D , J ~  v, w)f(u + x, v + y, w + z)dto 

(T') 

�9 ar 
- - D , f f ( u  + x, v + u, w + z )~  do, 

(T') 

+ t f f ( u  + x ,  v + y ,  w + z)r v,  w)(ffldZ , - -  z,d~,).  
(L) 

Nun bilde man nach dieser Formel die Ausdrt~cke D ~ -  Dye" u. s. w. 
(ira Raume T);  dann finder man 

(15) D z y ] - - D ~ ' =  D~ t \ a v  aw aw ~ f(u + x, 
..2 

(1') 

v + y, w + z)da, 

+ t _,ff(u + 
(L) 

au, (zldxl _ xldzl) ] x, v -4- y, w -t-z)I~-~(x, d y l - - y l d x l ) - - ~ w  

Nun muss man aber bemerken, dass u~ eine homogene Function vonder  
~u 2 ~u~ ~u 2 

o te~ Dimension in u, v, w ist; ~-u' ~-v' ~w sind also homogene Fune- 

tionen der ( - - I )  'un Dimension. 
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Folglich. 

Ou____~, __-- t -  l _~t, 0 . ,  _ _  t_ 10% 
~V Oy ~ ~ Ow Oz---[ 

tlW[a'~'(.+,@, --y, dx,), --~---WWO?J" (Zl dfi - -  XldZl) } 

~'//2 
- -~ )Y l  o'f/, (Xld'~]l - -  ' ~ ' ] l d X l ) - - ~ Z l  (~ld~[' l  - -  X l d Z l )  

- x " , N  + N " ~ ' )  - ', N + ~ ' N / d ~ l  

Aber, well u~ eine homogene Function der o ten Dimenslo, ist, also 

O'tt~ O~ s ~U 2 

ist der obige Ausdruck gleich 

/oU 2 _ Ou 2 Ou, 

Es ist also: 

(~) 

u, y "4- v, z 4- w)doJ 

+ Z f x l f ( u  + x, v + v, w + 4du,. 
(L) 

Nun ist abet 

~(x,f(x + u, y + v, z + w)du, = f d l x ,  f(x + u, y + v, z + w)u,} 
( ' ,z.~ 

- - f u ~ d { x l f ( x  Jr- u, y "t- v, z -k" w)}. 
(L) 

Da die Linie L eine geschlossene ist, und da sow'ohl x~ f ( x+u ,  y T v ,  z-bw), 
wie auch u~x~f(x-I- u, y "4" v,  z 4- w) auf dem durch dieselbe begrenzten 
Theile der Flache t~berall endlich und stetig bleiben, so ist das crate der 
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beiden, auf der reehten $eite dieser Gleichung stehenden, Integrate gleich 
Null. Das zweite kann aber auch, wenn die Linie L nach und nach 
verkleinert wird, nur einen beliebig kleinen Beitrag liefern. 

Ferner ist aber 

~u I ~ ~u_~ ~ :ffi b ~u~ 
~v ~w ~w ~v a* ~u 

und der Ausdruck 

~u ato 

ist endlich und bestimmt in jedem Punkte der Wellenflache. Die rechte 
Seite der Gleichung (i 5,) behMt also einen bestimmten endlichen Werth 
wie klein man auch die Linie L annehmen mag. Bei dem l imZ = o, 
wird jedes der Linien.Integrale unendlich klein, und man erhMt 

(I 5b) ~ = a'(D,C-- Dz~)------ i f ~ul f:u b ~T-~u ~ + x ,  v + y ,  w + z ) d w .  
,.J 

( ~  

Nun ist aber u, eine Function ganz von derselben Beschaffenheit wie u~; 
dasselbe Raisonnement kann auf diese neuen Integrale iibergetragen werden, 
und man ftberzeugt sich ganz in derselben Weise, dass die Ausdrt~cke 

D,~ - -  .D,~ 1 etc. 

dadurch gebildet werden ksnnen, dass mat unter dem Integralzeichen 
differentiirt und dann die WEI~,RSTRASS'schen Transformati0naformeln an- 
wendet. 

Wir sind also zu dem folgenden Resultate gekommen Bestimmt 
man die 3 Grsssen ,~, u,, u~ als Functionen der rechtwinkligen Coordinaten 
emes Punktes im Raume, dadurch dass man 

I6 )  ~ ~ a~OllU 1 C n ~ ,  

m 

W -~- a2dnu~ s n ~  
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set.zt, so hat man 

~' t t ,  1 | - -  ~ $11 H I S I I  "tt z C I I  tt,~ 

~u b), V 

( 1 6 , , )  ~,,..~ _ _  I c n  u ,  s n  ,t~ d n  % 

~v a~ V 

~w + a~t V 

V~-- I - - k  ~sn ~u l - / 2 s n  ~ u ~ ( I  ~ k  ~ - # ~ ) s n  ~u 1.Sn ~u~. 

Setzt man dann, mit x, y, z drei reelle Grsssen, und mit f(x + u, y + v, z + w) 
eine den oben auseinandergesetzten Bedingungen der Endliehkeit und Stetig- 
keit gent'lgende, sonst aber beliebige Function bezeichnend, 

- -  / "  au~ - 
- - - 1 ) , J  ~ f(x + u, y T v, z T w)da~ 

(,7) 
f 3u~ 

f 3u.~ 
r = D , J  f(x + u, y + v, z + w)da~, 

wobei marl die Integration auf der linken Seite auf alle die Punkte des 
Raumes erstreckt, welcher durch die aussere, (respective durch die innere) 
Schaale einer Wellenflache mit dem Parameter 2 - ~ t  begrenzt ist, so 
stellen die so definirten Grsssen $, 72, ~" Functionen yon x, y, z, t dar, 
welche far alle endlichen reellen Werthe dieser Veranderlichen einen be- 
stimmten endlichen Werth besitzen und den partiellen Differentialglei- 
chungen (,) gent~gen. Wenn man in den Gleichungen (I7) das Raumelement 

dw in den Coordinaten 2, u 1 u 2 ausdrtickt, und ft~r vv' ~% ~% ihre 3~ ~ ~v ' ~w 

Werthe aus den Gleichungen (x6~) einsetzt, so erhMt man die Grsssen $, 7, ~" 
unter der folgenden Form: 
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K 2g 

- - K  --2I.  

- - s n u ~  snu~cn%f(x + u, y + v, z + w)du~du~ 

K 2L 

f f ,  - -  ~y-~t --aCnUlsnu.~dnu~f(x + ~t, y + v, z + w)~l~tlda. 2 
- - K  --2I,  

K 2L 

- - K  --215 

dnu2f @ + u, y + v, z + w)du~du: 

in welchen Formeln man for die in f(x + u, y + v, z + w) auftretenden 
Gr/~ssen u, v, w ihre Werthe aus den Gleichungen (I6) einsetzen muss. 

Nun handelt es sich darum die Anfangswerthe der so definirten 
Gr/2ssen $, r], C, d. h. ihre Werthe fiat. t =  o zu ermitteln. 

Zu diesem Zwecke werde ich diese Gr0ssen $, 7, C noch unter einer 
anderen Form darstellen. Es ist: 

b ~ ~w a,v ~v ~w 

I ~U 2 ~ t t  I ~2 ~ l t  1 ~/, 

b ~v ~u ~w ~w Ou 

b @w ~v ~t  @u ~v 

Indem wir yon der Transformationsformel (B), welche man auch unter 
tier Form 

D~" f (u ,  v, w ) ~  l + u, y + v, z + w)do~ 
t 

-= f F(u, v, w) 3f(z+u' Y+V' Z+W)d~ o _.~ f $ F  Ox ~ f ( x  + u, y - F  v, z + w)dto 

Acta mathematiea. 6. Imprim6 l Ddcembre 188r 38 
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schreiben kann, Gebrauch maehen, erhalten wir: 

[" 3tt~ .. 
$ = O , J  ~ l ( x  + u, y + v,  z + w) doJ 

f ,"3~ 3~ 3 tt, 3,~) 
3v 3w f(x + u, y -F v, z W w)dto 

f pu ,  3f(z + u, y + v, z + w) 
- -  - -  b L-~--ww 3y 

3u, 3f(~ + u, y + v, z + w!] deo 
3v 3z l 

f 3u~ 
-~- D, ~v f(X Jr-U, y - t - v ,  z Jr- w)dw 

f (3u~ 3), 
(I8) - -  b D, 7~ "~,v 3wv. /  f(x + u' y + v, z + w)dw 

g- 

_ _  t + , ' ,  , , + v , .  +,,,) 3u, 3f(z + u, y + v, z + w) 1 deo 
3w 3z J 

1" 3~,~ . 
= D , J  ~ f(x + u, y + v, z + w)doJ 

l"/3u~ 3,~ 3u~ 32) 3~, ~ f(x + u, y + v, z + w)do~ 

['l-Su, 3f(x + + v, z + w) 
--UL  " 

3x 
__ 3% 3f(z + u, y + v, z + w)] deo. 

3~ 371 

Um aber auch in diesem Falle Doppel-Integrale statt dreifacher zu 
erhalten, wollen wit statt ~:, y], r die Derivirten dieser neuen Ausdriicken 
nach t nehmen, welche natiirlich auch ein System yon Lssungen bilden. 
Wi t  setzen also 

(19) 

~ ~ _ D ~, f(x + u, y + ~,, z + w)dw 
b 

: [ a , ,  Vf@ + u . . . .  ) au., ~f(z + u, . ..)] d~o 
D, Tw @ ~v ~z 
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l* au 

b 

(19) 

f ra m af(, + ,,, ...) au, af(~ + u, . . . ) ]  d o  
3w ax 

- - Z D ,  lggwl~z  + u, y + v, z + w)doJ 
J 

• j " [ a u ,  af(x + u ,  . . . )  o%af(x  + u,  . . . ) ] d o .  
D l-a7 az ~ au ag 

Aus den 
~u_ ! 8u. ~ au._~ 
au ~ ~v ' aw 

Gleichungen (t6) ergeben sich die folgenden Werthe far  

au__~ = ~ en % dn u, dn u, V, 

~'1 I sn u I dn % cn % If, 
av a,l V V 

a'~/.__.k I = I - - ~ s n ~ l  cnq~l  s n q ~  = Vs. 

aw a2 V V 

Indem man in  den Integralen auf der rechten Seite der Gleichungen (t9) 
das Raumelement do~ in den neuen Coordinaten ausdrilckt, und die In: 
tegration auf alle Punkte der dusseren Wellenflache ausdehnt, finder 
man also: 

K 2L 

- - K  --2I_, 

~l(a + u, Yay + v, z + w) - -  V, af(~ + u, yaz + v, z + w)] da~ da~ 

K 2L 

--K --2L 

y+v,  z+w) 
az 

__ V3 af( .  + u, Ya~ + v, z + w)] &q du, 

K 2L 

~g -=# 

+u,  y + v ,  z+w) 
ax v, ag _l 
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In diesen Formeln muss man ftir /~, v, w ihre Werthe aus den 
Gleichungen (16) einsetzen. 

Man (;lberzeugt sich leicht (dutch i~hnliche Betrachtungen wie die- 
jenigen, welche in der Abhandlung yon WEIE~STRASS vorkommen), dass die 
dutch diese Formeln dargestellten Werthe yon $, y], r ungrade Functionen 
von t sind. Urn" den Coefficienten yon t zu erhalten, muss man in der 
unter dem Integralzeichen vorkommenden Funktion f(x ~ u, y q- v, z q- w), 
t = o ,  folglich auch u = o ,  v =  o, w = o  setzen. Bezeichnet man diesen 
Coefficienten in $, ~/, ~ respective mit X0, Yo, Zo, und setzt man 

~f 
~ - -  f,(~, ~, _~), ~f ~ : fgx ,  y, ~), 

~f 
~ - -  f~(~, y, ~), 

so hut man 

K 2L K 2L 

Xo = y, f f vj.,du  - y, f f v2d.d   
- - K  - -2L  - - K  - - 2 L  

K 2s K 2L 

Yo=~(x ,  y, z ) f  f Vfluidu2--~(x, y, z) f f Vfluflu 2 
- - K  - -2L  - - K  --2/* 

K 2L K ?L 

Zo = f,(~, y, ~) f f Ldu, du2-  f~(~, y, ~) f f VldU, du2. 
- - K  --2/* - - K  - - 2 L  

Nun ist aber 

K 2/* K 2L 

f fV, du, du2=~fcnu, dnu, du' = T  
~ K  --2/* - -K  --2/ ,  

K 2L K 2L 

f f V~du, d~,, = f snu  1 dnuldU , f c--nu~d.~ = o 
~ K  --2/* - -K ~2/* 

K 2L K 21, 

f f V#~,,du~ = f s. u, c n  U l d U  1 f-~,~d~,, = o. 
- - K  --2/* - - K  --2/* 

Es werden also die durch die Formeln (20) dargestellen Werthe yon 
$, 7], ~" Integrale der partiellen Differentialgleichungen (I) sein, welche 
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die folgenden Eigenschaften haben: for t~--o  sind ihre Werthe si~mmtlich 

~$ ~'~ aS respective gleich sind: ~ - o ,  wahrend die Anfangswerthe yon at ' at ' at 

4~tOf(x, y, z) 4,'raf(x, y, z) 
O, b 8z ' - -  b 8y ' 

wo f(x, y, z) eine willkt'lrliche Function von x, y, z ist. 1)iese Werthe von 
$, ~2, (" sind dadurch erhalten, dass wir die Integration i~ber die gussere 
Schaale der Wellenflache-erstreckt haben. Wcnn man nun aus ahnlichen 
]~'ormeln ausgeht, welche aber i'tber die innere Schaale der Wellenflache 
erstreckt werden, und in welchen start f(x d -u ,  .. .) eine andere will- 
kfirliche Function F(x + u, ...) vorkommt, so kommt man zu Werthen 
von $ , ~ ,  (', welche aueh Integrale der Gleichungen (i) darstellen und 
so beschaffen sind, dass sic for t ~ - o  salmntlich verschwinden, wiihrend 

(0~ {a~;~ { ~  respective die Werthe von \at/o' \at/o' ~,at/o 

4~raF(x, y, z) 4~raF(., y, z) 
-- b 8y ~ b d x  ~ 0 

sind. Durch Combination von diesen beiden Systemen von Werthen ftir 
$, ~2, ~" kommt man zu cinem System yon Integralen der vorgelegten 
Differenlialgleichungcn, welche die Eigenschaft haben, dass fiir t--~ o 

$ ---- o, Y7 -~ o, ~'~- o 

a$) 4=af(z, y, z) 

( 872'~ __ 41r[af(z, y, z) OF(z, y , . ) ]  

8~) 4~raF(x, y, z) 
t = 0 ~  b ay 

ist. Die Functionen $, ~, r sind der Bedingung unterworfen worden, 
dass ihre Anfangswerihe den Gieichungen 

aSo ar;o ar176 = o und 
a~ a a~ a a~" 
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gent~gen. Man kann aber bekanntlich, wenn ~ ,  ~2, ~ irgend 3 Func- 
tionen von x, y, z sind, unter welchen die Relation 

9~__, 4- -F -- ~ o 9x ~ ~z 

besteht, immer zwei Functionen f (x,  y ,  z), F (x ,  y, z) finden, no dass 

9f(~, y, z) 
9y 

{gf(z z y, z) 9F(x, y, z!) 
~c2 ---- \ 9x -t 9z 

aF(z, y, z) 

ist. Die betrachteten Werthe von ~, r], ~" stellen also die allgemeinsten 
Integrale der Differentialgleichungen (I) dar, welche zu gleicher Zeit un. 
grade TWnctionen yon t sind. 

Nimmt man nun yon diesen Werthen yon $, r 7, r die ersten Ab- 
leitungen nach t, so kommt man zu einem Systeme yon Integralen, welche 
grade Functionen von t sind. Die Combination der beiden Systeme mit 
einander liefert also dan allgemeine System yon Integralen der Differen- 
tialgleichungen (I), welche nur. der Bedingung 

h- 95 

unterworfen sind. 
Hiermit ist also diejenige Aufgabe, die ich mir gestellt habe, voll- 

strmdig gelsst. Nun werde ich aber noch Folgendes bemerk6n. 
Die partiellen Differentialgleichungen (I) sind yon LAM~ unter der 

Voraussetzung, dass die Verrt~ckungen $, 7/, ~" der Gleichung 

~ 9 -  9~ 97 95 

gentigen, aufgesteIlt worden. Wenn man diese Voraussetzung fallen l~sst, 
so komlut man, wie es KmCH~tO~F in seinen Vorlesungen tiber Mechanik 
gezeigt hat, zu einem Systeme yon Differentialgleichungen, welches sich 
yon dem Systeme (~) nut dadurch unterscheidet, dass auf der rechten 
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Seite jeder Gleichung respective das Glied vO vO ~ oz' ~y ' ~z multiplicirt mit 

einer Constante hinzutritt. 
Es ist nun leicht, auch yon diesem Systeme yon Differentialgleichungen 

alas allgemeine Integralsystem aufzustellen. 
Es sei in der That $, ~], ~ ein System yon Integralen desselben, so 

setze man 
~u 

~U 

Bestimmt )nan nun die Function u vermittelst der Gleichung 

" 2 =  

oder, wie ich zur Abkarzung schreiben werde 

( 2 , )  h u  - -  ~ = o ,  

so bilden $, :7, r ein System yon Integralen der Gleichung (I), filr welche 
die Relation 

~;'l c'~]l :l 
+ ~:~- + ~ =  o 

statt findet. Dieselben sind also durch die oben aufgestellten Formeln 
darstellbar. Was nun die Function u betrifft, so muss dieselbe ausser der 
Gleichung (2i) noch den folgenden Gleichungen 

/ ) A D , ' - -  A ) u  = o 

A ) , ,  = o 

D , ( D  ~, - -  A ) u  = o 

genilgen. Es ist abet auf folgende Weise mSglich diese Glelchungen 
gleichzeitig zu befriedigen, 
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Man bestimme zwei Functionen u o und u~ von x, y, z aus den beiden 

Differentialgleich ungen 

a ~ o  = ( o ) , : o  

dO 

Wenn man dann ft~r u diejenige Lt~sung der Differentia lgleichung 

( D ~ -  A ) u  = o 

nimmt,  welehe dureh die Bedingungen 

(u) ,=0 = Uo u ~ d  

bestimmt ist, so wird auch Au eine Lt~sung der Differentialgleichung 

(D ,  ~ - -  Zx)~ = o 

sein, und zwar sind die Werthe yon Au und ihrer Ableitung nach t f(]r 
t ~ o gleich Au o respective Au 1. Sie stimmen also mit den Anfangs- 

dO 
werthen von 0 und ~-f iiberein. Da nun O derselben Differentialgleichung 

genfigt, so ist mithin far alle Werthe yon t 

A u ~  0. 

u geniagt also den erforderlichen Bedingungen. 


