ZUR THEORIE DER EINDEUTIGEN ANALYTISCHEN FUNCTIONEN

VON

C. RUNGE ()

in BERLIN.

Seit dem Bekanntwerden der Modulfunctionen, weiss man, dass der
Gultigkeitsbereich einer analytischen Function nicht nothwendig von dis-
creten Punkten begrenzt zu sein braucht, sondern dass auch continuirliche
Linien als Begrenzungsstiicke auftreten und einen Theil der complexen
Ebene von dem Gualtigkeitsbereich ausschlicssen kounen.

Hier entstcht nun die Frage, ob der Gultigkeitsbercich analytischer
Functionen seiner Form nach irgend welchen Beschrankungen unterliegt
oder nicht. Diese Frage bildet, so weit sie sich auf eindcutige analytische
Functionen bezieht, den Gegenstand der nachfolgenden Untersuchung. s
wird sich ergeben, dass der Gultigkeitsbereich einer cindeutigen analytischen
Function d. h. dic Gesamnmtheit aller Stellen an denen sie sich regular
oder ausserwesentlich singular verhalt keiner andern Beschrankung unter-
liegt als derjenigen, zusammenhangend zu scin. In dem ersten Theile

(') Die Aufgabe, welche in dem ersten Paragraphen dieser Arbeit in eleganter
Weise gelost wird, ist nicht in mciner Abhandlung Sur lu reprdsentation analytique
des fonctions monogénes wniformes d'une variable indépendante (Acta mathematica
4, 8. 1—79) behandelt worden. Dicjenige Aufgabe dageger, mit welcher sich der Ver-
fasser in dem zweiten Paragraphen beschiftigt, ist in meiner Abhandlung aus mchreren
verschiedenen Gesichtspunkten betrachtet und gelést worden. Da jedoch der Verfasser
seine Untersuchungen vor der Veriffentlichung meiner oben citirten Abhandlung machte
und auch ganz andere mit dem CAucHy’schen Integralsatze in Zusammenhang stchende
Mecthoden braucht, so habe ich dic ganze Arbeit fir geeignet gehalten hier aufgcnommen
zu werden.

Der Herausgeber,

Acta mathematica, 6. Imprimé 29 Scptembre 1884,



230 C. Runge.

wird gezeigt, dass jede ecindeutige analytische Function durch cine einzige
unendliche Summe von rationalen Functionen in ihrem ganzen Giltigkeits-
bereiche dargestellt werden kann. In dem zweiten Theile wird gezcigt,
wic man durch eine Summe von rationalen Functionen einc cindeutige
analytische Function bilden kann mit vorgeschriebenem Giiltigkeitsbereich,
von dem nur vorausgesetzt wird, dass er zusammenhingend scl.

NI

Es sei A der Gultigkeitsbereich einer eindeutigen analytischen Fune-
tion f(x). Wir wissen von ihm, dass er zusammenhingend ist. D. L.
ist &, cin Punkt von 4 so geharen auch alle Punkte einer hinrcichend
kleinen Umgebung zu A4, und ist x, cin zweiter Punkt von A4, so lassen
sich «, und =z, durch cine continuirliche Linie verbinden, deren Punkte
simmtlich zu 4 gehoren. Ich will ferner annchmen, dass der unendlich
fernc Punkt nicht zu A gehort. Dies ist keine wesentliche Beschrankung.
Denn verhiclte sich f(z) im Unendlichen regular oder ausserwesentlich

singuldr, so konnte ich an Stelle von f(z) die Function f(xo +i~>

betrachten, die bei passender Wahl von x, sich im Unendlichen nicht

regulir oder ausserwesentlich singular verhalt. Die Entwicklung von

. 1 . . . . .
f<xo + ;) in cine Sumine von rationalen Functionen ergiebt unmittelbar

- : . 1
diejenige von f(x), wenn ich statt z —— sctze.

¢

Unsre nachste Aufgabe wird nun sein, 4 in ciner fur die folgenden
Betrachtungen zweckmaissigen Form darzustellen.
Ich denke mir ¢in Quadrat mit den Eckpunkten

o, = (n einc ganze positive Zahl)

construirt und durch Parallelen zu den Seiten in 2* gleiche Quadrate
n

o1 .. . . .
von der Seite - zerlegt. Ein jedes dieser kleinen Quadrate ist von 8

anderen umgeben, wenn cs nicht mit einer Scite an den Rand stosst. Die
Gesammtheit derjenigen Quadrate, welche zugleich mit ihren 8 umliegenden
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dem Gebiete 4 angehoren, bezeichne ich mit 4,. Es ist moglich, dass
den Werthen » = 1, 2, 3, ... anfangs gar keine solchen Quadrate ent-
sprechen. Es muss aber einmal ein Werth von » kommen, wofur A4,
eine Bedeutung hat. Ja noch mehr. Jeder Punkt z von 4 wird sobald
n einen gewissen Werth tbersteigt im Innern von 4, liegen. Construiren
wir namlich um 2z das Quadrat mit den Eckpunkten z 4 (4 1 + 1),
so wird auch dieses zu A4 gehdren, vorausgesetzt, dass ¢ hinreichend klein
gewahlt wird. Fur einen hinreichend grossen Werth von = fallt es in
das Innere des Quadrates 2".—ir——lz—i——z und wenn nun zugleich %<25,
so gehort  zu 4,.

Sobald » gross genug ist, dass A4, ein wirklicher Bereich ist, so ist
er in dem folgenden Bereich A,,, vollstindig enthalten. Betrachten wir
nimlich eines der Quadrate von 4,. Nach der Definition von 4, gehoren
auch die acht umliegenden zu A. Jedes derselben zerfaillt beim nichsten
Schritt in 4 kleinere Quadrate. Von diesen gehoren jedenfalls diejenigen
zu 4,.,, welche an das Quadrat von 4, stossen. Folglich ist das letatere
ganz in A,,, enthalten.

Nach diesen Vorbereitungen schreite ich zur Darstellung von f(z).
Ich werde eine rationale Function P,(x) bilden, welche in 4, um weniger

als :T (dem absoluten Betrage nach) von f(z) verschieden ist. Dann ist

lim P, (z)

oder

Pl(‘/";) + ;[Pn-H(T)_Pn(‘r)] (=12, =)

die gesuchte Darstellung.

Im Innern und auf der Grenze von A4, (ich will hierfur im Folgen-
den kurz vaufy 4, sagen, wahrend »in» 4, im Innern von 4, bedeuten
soll) liegen keine wesentlich singul;?iren Stellen von f(x). Also giebt es
eine rationale Function p(z), welche nur auf A4, und dort grade so wie
f(z) unendlich wird, so dass f(z) = f{z) — p() sich auf A4, regular ver-

halt. Jch kann daher f(x) durch das Caucuy’sche Integral darstellen

- f(z)d
f(x)=;‘;z.f§%—’;,
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welches im richtigen Sinne ber die Begrenzungen von A, zu erstrecken
ist. A4, kann niamlich aus mehreren getrennten Theilen bestehen und die
einzelnen Theile kdnnen mehrfach zusammenhiangend sein. Das Integral
ist fur alle Werthe von z in 4, gleich f(z) dagegen fir alle Werthe
von z ausserhalb A, gleich Null, wie von HerMITE in seinen Vorlesungen
zuerst bemerkt worden ist. Ich zerlege es entsprechend den verschiedenmen
Begrenzungscurven von A4, und betrachte einen dieser Theile

I f(2)dz

257 g -— @

erstreckt Uber eine Begrenzungscurve Cj von A,.
Nach der Definition cines complexen Integrals ist dies gleich

. i ]7(2,1 ) n=1,2,...,2
lim Z———— 2o Zur )
oo 27T ” Zu,l'—‘w(."’[ ‘rL-l,A)’ (,2'0’)_;’8'2&)~
WO 2,5y Zoay oy Za Systeme von A Werthen anf der Curve C} sind,
deren Entfernungen
Izz,). — 51,;.|, IZI.;. — Ze.z.la ceey lz).—l.). — Z).,).I

mit wachsendem A beliebig klein werden.
Die Summe

I = 2.3
270 z’ fien 2 (Z" T zu—l.l) (1=1,2,...,4)
ot /A ! s

Zyr— T

ist eine rationale Function von z mit den Unendlichkeitsstellen g, ,,
(g =1, 2, ..., 2. Ich bezeichne sie mit Ry“(x). - Das Integral ist
alsdann

Iim R{(x).
A=
Ich behaupte, dieser Ausdruck ist in der Nahe jedes Punktes innerhalb
und ausserhalb A, gleichmdssig convergent.
Es ist namlich

2y R
#(z 7z
f( .u,l) (Z — 2, 1) — f( /L,l) dz.
Bugy— & = 2y —x

z/l.—-], A
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Mithin
3 ZIL,A — -
2—;7/ 1) 4y — Rpo(a) — ;Ierf(zf(Z)w — LoD gy gera
7 —_ I, A .
(@) N

Wenn daher fiir alle Werthe von 2 auf ¢ zwischen 2, ,; und z,, und
alle Werthe von z in der Umgebung eines Punktes z, der absolute
Betrag von

7(2) . ?(z,u.l)

22—z Zp 1l — %

kleiner ist als &, so ist fur alle diese Werthe von z der dbsolute Betrag von

I f .
PP /zfiz)wdz_ Mﬂa)(x)
(c3)

kleiner als —— multiplicirt mit der Linge der Begrenzungscurve C{,
27t

also kleiner als eine Grosse, welche mit ¢ zugleich unendlich klein wird.
Wizhlt man A hinreichend gross, so wird 2z, wenn es zwischen 2,_, , und
2,2 liegt, beliebig wenig von 2, , verschieden sein. Die Frage der gleich-
missigen Convergenz von

lim Ry (x)

ist also zuriickgefohrt auf die folgende Frage. Giebt es cine Grosse h
von der Art, dass, wenn z auf der Curve C? sich dem absoluten Betrage
nach um weniger als % indert, dic Anderung von

1)
R—
fur alle Werthe von z in einer kleinen Umgebung von z, und alle
Werthe von 2z auf ¢ kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene
Grosse sei?
z, soll nicht auf .C2 liegen. Dann gilt dasselbe fur alle Punkte einer
hinreichend kleinen Umgebung von z,. Mithin ist

fiz)

zZ—

Acta mathematica, ¢. Imprimé 26 Septembre 1884, 30
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fur alle in Betracht kommenden Werthsysteme 2z,  regulir. Fur einen
specicllen Werth von 2z lasst sich

?(z + h)
z+4 h-—

nach Potenzen von 7 entwickeln:

flz+h )

24+ h—2 z —

= h¢ (2, 2) + B¢, (2, x) + ...

Der Convergenzradius dicser Entwicklung hat fir alle in Betracht kom.-
menden Werthsysteme 2, # eine von Null verschiedene untere Grenze.
Denn imm anderen Falle gibe es unter den betrachteten Werthsystemen
cines, in dessen Nihe er beliebig klein wirde, was nicht der Fall ist.

Es sei p diesc untere Grenze und || < p, < p, so ist

flz + 1)
24 h —a

fur alle diese Werthe von & und die betrachteten Werthe von 2z und =z
regulir und der absolute Betrag muss eine endliche obere Grenze g be-
sitzen.  Dann ist aber nach einem bekannten Satze

|¢a(z, 2)| < gpi
mithin

I fa+h) _ A2

i+ h—z —

g-14]|
<

also far hinreichend kleine Werthe von |k| beliebig klein, fur alle be-
trachteten Werthe von 2z und z. Ich kann mithin 4 so gross wihlen,
dass Ry"(x) fur alle Werthe von z auf 4,_, und ausserhalb 4,,, beliebig

wenig von
1 f(z) -
_f_f(_) dz
27 22—

()

verschieden ist.  Analoge Betrachtungen lassen sich in Bezug auf die

andern Begrenzungscurven von 4, durchfithren. Man sieht, dass sich

n
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cine rationale Function von z herstellen lisst, welche auf 4, | und ausser-

. 1 .
halb 4,,, um weniger als — von dem Gesammtintegral

! Mdz

2m 22—

(4,

verschieden sein wird. Diese rationale Function bezeichne ich mit R, (z).
Und es ist also

- i

auf 4, If(’J) — R,,(;v)l <

ausserhalb 4, |R,(x)| < =

n

R,(z) wird nur auf der Grenze von A, unendlich. Ich will dieses
Resultat in  einem besonderen Satze noch ecimmal zusammenfassen, um
mich spiter seiner zu bedienen.

»Ist B ein endliches aus einer endlichen Anzahl endlichfach zusammen-
hingender Stiicke bestchendes Gebiet auf welchem cine im Ubrigen belie-
bige analytische Function f(z) sich regular verhalt, und ist € ein von B
getrenntes Gebiet, so gicbt es eine rationale Function R(z), welche auf
B beliebig wenig von f(x) und auf C beliebig wenig von Null verschie-
den sty

Von der Beschrinkung, dass B endlich sein soll, kann man sich be-

freien. Man mache eine Transformation z = », + — und wahle fur
&£

cinen Punkt ausserhalb B, so geht B in cin Gebict B’ tiber, welches
ganz im Endlichen liegt. Fur dieses bilde man die rationale Function
R(x") und transformire dann wieder zuriick.

Daraus erhellt, dass ich eine rationale Function r,(r) bilden kann,

. i
welche ausserhalb 4,,, um weniger als — von p(x) und auf 4, , um

weniger als ;— von Null verschieden ist. Denn p(x) verhalt sich ausserhalb

und auf der Grenze von 4,,,(z) regular. Es ist also



236 C. Runge.

auf A, |/(2) = B.(2) — p(&) + ru(2)] < >
und ausserhalb 4, |B.(z) + p(z) — r.(z)] < %

Dicse rationale Function R,(x) + p(z) — r,(z) werde mit P,;(:v) bezeichnet.
Dann stellt
lim P, (x)

n=®

oder, was dasselbe ist,
Pl(‘r) + g [Pn+l(m) - Pn(x)] (n=1,2,..., «)

die Function in ihrem ganzen Giltigkeitsbereiche dar.

Aber dieser Entwicklung ist der Vorwurf zu machen, dass Glieder
derselben in Punkten unendlich werden, in denen die. Function sich regular
verhialt.  Um diesem Ubelstande abzuhelfen, werde ich an Stelle von
R,(x) — r,(x) eine andere rationale Function setzen, welche nur auf der
Grenze von A unendlich wird, aber auf 4, ; und ausserhalb und auf
der Grenze von A4, abgesehn von beliebig kleinen mit » unendlich klein
werdenden Umgebungen ihrer Unendlichkeitsstellen, beliebig genau mit
R, () —r,(x) ubereinstimmt. Dann geht P,(x) in eine rationale Func-
tion iber, welche nur an der Grenze von 4 und an den ausserwesentlich
singuliren Stellen, die auf A, liegen, unendlich wird, und zwar hier
genau so wie f(x).

Um diese Umformung von R, (z)—r,(z) herzusteller, bediene ich
mich des folgenden Satzes:

Liegen z; und x, im Innern .eines zusammenhingenden Gebietes und
ist eine rationale Function R(z) gegeben, welche nur in z, unendlich
wird, so kann.man eine andere rationale Function bilden, welche nur in
x, unendlich wird und fur alle Werthe von z ausserhalb jenes Gebietes
beliebig genau mit B(z) ubereinstimmt.

Das geschieht auf folgende Weise. R(z) hat die Form

¢y €

R(a:)-———co—l—w_c‘x-i- z),-}-...—i-(

Nun sci a, eine Stelle so nahe an z,, dass fur alle Werthe von z ausser-
halb des gegebenen Bereiches
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&£ — a,

I S
& — a,

: [I o <(vl — al)nl-J Ia
£ — &, £,

nur an der Stelle z = @, unendlich und ist bei hinreichend grossem n,

< eI,

Dann wird

cll.

beliebig wenig von verschieden, fur alle Werthe von x ausser-

Co
halb des gegebenen Bereichs. Dasselbe gilt von den tbrigen Gliedern
von R(x). Ich kann ecine rationale Function herstellen, welche nur in «,
unendlich wird und ausserhalb des gegebenen Gebictes belicbig wenig von
R(x) verschieden ist. So geht man weiter zu eincr Stelle a,, fiir welche

Uy — @y
— < <1
&L — ar,
u. s.
Da sich immer eine Kette von Werthen «a,, «,, ..., a, wihlen lasst,
so dass
gy —— ’11/., s <1
r— d
und schliesslich
a, — &
—~ < e<,
&£ — .sz

ist, so crhalt man auf diesc. Weise eine rationale Function R(z), welche
nur in z, unendlich wird und far alle Werthe von z ausserhalb des
Bereiches beliebig wenig von R(z) verschieden ist. Man sicht leicht cin,
dass eine solche Umformung auch dann noch méglich ist, wenn z, oder
z, im Unendlichen liegen. Man braucht nur eine lincare Transformation

I
r'=uw —
o T3

zu machen, durch welche z, und x, in zwei im Endlichen liegende Stellen

ubecgehn, dann die Umwandlung von R(—I—x

. ) in R(«') auszufuhren
& —

v

. . . = I .
und wieder zu z zuriickzutransformiren, so hat R(zo + —> die erforderten
&£

Eigenschaften.
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Jede beliebige rationale Function kann als Summe von rationalen
Functionen dargestellt werden, die nur an je einer Stelle unendlich werden.
Indem ich den obigen Satz auf diese anwende, erhalte ich das folgende
Resultat. Wenn die sammtlichen Unendlichkeitsstellen eciner rationalen
Function R(z) in p von einander getrennten zusammenhingenden Gebieten
liegen, so lasst sich ecine rationale Function bilden, welche an je einer
beliebigen Stelle im Innern dieser Gebiete und nur an diesen unendlich
wird, und ausserhalb derselben beliebig genau mit R(z) tbereinstimmt.

Diesc Methode der Umformung werde ich nun auf R,(z)— (%)
anwenden. Die Unendlichkeitsstellen dieser Function liegen simmtlich in
A,,, aber ausserhalb A4, ;. Ich betrachte eines der kleinen Quadrate von

der Seite ;:—;1, aus denen das Gebiet A4,,, — 4,_, besteht. Von ihm

aus kann ich sicherlich die Grenze von A,,, erreichen, ohne 4, ; zu
treffen.  Denn die Quadrate von A4, , konnen nicht cin Polygon an allen
Seiten begrenzen, welches ganz zu A4 gehort; sondern jedes Polygon,
welches sie an allen Seiten begrenzen, muss Quadrate enthalten, die nicht
ganz zu A gehdren. Denn sonst gehorte das Polygon auch zu 4,_,.
Irgend ecin Theil der Grenze von 4,,, gehort zu einem kleinen Quadrat

von der Seite

2:+—1 ausserhalb 4,,,, welches zwar noch zu A4 gehort
und in dem grossen Quadrate mit der Scite 2"*' licgt, von dessen 8
umgebenden aber mindestens eines nicht mehr diese beiden Forderungen
crfullt.  Wenn ich daher alle die kleinen Quadrate, welche 4,., von

aussen begrenzen samnt ihren 8 umliegenden und das ganze Gebict

+ 1+ .
ausserhalb des Quadrates 2"“.—‘—5;— zu A,., — A,_, hinzunehme und

das Ganze mit B, bezeichne, so hat B, dic Ligenschaft, dass ich von jeder
Stelle aus die Grenze von A erreichen kann ohne das Innere von 3, zu
verlassen.

Nun kann ich cine rationale Function bilden, welche nur auf der
Grenze von A4 unendlich wird ausserhalb und auf der Grenze von B,
aber beliebig wenig von R, (z) ~ r.(x) verschieden ist. Diese wird an
Stelle von R,(z) — r,(x) in F,(z) eingefithrt. Man erhalt dadurch eine
Function P,(x) von der folgenden Beschaffenheit. Auf 4, wird P,(x)
grade so unendlich wie f(z). Auf 4,_, ist

|f(z) — Po(2)] < 2.
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Ausserhalb 4,_, und B, ist

|P,(2)] <

ERR

Die tbrigen Unendlichkeitsstellen von p,,(a:) liegen auf der Grenze von A.

lim P,(x) oder P(x)+ Z[Pn(r) = P(2)]  aermw
convergirt gleichmiissig innerhalb und ausserhalb A4 und ist dort gleich
f(x) hier gleich Null. In einem ausserwesentlich singuliren Punkte z,
wird nur ein Glied der Summe unendlich. Denn ist 4, , der erste
Bercich in der Reihe 4, 4,, ... auf welchem z, liegt, so ist P,,,‘(m) die
erste. Function in der Reihe P (z), P,(x), ... welche in z, unendlich
wird. Alle folgenden aber werden in z, in derselben Weise unendlich.
Mithin ist

(Pa(2) — Poi(2))

das einzige Glied der Summe, welches in 2, unendlich wird.

Auf jedem continuirlichen Theil der Grenze von A4 kann man die
Unendlichkeitsstellen der Functionen P(i) auf eine cinzige reduciren.

Es erhellt ferner, dass diese Entwickelungen nicht auf eindeutige
Functionen beschrankt sind, sondern berhaupt fur einen Zweig irgend
einer analytischen Function gelten, der sich in A4 regulir oder ausser-
wesentlich singular verhalt. Denn die Eigenschaft von f(z), keine Fort-
setzungen ftiber die Grenze von A hinaus zuzulassen, wurde gar nicht
benutzt, sondern nur diese, hei irgend welchen Fortsetzungen in A4 ein-
deutig zu sein.

§ 2.

Is sei 4 ein Gebiet, von dem nichts Anderes vorausgesetzt wird als
dass es zusammenhingend ist und den unendlich fernen Punkt nicht in
seinem Innern enthalt. Dann kann ich in der angegebenen Weise die
Gebiete 4, bilden. Mit Hilfe derselben werde ich nun cine Summe von
rationalen Functionen bilden, welche nur auf der Grenze von 4 unendlich
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werden, dergestalt dass die Summe in A4 uberall gleichmissig convergirt
und in der Nahe jedes Punktes der Grenze von A4 unstetig ist. Das liefert
eine analytische Function, welche in 4 sich tiberall regular und eindeutig
verhalt, tiber 4 hinaus aber nicht fortgesetzt werden kann.

Es sei R,(z) ecine beliebige rationale Function, welche nur auf der

Grenze von A unendlich wird. Nach dem Obigen kann ich eine rationale

Function R,,,(x) bilden, welche auf 4,,_; um weniger als ;—z von R, (x)

. I . . .
und ausserhalb 4,, um weniger als — von o verschieden ist. Diese

Function wird nur in dem Gebiete 4,, — A4,,, unendlich. Nun kann

ich* wie oben gezeigt ist, jeden Punkt von 4,, — 4,, , entweder mit der
+ 1 +7

Grenze von A4 oder mit dem Rande des Quadrates 2“’"*’:—2; ver-

binden ohne 4,, ; zu treffen.  Ich verbinde die Unendlichkeitspunkte von

R,,,(z) durch Linien mit der Grenze von A respective mit dem Rande

. + + ¢ : . . . . .
des Quadrates 22"“:—4%———% und hille diese Linien in Canale ein, welche

. . . . . I
so schmal sind, dass sie keines der Quadrate mit der Seite s SAnz

enthalten.
Nun kann ich, wie oben auseinandergesetzt ist, die Unendlichkeits-
stellen von R,,,(z) in diesen Canilen verschieben und mir cine andere

Function R, ,(z) bilden welche nur an der Grenze von A unendlich wird

+ 1 + 1

und die Eigenschaft besitzt im Innern des Quadrates 2’"*'=—=— ab-

gesehn von dem Gebiete 4,, — 4,,, und den Canillen beliebig wenig von
R,,,(z) verschieden zu sein. Es lisst sich mithin erreichen, dass R, ,(x)

. I . . C
auf A,,, um weniger als ~ von R,(z) verschieden ist und zugleich in
. . . . . . I
einem Theile eines jeden der kleinen Quadrate von der Seite SEFT

welche das Gebiet A4,,,, — 4,, ausmachen, um weniger als :—t yon Null

abweicht. Denn keines dieser kleinen Quadrate ist ganz in den Canilen
enthalten,
Auf ganz dieselbe Weise lasst sich eine rationale Function RB,,,(x)

. . 1 5
bilden, welche auf A,,,,, , um weniger als TG von R, (x) ver-
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8chieden ist und zugleich in einem Theile eines jeden der Quadrate von

f I . .
der Seite Smanirs welche das Gebiet Ay,,1)y — Ayayn ausmachen, um

weniger als von 1 abweicht. Denn ich brauche ja nur eine

Function R,,,(z) zu bilden, welche auf A4,,,,. , von R, ,(z)—1 um

weniger als und in einem Theil jedes der kleinen Quadrate

o
¥ D)

. I
um weniger als
n

- von Null abweicht, so is R,..(2) = R, ,(2) + 1

die gesuchte Function.
Auf diese Weise bilde ich eine Reihe von Functionen

B, (%), RB,,(x), ..
welche den folgenden Bedingungen geniigen. 1° Sie werden nur auf der
Grenze von A unendlich. 2° Es ist auf 4y, 1

) b I
|R"+""‘H(x) — R"+m(w>l < MT
3°. In einemn Theile eines jeden der kleinen Quadrate von der Seite

1

SEaTmTT? Aus denen A, .11 — Aynim besteht, ist:

I

| Boymia(2)| < Gy Wenn m grade,
dagegen |Rn+m+1(x) —1|< Trm  Wenn m ungrade ist.
Der Ausdruck
lim R, («)

oder was dasselbe 1st
Rn('p) + z) [R’H-l(:x) - wal—l(m)] A=1,2, 0y ®)

convergirt in der Nahe jeder Stelle x,, welche in 4 liegt, gleichmassig.
Denn sobald z, in 4, liegt, was fur einen hinreichend grossen Werth
von m eintritt, ist:

I[R-;+m+1($) - En+m(x)] + [Eu+m+2(x) - ﬁ"+,n+l(m)] + .
o4 [Rn+m+l+1(x) - Rn+m+l(x)]|

Acta mathematica, 6. Imprimé 31 Décembre 1884. 31
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oder

| En+nx+).+] (T> - Rn+m<'r) I
kleiner als:

I 1 1
(n+m)“+(n+'m-1f-1)"'_lh'“—l“(n+m+/'_)—2

eine Grosse, welche bekanntlich fir einen hinreichend grossen Werth von
m beliebig klein ist, wie gross man auch 1 wahlen mdge.

Mithin stellt jener Ausdruck in. 4 eine analytische Function f(z)
dar, welche sich in A4 regular verhalt. Ausserdem hat diese Function
die Eigenschaft in einem Theil eines jeden der kleinen Quadrate des
Gebietes Ay, myr1 — Aopimy um nicht mehr als

I I I
+ (n 4+ m + 1) + (n + m <4 2)

R

n + m

von o bezichungsweise von 1 abzuweichen je nachdem m grade oder
ungrade ist.
Denn es ist daselbst

1 . =
T respective  |R, ., (z) — 1] <

IRﬂ‘fm%-l(m')l <

w4+ m
Da aber auf A4y, ..,

— i 1

Vi (0) = Bronn (O < e + o F e

so folgt, dass fur 2 auf Ay,

o I 1
If(x)—Rn+m+1(m)|__<:(n+m+ vt aEmra o

also auch dass f{z) in den kleinen Quadraten des Gebietes 4y, 1y — Agnym
die genannte Eigenschaft besitzt. Nun sei a eine Stelle der Grenze von A
(es ist nicht ausgeschlossen, dass @ der unendlich ferne Punkt sci), so kann
man beweisen, dass die Function f(x) in jeder Nihe von a, sowohl dem
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Werth o als dem Werth 1 beliebig nahe kommt, dass mithin o eine
wesentlich singulare Stelle von f(«) sein muss.

Um dies zu zeigen werde um @ ein kleiner Kreis geschlagen (wenn
a = oo ist, so werde ein grosser Kreis um den Nullpunkt geschlagen).
In der auf diese Weise begrenzten Umgebung von ¢ missen fir einen
hinreichend grossen Werth von 2 Punkte von 4, liegen. Ich verbinde
einen dieser Punkte durch eine grade Linie mit ¢. Diese Strecke muss
Punkte des Gebietes A4,,, — A, enthalten, denn dieses Gebiet trennt 4,
von A, ebenso muss sie Punkte von 4,.,— 4,,, u. s w. enthalten.
Mithin fallen far einen hinreichend grossen Werth von s Quadrate des
Gebietes Ay, 401 — dsmymy ganz in die Umgebung von @, und ebenso
fir alle grosseren Werthe von m. In diesen Quadraten kommt f(z) den
Werthen o und 1 beliebig nahe, sobald m hinreichend gross ist. Mithin
kann sich f(z) in a weder regular noch ausserwesentlich singulir ver-
halten. Denn im ersten Falle wiare der Unterschied zweier Werthe von
f(x) in der Nihe von « beliebig klein, im zweiten Falle waren alle Werthe
von f(x) hinreichend nahe bei a belicbig gross. Alle moglichen Fort-
setzungen von f(x) bleiben mithin im Innern von 4 und da f(x) hier
eindeutig ist, so ist es iiberhaupt eindeutig, in A iberali regular und
itber 4 hinaus nicht fortsetzbar.

Wenn auf irgend eine Weisc eine Punktmenge definirt ist, deren
Haufungspunkte nicht zur definirten Punktmenge gehoren, so giebt es
stets eine eindeutige analytische Function, welche an dicsen Punkten in
vorgeschriebener Weise unendlich wird, und zugleich in dem ganzen Ge-
biete aller Stellen sich regular verhilt, welche sich mit jesen Punkten
continuirlich verbinden lassen, ohne die Haufungspunkte zu treffen.

Ich nenne dies Gebiet sammt den definirten Punkten A’, nehme an,
dass es den unendlich fernen Punkt nicht enthalte (was keine wesentliche
Beschrankung der Allgemeinheit ist), und construire mir die Gebiete A4,
auf die oben angegebene Weise. Da A, ganz im Innern von A’ liegt,
so enthalt es nur eine endliche Anzahl der definirten Punkte; denn im
andern Falle lage ein Haufungspunkt in 4.

Die Gesammtheit der Glieder mit negativen Exponenten, welche den
Punkten ausserhalb 4, , und .auf 4, entsprechen, bezeichne ich mit », ().
Jetzt bilde ich eine rationale Function p,(z), welche nur an der Grenze
von 4’ d. h. in Haufungspunkten unendlich wird und welche auf 4, ,
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um weniger als — von r,(x) verschieden ist. Nach den fritheren Erdrterun-
n
gen ist dies stets moglich. Dann wird
el

¢(z) = 5 [r,(s) — pa(2)]

n=

die gesuchte Function. Die Summe convergirt in 4’ gleichinassig, denn
es ist in A4,_,

< I I
A="z+m['r)_(x) —n(@)]| < (n + m)* + (n 4+ m+ 1)° +e
Dass ¢(z) an den vorgeschriebenen Punkten in der vorgeschriebenen
Weise unendlich wird, eindeutig ist und an den ubrigen Stellen von A’
sich reguliar verhalt, ist nach der Bildungsweise evident.

Wenn jene Punktmenge im Innern des Gebietes A liegt, ihre Hauf-
ungspunkte jedoch auf der Grenze von 4, so ist ¢(x) + f(x) eine
eindeutige analytische Function, welche an den vorgeschriebenen Punkten
in vorgeschriebener Weise unendlich wird, an den ibrigen Punkten von
A sich regular verhalt und tiber A4 hinaus nicht fortsetzbar sein kann.
Denn die Haufungspunkte der Unendlichkeitsstellen sind als solche wesent-
lich singular, die tbrigen Stellen der Grenze von A dagegen aus dem
Grunde wesentlich singular, weil ¢(x) sich daselbst regular, f(x) aber
wesentlich singular verhalt.




