SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES DE DIFFERENTIELLES
ALGEBRIQUES!

PAR

G. HUMBERT

4 PARIS.

1. Soit f(r, y) = o Téquation d'unc courbe algébrique, et soit
¢(x, y) une fonction rationnelle quelconque; le probléme quon se pro-
pose de traiter dans ce travail est le smivant:

Reconnaitre si l'intégrale [ =f¢ (z, y)dz, oit y est liée & x par la
relation f(z, y) = o, est une fonction algébrique de x.

! Les résultats obtenus par M. HUMBERT ont déja été trouvés par M. WEIRRSTRASS
bien des années auparavant et communiqués par lui dans son cours sur les fonctions abélien-
nes. Mais la méthode suivie par les deux savants est tout & fait différente. Chez M.

WEIERSTRASS les conditions pour qu'une intégrale de la forme flf(x, y)dz soit une fonction

algébrique de @ découlent, comme simple corollaire, du théoréme sur la réduction de chaque
intégrale de la forme cousidérée h une somme d’intégrales normales de la premieére, de la
scconde et de la troisidme espéce. Pour effecctuer cette réduction il faut et il suffit de
connaitre:

1° les coefficients des puissances négatives de ¢ aux cnvirons de tous les points

dax
analytiques pour lesquels le développement de K (x,, 'yt)~d—tt contient en général des puis-

sances négatives de ¢

2° la valeur de R(x, y) pour p points analytiques réguliers (2, b)), ..., (7,, b,)
choisis arbitrairement.

Le théortme de M. WEIERSTRASS est cité, quoique sans démonstration, dans la thoise
inaugurale de M. HETTNER (Berlin, 1877).

Le rédacteur en chef.
Acta mathematica, 10, Imprimé le 22 Aolt 1887, 36
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2. ABrL a montré que.si lintégrale T est une fonction algébrique
de z, elle s'exprime rationnellement en z et y, mais il n'a pas fait con-
naitre les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit ainsi.

Ces conditions ont été données par Brior et BouqQuer sous une
forme trés simple: pour que l'intégrale soit algébrique, il faut et il suffit
1° qu’elle n’admette pas de cycle polaire; 2° que ses périodes soient nulles.

Il est malheureusement impossible de vérifier directement si les con-
ditions de la seconde catégorie sont ou non satisfaites: les périodes étant
en effet les intégrales prises le long de certains contours finis, on obtient,
en exprimant qu’elles sont nulles, des équations ot figurent des intégrales
définies. qu’on ne peut, la plupart du temps, calculer qu’a l'aide de mé-
thodes d’approximation; il en résulte que le critérium tiré de la con-
sidération des périodes n’est applicable que dans des cas simples, comme
ceux qu'ont indiqués Brior et Bouquer.

Au contraire, les conditions de la premiére catégorie, qui expriment
quil 0’y a pas de cycles polaires, peuvent se vérifier sans difficulté; il
suffit de calculer, dans le développement de chaque systéme de valeurs
infinies de ¢(x, ), suivant les puissances croissantes, (entiéres ou fraction-
naires) de z — @, aux environs du point z = a, le coefficient du terme

en

, qui engendre un logarithme dans lintégrale, et d'écrire que
z—a &

ce coefficient est nul.

LiouviLLe, dans divers mémoires, a étudié la question 4 un tout
autre point de vue: il suppose que lintégrale I est liée a z par une
relation algébrique ¢(#, I) = o, a coefficients indéterminés, et cherche a

, . . o ar .,
déterminer ces coefficients de maniére que la valeur de 7 tirée de cette

relation soit égale & ¢(x, »): il a pu ramener ainsi la question a la ré-
solution d’un systéme d’équations linéaires.

Plus tard, M. ZruTHEN, en supposant toujours l'intégrale algébrique,
a indiqué un moyen sir de trouver directement l'ordre de la relation
¢(xz, I) = o; il obtient ainsi la forme de cette relation 4 un nombre

fini de constantes prés, et, en écrivant que Z—i est égal & ¢(z, y), il dé-

termine ces constantes, ou, si cette détermination est impossible, reconnait
que lintégrale cherchée est transcendante (Comptes rendus, 1880).
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M. Rarry, dans sa thése de doctorat (Paris, 1883), a donné un autre
procédé pour déterminer le- degré de la’ relation ¢(x, I) = o, par des
opérations purement arithmétiques.

Ces méthodes ont l'inconvénient de ne pas fournir sous une forme
explicite les conditions nécessaires et suffisantes pour que lintégrale soit
algébrique; la méthode que nous allons développer nous semble remplir
ce but, d'une maniére relativement simple.

Elle repose sur la théorie des fonctions fuchsiennes, dont M. Poixcark
a montré la liaision intime avec la théorie des intégrales abéliennes.

3. Soit p le genre de la courbe f(x, y) = 0; il résulte des recher-
ches de M. Poincari que les coordonnées, z et y, peuvent étre con-
sidérées comme des fonctions fuchsiennes, de genre p, d'un parametre ¢:
nous choisirons des fonctions de la premiére famille.

Le polygone R, générateur de ces fonctions, jouira des propriétés
suivantes: il a 4p cotés; les cotés opposés sont conjuguées deux & deux,
c. 4. d. transformés l'un dans Vautre par une des substitutions du groupe
fuchsien correspondant, G; et la somme de ses angles est égale a 2.

De plus, ab et a't’ étant deux cOtés opposés, tels que les points
a et ¥ correspondent respe‘ctivement a a et b par la substitution qui
transforme ab en @'¥, si I'on déerit R, en partant de @, dans le sens ab,
on parcourt le coété a'0’ dans le sens b'a’.

Cela posé, remplagons dans lintégrale I, = et y par leurs valeurs
en fonction fuchsienne de ¢, et désignons par ¢(¢) la fonction ¢ (x(t), y(£)),

il viendra:
dx
I=/¢(t)—c-ﬁdt.

. . d . . .
¢(t) est une fonction fuchsienne de ¢; ﬁ est une fonction thétafuchsienne

du premier degré, c. a. d. telle qu'on ait:

BEED) < F(o). gt + 0

) ::i g) une des substitutions de &, et en supposant

ad — fr.= 1. Cela résulte immédiatement de ce que la fonction z(?)
ne change pas si I'on y opére la substitution précédente.

en désignant par <t
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On aura done, en posant:
6(t) = ¢(0)%;
‘ dt
pour Pexpression de I:

1= [6(t)at

O(t) ¢tant également une fonction thétafuchsicnne du premier degre.

4. Lintégrale I, si elle est algébrique, sera, d’aprés ABer, une
fonction rationnelle de x et 4, c. &. d. une fonction fuchsienne de ¢, et
réciproquement; la question cst ainsi ramenée & la recherche des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que lintégrale d’'une fonction théta-
fuchsienne du premicr degré soit une fonction fuchsienne.

Soit donc

1(t) = [6(t)dt.

I devant étre une fonction uniforme de ¢, dans lintéricur du cercle
fondamental, il est tout d’abord nécessaire que les résidus de 6(¢), o lin-
térieur du polygone R, soient nuls.

Ces conditions reviennent aux premiéres conditions de Brior et
Bouquer: le résidu de @(¢) relatif 4 un infini a de cette fonction est en

v . . . I , , .
cffet égal a la valeur de I'intégrale Py f(-)(t)dt le long d'un petit contour

entourant le point a. Soient @, b les coordonnées du point d'argument
a sur la courbe f(z, ) = o; supposons d’abord que ce point ne soit pas
un point critique pour la fonction y, de 2z, définie par la relation
f(x, ¥) = o. Quand, dans le plan des quantités ¢, le point ¢ décrit un
contour élémentaire autour du point «, le point x, dans le plan des quan-
tités @, décrit une seule fois un contour élémentaire autour du point a,

¢t comme on a
Az

0(t) — ¢, )%,

Vintégrale f@(t)dt le long du contour considéré, est égale a lintégrale
./'g;(x, y)dz le long d'un petit contour entourant le point @, qui est
un infini de ¢ (v, 9), et de I, c. a. d. égale au produit de 27 par le
résidu de la fonction ¢(x, y), considérée comme fonction de x, pour le
point © == a; ou encore a la période polaire de I, pour le point z = a.
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Si le point @ est un point critique de la fonction y, on aura, aux en-
virons de la valeur ¢ = a:

v—a=(—af&(t); y— b= (—a)7();

& et y étant deux fonctions ne devenant ni nulles ni infinics pour ¢ == a;
q et r désignant deux entiers positifs. Il en résultera pour ¢(x, y) unc
expression de la forme (¢ — a)~'y(¢), s étant un entier négatif. Quand ¢
décrit un petit cercle autour du point a«, x décrit ¢ fois un petit contour
autour du point «; aux cnvirons de ce point, on aura d'ailleurs pour
¢(z, y) un développement de la forme:

$ 11—+

¢, y)y =A(w—a) "+ Bx—a)' + ... + Hz

a) 4.

et la valeur de lintégrale fgp(x, y)dr, quand x décrit ¢ fois un contour
éléinentaire autour du point ¢ scra égal a 2qizll, c. a. d. a la période
polaire de I, pour le point z = a.

Il en résulte que, dans tous les cas, les conditions obtenues en écri-
vant que les résidus de ¢(x, y)% dans lintéricur de R, sont nuls, ex-
priment que lintégrale f o{z, y)ydx n’a pas de périvde polaire, ce qui revient
aux premiéres conditions de Brior ct Bouquer.

9. Supposons ces conditions remplies, I(¢) sera, dans le cercle fon-
damental, fonction uniforme de £. Si c’est une fonetion fuchsienne, con-
sidérons, le long du périmétre de R, lintégrale J—-:fl(t)ﬁ(t)dt, ol

Ry
0(t) désigne une fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un: il
existe p de ces fonctions, linéairement distinctes, si p est le genre des
fonctions fuchsiennes considérées. Je dis que lintégrale J est nulle.

Soient en effet ab et a't’ deux cotés opposés de R, transformés I'un

, o L. ' at + 3 _a+p
dans l'autre par la substitution <t, s (7,) et posons ¢ = SR
Les éléments de J, relatifs a4 deux points correspondants ¢ ct ¢,

sur les cotés ab et «'b’ sont I(¢)6(¢)dt et — I(t,)0(¢t,)dt,.

Or on a:
I(tl) = I(t)’

()it + 0)%
= di(yt 4+ 6)7?,

D
=~
o
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donc:
I(¢)0(t)dt, = I(t)0(t)dt

et par suite l'intégrale J est nulle le long de RB,. En dautres termes,
la somme des résidus de la fonction I(¢)6(¢) est nulle dans lintérieur
de R,.

6(t) étant une fonction holomorphe, les infinis de I(¢)6(¢) sont ceux
de I(t), c. a. d. de 6(¢), et les résidus correspondants se calculent sans
difficulté quand on connait le développement de @(¢) suivant les puis-
sances croissantes de ¢/ -— «, autour du pdle { = a.

En donnant successivement a 6(¢) les valeurs 6,(¢), 6,(¢), ..., 0,(¢)
des p fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré um, linéairement
distinctes, on obtient ainsi p équations, exprimant que la somme des ré-
sidus, dans lintérieur de R,, des fonctions I(¢)6,(¢) est nulle. Nous
désignerons ces”équations sous le nom d’équations (E).

6. Les équations (E) sont elles suffisantes pour que lintégrale
I(t) soit une fonction fuchsienne? Il serait aisé de démontrer qu’il n'en
est rien; nous allons d’ailleurs donner une interprétation analytique de
ces équations, au point de vue de la nature de la fonction I.

Si la somme des résidus de chacune des p fonctions I(¢)6,(¢t) dans
Vintérieur de R, est nulle, la fonction I(#) sera égale 4 une fonction
fuchsienne augmentée d’une fonction linéaire et homogéne des intégrales
fo.(t)at, [o,(t)de, ..., [6,(¢)dr.

Pour démontrer cette proposition importante, nous supposerons, dans
le but d’abréger l'exposition, quon a p = 2: la méthode est d’ailleurs
absolument générale.

L'intégrale I(t) est, par hypothése, une fonction uniforme de ¢; or

on a, <t, %}—g) désignant toujours une des substitutions du groupe G:
at 4 o
o222) = oo+ 0
ou:

9(:: __:_- g> j—th i g) = 6(t); et, puisque I _—_-fﬁ(t)dt:

I(;—:—i g) = I(¢t) +m
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m étant une constante. Le groupe G dérive des 2p substitutions fonda-
mentales qui transforment 'un dans l'autre les cotés opposés de R,; si
p est égal 4 2, on aura quatre substitutions, et il viendra:

I(Z:f :: g.l) = I(t) + ;. (i=1,2,3,4)

Si Von désigne par G.(¢) l'intégrale f&k(t)dt, on aura de méme:

ait + B
G <nt + f) = G0+ %o

ait + ﬂl
& (Tit + 0

(i=1,2,8,4)

) = G,(t) + 2.

Les quantités m, &, et £, sont les périodes des intégrales I, G, et G,.
Cela posé, je dis que l'on peut déterminer deux constantes, 2, et A,
telles que la fonction

I(t) + 4,.G,(t) + 4G, (2)

soit une fonction fuchsienne. Il faut pour cela que cette fonction ne

ait + 5

change pas si 'on y remplace ¢ par 8, c.

a. d. qu'on ait:

m, + 4 &, + 1,8, =o,
m, + AL, + 1,8, =o0,
m, + A48, + A%,
m, + A&, + A28, =o

(A)

It
o

Il s’agit de montrer que ces quatre équations en A, 4, sont com-
patibles, si les résidus de chacune des fonctions I(t)0,(¢t) et I(t)6,(¢)
ont une somme nulle, c. a. d. si les intégrales fI(t)ﬂl(t)dt et fI(t)ﬂg(t)dt
sont nulles le long de R,.

Or soient toujours a,b. et ab, deux cotés opposés de R, tels que

ait + i
Tt + o
pour la partie de lintégrale f I()6,(t)dt qui correspond & ces cotés, la
valeur:

ab se transforme en a'b’ par la substitution <t ); on a évidemment,

b
m,fﬂk(z) dz. (;:::, 3, 4)
ai
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Désignons l'intégrale qui figure dans cette expression par w,; on aura
done:
®) l mo, + mo, + neo, +mneo, =o,

lmlw21 + myw,, + mw,, + 9,0, = O.

St Ton éerit que Vintégrale ka(t)ﬁ,(t) est nulle le long de R (la fone-
tion G,(t)0,(t) est en effet holomorphe dans R ), on aura de méme en
donnant a & et [ les valeurs 1 et 2, les quatre équations:

| + 5213“)13 + ‘914“’14 == 0,
! 5‘321")11 + “(“)22 12 + ‘923(‘)13 + ‘Q“wu = 0,
|
+
+

w 2 w
w

©)

|

(.
"(“)13(023 ‘314(‘)24 Oy

) —
'g"23w23 ‘924‘024 = 0O

Considérons maintenant la premiére équation (B) et les deux premicres
équations (C); si les déterminants qu’on peut former en combinant 3 des
colonnes de la matrice:

'ﬂll m, m, n,
(D) lQll hQl? 913 '914
'92 1 !'!2 2 !22 3 Q‘l 4

ne sont pas tous nuls, on tirera de ces équations les valeurs proportion-

nelles de w,.,, w,.., ©

117 127 13? 14°
La deuxi¢me équation (B) et les deux derniéres équations (C) mon-
trent alors qu'on aura des valeurs proportionnelles identiques pour

Wy, @

9 w

227 237 w24'

Il en résulte qu'on pourra former une fonction () =p, 0,(t)4p,0,(t),
et p, étant des constantes, telle que les quantités @ correspondantes

solent toutes nulles, c. a. d. telles que lintégrale f{?(t)(lt soit nulle le
long de chacun des cotés du polygone R,.
Je dis que, dans ce cas, l'intégrale G(¢) =f0(1‘)(h‘ serait une fone-
. . ‘ it + 3
tion fuchsienne de ¢. Evaluons en effet G(;t—i/of) On a:
ait+ 7
yit+0;

G(}f j:—@> — () = fo(t.

t
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Soit &, la valeur commune des deux membres; £, est la valeur de
fﬂ(t)dt le long d’une ligne qui joint deux points quelconques, trans-
{lit + /91

= ): si 'un de ces points
it + 0;

formés l'un de V'autre par la substitution (t,
est un sommet de R, le second sera également un sommet, et intégrale
pourra étre prise le long du périmétre du polygone, cntre ces deux
points. L'intégrale £, sera donc unc somme d’intégrales o, et sera par
suite ¢gale a zéro. On en conclut que G(¢) est bien une fonction fuch-
sicnne, résultat absurde puisque G(¢) est holomorphe dans le polygone R,.

Pour échapper a cette conclusion, il faut nécessairement admettre
que les déterminants formés avec 3 colonnes quelconques de la matrice
(D) sont nuls: c’est précisément la condition pour que les équations (A)
se réduisent a deux d'entre clles.

Ces équations d'ailleurs, donneront toujours pour A et 4, des va-
leurs finies; il ne pourrait en étre autrement que si les déterminants
d’ordre deux formés avec la matrice

() ()
"211 ~12 el I} 14
() () () ()

étaient tous nuls, ce qui est impossible, car, autrement, on formerait unc
fonction

m G (1) + G (1),

pour laquelle toutes les périodes seraient nulles.

Le théoréme énoncé plus haut, sur la signification des équations (I)
est. donc démontré.

7. Ces équations peuvent sc mettre sous une forme plus commode
au point de vue des applications.

Le résidu de la fonction I(¢)6,(¢), velatif & un infini, t = «, de [
est en cffet ¢gal a la valeur de lintégrale

’

N IGIXOY

27

le long d’un contour infiniment petit, enveloppant le point ¢ = o5 or en

Acta mathematica., 10. Troprimé le 22 AoOt 1887, N

ye
ol
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désignant toujours par G,(¢) la fonction fﬂ t)dt, on a, en intégrant
par parties:

JIB0(1)dt = T(6)@,(t) — [6(t) G, (t)dt.

La fonction I(¢)G,(t) étant uniforme a la méme valeur & lorigine et &
la fin du contour; le résidu de I(¢)6,(¢), pour le podle ¢ = a, est done
¢gal, et de signe contraire, au résidu de 6(¢)G;(¢) pour le méme pole,
et les c¢quations (E) exprimeront que la somme des résidus de cette
derniére fonction, dans le polygone R, est nulle. ‘

8. Appliquons maintenant ces résultats & lintégrale fgz(a:, y)dx;
x et y étant liées par la relation de genre p, f(z, y) = o.

On sait que les fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré un,

0.(t), 0,(t), ..., 6,(1),
ont les expressions suivantes:
0,(t) = L
dt fz’/

x et y étant remplacées dans le second membre par leurs valeurs en

(i=1,2, .., p)

fonction fuchsienne de ¢, et P,(z, y) désignant le premier membre de
Iéquation d’une courbe de degré »-— 3 adjointe &4 la courbe f= o,
supposée de degré =.

On aura alors

dz Py
‘/0 [t — _Q. I:(Es 1/\ dt

’

dt o

et par suite, dans le plan des quantités x, il viendra:

G,(%) __fp(; ‘/)]

G, sera donc une intégrale abélienne de premiére espéce.
Quant a la valeur de lintégrale f8(t) G.(t)dt, le long d’un contour

infiniment petit enveloppant un poéle de 8(¢), elle est égale, d’aprés le
raisonnement fait au n° 4, 4 la période polaire de l'intégrale

S, 9)Gi(x)de,

correspondant & un infini, x = a, de la fonction I(x).
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L’intégrale
I =f¢ (x9 y)dx

sera donc égale 4 une fonction rationnelle de x et y, augmentée d'une
intégrale abélienne de premiére espéce, si la somme des périodes polaires
de lintégrale fgo(x, y)G(x)dr, dans tout le plan, est égale & zéro. On
peut par suite énoncer le théoréme suivant.

.Théoréme I. Soient: f(x,y) = o Uéquation d'une courbe algébrique
de genre p; ¢(x, y) une fonction rationnelle quelconque de x et y;
G, G,, ..., G, p intégrales abéliennes de premiére espéce distinctes,
appartenant & la courbe f = o.

Pour que Uintégrale I = f ¢(x, y)dx se réduise @ une fonction ra-
tionnelle de x, y, augmentée d'une intégrale de premiére espéce, il faut
et il suffit:

1° que cette intégrale w'admette aucune période polaire;

2° que la somme des périodes polaires de chacune des intégrales
fgo(:c, y) Gi(x)dx soit nulle.

9. Les derniéres conditions s'expriment aussi aisément que les pre-
mieres et évidemment sans aucun signe d'intégration si les premidres sont
satisfaites; il suffit, dans le développement de la fonction ¢(z, y)G.(x),
autour d’un point = @, qui cst un infini de lintégrale I, de calculer

le coefficient du terme en

r—a
On ne doit pas perdre de vue que I devient infini pour z = oo
st le numérateur de ¢(z, y) n'est pas d'un degré inférieur de deux unités

au moins, au degré du numératcur, et l'on devra en posant x ==— cal-

I 90(?

culer également le coefficient de ~ dans le développement de —

§\
=
SN—

aux environs du point 2’ = o.
Nous allons donner un exemple simple de Lapplication du théoréme L.

10. Soit

: Q= )
#00) = 5,y
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@ ct B ¢étant deux polynomes entiers, tels que le degré de @ soit in-
férieur de deux unités & cclul de R: lintégrale

1 :fg:(.zt, y)dx

ne devient infinic que pour des valeurs finies de @, et ces valeurs sont
celles qui annulent simultanément B(w, y) et f(r, y). Pour que Vinté-

arale fg(,n, ypde, ou, dans le plan des ¢, pour que lintégrale

Iy (v l/) ot “t

)

(G,

)

se reduise a une fonction rvationnelle de x, y, augmentée d'une intégrale
de premicre expéce, il faut tout d’abord que les poles de la fonction
(I{’%%I/; g% soient des poles dordre au moins égal a 2; ccla résulte de
ce que les résidus correspondant o ces poles doivent étre nuls,  En
dautre termes, la courbe R = o doit avoir avec la courbe f== o un
contact du premier ordre au moing, en tous les points, non situés sur la
courbe ¢ = o, ot clle la rencontre; si, en un de ces points, ¢ = o a
avec f= 0 un contact d’ordre p, B = o devra y avoir avec f= o un
contact d'ordre v, v étant tel quion ait v > 4 + 2, ou y<p.
Admettons, pour fixer les idées, que la courbe R = o touche la
courbe f= 0, en un certain nombre de points, de coordonnées a, b;
27 [)

comnuns aux deux premicres; les infinis de Uintégrale I seront les points

a,, b, ¢t que la courbe @ == o passe par tous les autres points

a a

0y Ogy veen
points critiques pour la fonction y de w, qui véritie U'équation f(x, y) = o.

Supposons, pour simplifier, que ces points ne solent pas des

Nous devons éerire  en premier licu que la période polaire, pour

le point x = a, de¢ Tintégrale [ est nulle, ¢. . d. que dans le dévelop
pement de ¢(x, ) suivant les puissances croissantes de x —a = &, le

. 1
cocfficient du terme 7 sannule.
L
Or on a:

Qe u) Gl by + Qe b) + ...

Rie, o) W

2
<~

B A \
R%ay by + gll (y ) + ...
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en posant:

, ? R,
Q(a, ) = vQ A

. . oI R, R ,, | R ,,
Vi ((l, b) = el + 2 5uab Y +5L’1;' %!/ ’

3

et [n ?*R *R R,
i (“’ 1))_ +‘)9a3l1 +39191’/ +3[‘J

R ' 'y
T S S S+ G

’ rro 2 . p d.‘/ ’l. q (ZS!/ M " J
Y, ¥y, ¥y étant les valeurs de de? i gps tu point a, b.
. . 1 ) , 2
L¢ coefficient de 7 ost ¢gal, dans le développement de %, a
2 1 diri
e BB — QR
on doit donc avoir la premiére série d’équations:
ay, by
3@(a, HR'(a, b) — Q(d, B)R"(a, b) = o. <a,b—=[ff?{_'f?)

Les valeurs de y', y”, 4" se calculent a Faide de la relation f(x, y) = o.

) 1 ,
I1 faut maintenant calculer le termme en 7 dans le développement
{1

de ¢(x, y)G,(x); comme il n'y a pas de terme en 711 dans ¢(z, ¥), ¢t que

I . 20 ,
le terme en s ost égal a s On aura, pour le terme cherché:
(3 3

2Q(a, b) 44,
R'(a, b) da’

Cl (;1

Ta étant la dérivée pour z = g, de la fonction

G, = f B Dy,
Joo
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cette dérivée est dont
l)i((l,ﬂ
of ’
a_b(a’ﬁ b)

On aura ainsi, la seconde série d’équations:

Qay, D) Pilayy b) | Qs B Pilay, by

" ’ a i’ a
L ((1,, bl)—al_(‘((Llﬁ bl) R (0‘2) bz)a*bf‘(a‘n bz)

4 ...=o0.

La somme s'étend a toutes les valeurs de @ et b qui annulent simul-
tanément R(x, y) et f(x, y), sans annuler Q(z, ¥); en mettant successive-
ment a la place de P, les fonctions P, P,, ..., P,, on obtient p équa-
tions dans cette scconde série; rappelons que les polynomes

Pz, g)y Pyl ) -

sont les premiers membres des équations de p courbes d’ordre n — 3,
adjointes & la courbe f= o, et linéairement distinctes.

Si les fonctions @ et R vérifient. les deux séries d’équations qui pré-

.
cédent, Vintégrale —«—gt;’ ?;;dx, est nécessairement égale & une fonction ra-
Ay
tionnelle de z, y, augmentée d’une intégrale de premiére espéce, appar-
tenant a la courbe f(z, y) = o.

Il nous reste maintenant afin de terminer I'exainen du probleme pri-
mitif, & chercher les conditions nécessaires ¢t suffisantes pour que les inté-
grales de premicére espéce disparaissent dans l'expression de lintégrale
fgf(x, y)dz, qui se réduira ainsi & une fonction rationnelle de z, y.

11. Revenons & cet effet & Vintégrale

1(¢) —[6(t)dt.

Si cette intégrale est uniforme, et si les équations que nous avons dé-
signées par (E) sont vérifices, on aura:

I(t) = F(t) + A,G,(t) + L,G,(t) + ...+ A,G, (1),

F(t) étant une fonction fuchsienne et G,(¢) désignant toujours lintégrale
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fﬂi(t)dt. Nous allons chercher & quelles conditions doit satisfaire 6(t),
pour qu’'on ait
A=A =...=o0.

Soit & cet effet {(¢) une fonction thétafuchsienne du premier degré,
n'ayant dans R, qu'un péle double, ¢ = 5. On voit comme au n°5 que
I'intégrale fI(t t)dt est nulle le long du périmétre de R, si I(t) est
une fonction fudlslenne, c. a. d. se réduit & F(¢).

En considérant successivement p fonctions telles que &(¢), que nous
désignerons par

G0) &8), - G(0),

admettant respectivement pour infinis doubles les quantités

ﬂl’ ﬂ?’ Tt Iel"

on obtient ainsi p. équations, auxquelles satisfait l'intégrale I(¢), dans le
cas ou elle se reduit & une fonction fuchsienne.

Nous allons montrer maintenant que si ces équations sont vérifiées,
I est nécessairement une fonection fuchsienne.

On a en effet:

f[ )& (8)dt — fF t)dt +f[x + .+ AG(D])E0)d.

Or la premicre intégrale du second membre est nulle, puisque F(¢) est
une fonction fuchsienne; la deuxiéme est égale & 27i multiplié par la
somme des résidus dans R, de la fonction

WG 4+ 4Gy + ...+ 2,6

Cette fonction n’a pas d’autre pdle que le péle double fi; dailleurs le
résidu de (¢) par rapport a ce pole est nul, car l’intégrale f{‘i(t)dt est
nulle le long de R, par cela seul que {(¢) est une fonction théta-
fuchsienne de deO'ré un.  Soit 4; le coefficient, nécessairement différent
de zéro, de (t——ﬁ,)2 dans le développement de (¢) suivant les puissances

croissantes de ¢ — J

i
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Le résidu de

WG, + 0,6, 404

par rapport au pole 3, sera ainsi égal a la valenr, pour ¢ = g, de la
fonetion

ot 2 5t

Al i, ]
A,.</\,—~‘+)\ -+...),
c. 2. d. de

Al[)‘x{)l(l9f> + z;z”-z(ﬁt’) + \l

On a done les p relations:

MO(B) + A0,8) + ... + 4,0,(53,) = o. (=12

Or les quantités 5, sont arbitraires; si on les choisit de mani¢re a ne pas
annuler le déterminant des relations précédentes, c. a. d. de manicére a ne
pas annuler une méme fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un,
on tirera nécessairement de ces relations

A=l =...=o0

12. On peut, comme au n° 7 mettre les conditions précédentes
sous une autre forme; soit en effet

Hi(t) = [&(1)dt;

II,(1) est une fonction uniforme de ¢, dans le cercle fondamental, puisque
le résidu de (¢) correspondant au pole double fj;, est nul. 1l en résulte
quan lieu d'écrire que la somme des résidus dans R,
I(t)5(t) est nulle, on peut écrire le méme résultat pour la fonction
H(H) H(t).

13. Pour appliquer ces résultats & lintégrale fgz(m, y)de, il faut

de la fonction

dabord chercher Vexpression de H;() en fonction de .

H, étant une intégrale qui n’a qu'un infini, on voit sans difficulté
que, dans le plan des quantités @, cette intégrale est une intégrale abé-
lienne de seconde espéce, et Pon a ainsi:

Lile, )

H,(T) = (71‘,

37
"/f (hie + by + 1)
Qy )

e



Sur les intégrales algébriques de différentielles algébriques. 207

hie + ky + I, = o étant I'équation d'une tangente quelconque & la courbe
=05 &z, y) = o Pégnation d'une courbe de degré 2 -— 2, adjointe a
la précédente supposée de degré m, ct la coupant aux points, autres que
le point de contact, on eclle est rencontrée par la tangente considérée.

Il en résulte, comme au n® 8, que les conditions qu’on vient de
trouver, expriment que la somme des périodes polaires de chacune des
intégrales

f¢ H(x)dx

est. nulle.  On peut donc énoncer finalement la proposition suivante qui
résume notre théorie,
Théoréme II. Soient: f(x, y) = o Uéquation dune courbe algé-
brique de genre p; ¢(x, y) une fonction rationnelle quelconque de x et y;
G, G
H, ..., H, pintégrales de deurxiéme espéce appurtenant i la courbe =
Pour que Uintégrale [g'(m, y)yda se véduise  une fonction ration-
nelle de x, y, i faut et il suffit:
que cette intégrale w'ait pas de période polaire;
que la somme des périodes polaives de chacune des intégrales
fg: x, )G (x)dx soit nulle;

A0

gr -y Gy p intégrales aliéliennes de premiére espéce distinctes;

que la somme des périodes polaives de chacune des intégrales

f ¢lo, y)H (x)dx soit également nulle.

La pemode polaire d’une intégrale fF(.T, y)dxz, pour un infini r = a
de cette intégrale est ainsi définie: supposons que pour revenir i la méme
valenr de F(z, y) il faille faire décrire a la variable 2 ¢ foils un con-
tour infiniment petit autour du point a; la période polaire sera la va-
leur que prend lintégrale quand la variable déerit ¢ fois ce contour.

Si @ n'est pas un point critique pour la fonction y, qui vérific la
relation f(z, y) = o, la fonction F(x, y) se développera suivant les puis-
sances croissantes enticres de x — a, et la période polaire sera égale & 27i
fois le résidu correspondant.

Si @ est un point critique, il sera néeessaire de calenler les développe-
ments de y et F(z, y) suivant les puissances croissantes et fractionnaires

1

Il faut toutelois, pour que les conditions 3° soient suffisantes, que les points de
la courbe [==0 ou les p fonctions H; deviennent infinies, ne soient pas sur une méme
courbe de degré n — 3 adjointe & la courbe [f=0 (n° 11).

Acta mathematica. 10, Imprimé e 1 Septembre 1887. 3R
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I

de a; le coefficient de dans le dernier développement fournira la

période polaire.

Comme les conditions 2° les conditions 3° ne renferment ancun
signe d’intégration si les conditions 1° sont vérifiées.

14. En appliquant ces principes & lexemple traité au n° 9, on
trouve aisément pour la troisiéme série d’équations, les p relations
suivantes, ot ¢,, d, sont les coordonnées du point de la courbe f= o0
ou H; devient infini:

2Q(ay, b)) & (’1'13 b,) 20(a,, b,) Q:(a,, b,)
o + - + ..
R"(a,, bl)a? (a:, blhia, + kb, + 1) R (a,, bz)a—b—(az, b)[hias + kib, + 1)
i 2
Qe 4)2uei, 4 R

’

- 3 d*y
R(Ci, di)a—;—if;(ch d|)k<(ﬁ),‘

dz’

f(x, y) = o. ‘
15. Remarque. Les conditions données par le théoréme II ont une

signification simple, qui résulte immédiatement de tout ce qui précéde.
Supposons lintégrale f ¢(x, y)do décomposée par le procédé classique
en intégrales abéliennes de premiére, de seconde et de troisiéme espéce.
Les conditions 1° expriment que les intégrales de troisiéme cspece
disparaissent;
les conditions 2°, que la somme des intégrales de seconde espéce
se réduit & une fonction rationnelle de x, y;
les conditions 3° que les intégrales de premiére espéce disparaissent

: . d? sy . .
(d y)étant, au point ¢, d;, la valeur de Tﬂ, déduite de P'équation

a leur tour.

' Of. BrioT et BouquET, Fonctions elliptiques, p. 176—177.




