SUR CERTAINES OPERATIONS
FONCTIONNELLES

REPRESENTEES PAR DES INTEGRALES DEFINIES

PAR

S. PINCHERLE

‘s BOLOGNE.

Le présent travail a pour objet d'esquisser quelques points de la
théorie des expressions propres a représenter des fonctions analytiques et
données sous forme d’intégrales définies. Je me borne ici aux expres-
sions de la forme

JA, y)e(y)dy,

ou lintégrale est prise le long d’une ligne quelconque du plan y. Je
me place & un point de vue qui n'est pas sans précédents,’ mais qui,
a ce que je crois, n'a pas encore été abordé d’une manicre générale. Je
considére en effet l'expression ci-dessus comme un algorithme appliqué au
sujet variable ¢(y) et dont les propriétés essentielles dépendent de la
fonction A(x, y). Ces propriétés sont de deux sortes, formelles et effec-
tives, et bien que la démarcation entre elles ne soit pas toujours nette-
ment tranchée, je m'en occuperai séparément dans les deux parties de
ce mémoire.

' V. & ce sujet une courte notice historique placée en téte de mon mémoire Sopra
alcune operazioni funzionali. Memorie dell’ Accad. di Bologna, 8. IV, T. VII,
1886,
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I.

1. Soit A(z, y) une fonction analytique de deux variables. D’aprés
la définition de M. WEIERSTRASS, cette fonction est réguliére dans le do-
maine d'une couple de valeurs (z,, y,) quand elle est développable, sous
les conditions

|x——x0|<6, I?/_yo|<év

en une série de puissances entiéres et positives de r — z,, y —y,. lLa
fonction A(z, y) pourra d’ailleurs avoir des singularités quelconques, et
chaque point y, pris dans le plan y, déterminera dans le plan z le sy-
steme, correspondant ¢ y, des singularités de la fonction A(x, y).

Soit ! une ligne, définie analytiquement, et ayant une longueur finie
et déterminée, tracée dans le plan y. Si l'on fait varier y le long de
cette ligne, les singularités correspondante décrivent dans le plan =z,
certains lieux géométriques correspondants a I; (coupures, selon I'expres-
sion de M™ HermiTE et Goursat). Dans les cas les plus communs, ces
coupures sont des lignes, mais elles peuvent étre aussi des points ou des
aires. J'indiquerai par 7, un champ connexe, pris dans le plan z, et
tel que les coupures correspondant & ! n’aient aucun point commun
avec T,.

2. Cela posé:

A. »Si ¢(y) est une fonction 4 une seule valeur, finie et continue,
arbitrairement donnée pour les points de la ligne [, I'expression

(1) SA, y)¢(y)dy

ou lintégration est faite le long de la ligne I, représente, a l'intérieur
du champ 7,, une fonction analytique et monogéne' de z.»

Prenons en effet un point quelconque z, a lintérieur de 7,. Du
point x, comme centre, décrivons un cercle (cercle r) avec un rayon r
au plus égal a la limite inférieure des distances de x, aux conpures cor-
respondant & [. Pour tout point y de la ligne I, la fonction 4(x, y) est
réguliere pour les valeurs de « comprises dans un cercle de centre z, et

! Dans le sens adopté par M™ WEIERSTRASS et MIFTAG-LEFFLER.
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de rayon au moins égal a r; eclle peut par conséquent se développer en
une série de puissances de z — x,, dont les coefficients sont des fonctions
de y régulicres en chaque point de /. Si donc l'on pose

8 A, ) = E A0, e — ),
on aura
(n) 1/1
| Ay, )| < ;”E’

ot M est une quantité positive au moins égale a la limite des modules
de A(z, y) pour z intérieur au cercle r et y pris le long de la ligne
l, et v est un nombre positif moindre que r. Pour les couples de va-
leurs de , 4 prises comme on vient de le dire, la séric (2) est donc
convergente absolument et uniformément; on peut la multiplier par
¢(y)dy et intégrer le long de [, et il vient:

A, gy)dy = Z(o— z,) [ Az, y)¢ (y)dy.
H 14

L'expression (1) équivaut done, 4 Vintérieur du cercle », & une série con-
vergente de puissances entiéres et positives de x — x,, et représente par
conséquent une fonction analytique, c. q. f. d.!

3. Il est clair que la fonction ainsi définie peut étre continuée ana-
lytiquement de proche en proche pour tout Vintérieur du champ T7, et
qu'elle représente par conséquent, & lintérieur de ce champ, une seule et
méme fonction f{z) monogéne. Toutefois, si I'on considére un champ T
satisfaisant aux mémes hypothéses que T,, mais tel que l'on ne puisse
passer de 7, & 77 sans traverser les coupures, la mémec expression (1)
représentera- en général dans les deux champs deux fonctions analytiques
différentes.

! (e théoréme, sous des hypothéses différentes et pour y réel, se trouve démontré

dans I Habilitationsschriff du jeune et regretté géomdtre L. SCHEEFFER; un théoréme sem-
blable est admis aussi par M. GOURSAT au début de son beau mémoire Sur uie classe de
Sonctions représentées par des intégrales définies (ce journal T. 2). J’ai cru devoir reprendre
ce théordme, d’abord parce qu’il est fondamental Pour ce qui va suivre, ensuite parce que
la démonstration que jen donne, faite au point de vue de M. WEIERSTRASS, est toute
différente de celle de ScHEEFrFER, fondée sur le concept de fonction de variuble complexe
sélon CAucHY et RIEMANN.
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4. Une démonstration tout-a-fait semblable servirait a prouver les
deux propositions suivantes:

B. »Dans le champ T,, la dérivée de la fonction f(x) s'obtient en
dérivant sous le signe.»

C. »L’expression

[ [A, y)Bly, te(t)dyat,
ol

sous des hypothéses analogues et dans un champ T, défini comme ci-
dessus, représente une fonction analytique de z; et sous les mémes hy-
potheéses, on peut intervertir 'ordre des intégrations.»

5. On pourrait aisément rendre moins restrictives les hypothéses
faites sur la fonction ¢(y), mais cela n’est pas nécessaire pour le but de
ce travail. Au contraire, je supposerai dorénavant que ¢(y) soit une
fonction analytique de la variable y, réguliére pour tous les points de
la ligne /.

6. Si l'on pose

f(x) = [A(x, y)¢ly)dy,

ot x est pris dans le champ T, on peut regarder A(z, y) comme une
fonction donnée, fixe, tandis que ¢(y) pourra varier, tout en restant
comprise en certaines classes déterminées. Je regarderai I'expression (1)
comme un algorithme ou une opération fonctionnelle exécutée sur la fonc-
tion ¢(y). La nature de cette opération dépend surtout de la fonction
A(z, y), que jappellerai fonction caractéristique de 1'algorithme.

La fonction caractéristique et la ligne d’intégration restant fixées, la
relation entre ¢(y) et f(x) peut s'écrire d'une facon abrégée:

(3) f(z) = A(¢).

Lorsque la fonction ¢(y) varie, sans cesser d’appartenir & une certaine
classe déterminée, la fonction f(x) varie d’une fagon correspondante, en
restant comprise dans certaines classes déterminées par la relation (3).
Cette relation peut donc servir & exprimer, non seulement une dépen-
dance entre les deux fonctions f et ¢, mais encore une correspondance
entre deux classes de fonctions analytiques. Pour en donner un exemple,
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il suffit de rappeler la transformation de Larpace, qui nest autre
chose qu'une correspondance de cette espéce, et dont M. PoINCARE a
tout récemment renouvelé l'usage d'une fagon si efficace, dans l'étude
des intégrales irréguli¢res des équations différentielles linéaires.’

7. Remarquons une fois pour toutes que pour chaque ligne d’in-
tégration [, il existe' en général des fonctions analytiques telles que

(4) [fy)dy = o.

J'indique ces fonctions par ,(y).
La fonction

o(z, y) = glui(x)wi(y)

ou les fonctions «,(x) sont arbitraires, satisfait pareillement & 1’équation
(4) quel que soit # et méme pour n» = oo si la série est intégrable terme
a terme. (Il suffit pour cela qu'elle soit convergente uniformément ou
qu'elle satisfasse & l'autre condition moins restrictive récemment donnée
par M. ARZELA?).

8. L’un des problémes les plus importants qui se présentent dans
I'étude de la correspondance définie par la relation (3), est le suivant:

»Etant données la fonction caractéristique A(z, »), la ligne d'inté-
gration I, et une fonction f(x) dans le champ 7, déterminer la fonc-
tion ¢(y).»

Ce probléme, qu'on a appelé »inversion des intégrales définiesy,® et qui
se présente fréquemment en Physique mathématique et notamment dans
la théorie du potentiel, a été traité dans de nombreux cas particuliers,
mais il nest pas & ma connaissance qu'il en ait été fait une étude gé-
nérale. Pour l'historique de la question, je renvoie & mon mémoire déja
cité, publié par I'Académie de Bologne.

! American Journal of Mathematics, T. 7. — Acta Mathematica, T. 8.

* Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1885.

* LAURENT, Sur le calcul inverse des intégrales définies. Journal de Mathém.,
S. III, T. IV. Dans ce mémoire le probléme est énoncé en général, mais la solution
n'en est donnée que pour deux cas particuliers.
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lemarquons, en passant, que dans la plupart des eas, le probleme
du développement d'une fonction en série de fonctions données, se ra-
méne a une question d’inversion d'intégrales définies.

Le probléme d'inversion équivaut a la recherche de l'opération
inverse de A(g). D'aprés le § 7, cette opération sera e¢n général multi-
forme; or, je me propose d’étudier le cas oit 'unc des déterminations de
cette opération inverse peut se représenter par un algorithme de la méme
espéce que A(¢). En d'autres termes, je m'occuperai du cas ou il
existe une fonction Ay, {) et une ligne d'intégration 2 telles que l'on
ait (au moins pour certaines classes de fonctions ¢ ct f):

¢(y) = [AG. Of (61t

comme conséquence de
— )
f= A(¢).

En ce cas, le probléme d'inversion revient a la recherche de la fonction
A(y, t), que jappellerai fonction réciproque de A(x, y).

Je ferai précéder cette recherche des considérations suivantes.

9. Soient deux opérations 4, B définies par les fonctions carac-
téristiques A(x, y), B(y, t). Si l'on exécute sur une fonction ¢, d'abord
Vopération B, puis lopération 4 sur le résultat obtenu, cette double
opération pourra s'appeler le produit des deux opérations A, B, et on
pourra l'indiquer par

AB(¢).

On doit toujours supposer vérifices les conditions sous lesquelles ces ope-
rations ont une signification déterminée, p.- ex. les conditions suffisantes
énoncées au § 2. Je n'insisterai donc pas ici sur ces conditions, d’autant
plus qu’il ne sg'agit pour le moment que du coté formel de la question.
On a, en indiquant par I’ la ligne d’intégration dans le plan ¢:

AB(¢) = [A(r, y) [ By, ¢ (t)dtdy
que T'on peut écrire (§ 4, O)

//A(w, ) By, )ydyg(t)dt;
v
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d’ott il suit que lopération AB(¢) est de la méme nature que A(g),
et a pour fonction caractéristique

[A@, y)Bly, t)dy.

On définirait de méme le produit de trois ou d’un nombre quelconque
d'opérations de la méme nature que 4.

10. Le produit des opérations A4, tel quon vient de le définir,
satisfait aux lois distributives et associatives. Cela se vérifie sans diffi-
culté. Mais le produit de deux opérations A ne satisfait pas, en général,
a la loi commutative.

11. Si Ay, ¢) est la fonction réciproque de A(z, y) on aura

AA(¢) = ¢,

¢’'est-a-dire la fonction
Ulx, t) =fA(§c, Ay, Hdy

est telle, quan moins pour certaines classes de fonctions ¢ et certaines
portions du plan # convenablement choisies, on a

(s) Ulg) = ¢
Telle est par exemple, pour les fonctions ¢ réguliéres dans une aire

v ey , . I
limitée par une courbe fermée, la fonction p——t

12.  Avant d’aller plus Idin, il nous faut examiner une espéce par-
ticulicre d'opérations (3): ce sont celles qui conservent la dérivation; cest-
a~dire (en indiquant les dérivées par des accents) telles que l'on ait:

(6) Alg) =1,  A(¢)=T1"

On peut faire sur ces opérations les remarques suivantes:

a. Les fonctions U telles que (5) conservent la dérivation.

b. Si une opération A conserve la dérivation, sa réciproque A la
conserve aussi.

c. Si une opération A conserve la dérivation, les fonctions A (y")
ne sont autre chose que les polynéomes de M. Aprpry.’

' Sur une classe de polynémes. (Annales de 'Ecole Normale supérieure, 1830.)
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En effet, d'aprés 'hypothése (6), l'opération A appliquée a une
constante donnera une constante; appliquée & y, elle donnera donc une
fonction linéaire en x; appliquée & #*, clle donnera un polynéme de
degré m en x. De plus, par la méme hypothése (6), si 'on pose

A{y") = a,(x)
on a
da,(x)

dz

= nd(y"') = na,_,(x),

ce qui est précisément la définition des polynomes de M. AppELL.

d. Réciproquement, si une opération A est telle que les fonctions
A(y") constituent un systéme de polynémes de M. ArpELL, cette opéra-
tion conserve la dérivation, au moins pour les séries de puissances. Cela
se vérifie aisément.

13. Le produit de deux opérations qui conservent la dérivation
jouit de la méme propriété. En effet, si les opérations 4 et B conser-
vent la dérivation, on a d'aprés ce qui précéde:

(7) A(!/n> — aoxn + nalx'n——l + <,'2L>a2mn—-2 + .. _|_ an’

(7) B(y") = A" + npa™ + ()8 4 o+ B

or, formons

AB(t") = [ [A(s, y) By, Ot dtdy,
on aura !
AB(t") = J Az, ?/)[/30?/" + 2By + (Z)/f;?/”‘? + ...+ ﬂn]dy,
d’on
AB(1") = fya,(3) + nBia,_1(7) + ... + Buts.

Mais ceci est encore un des systémes de polyndémes en question, et pre-
cisément celui que M. AppeLL indique par (4B),;' dou suit que l'opé-
ration 4B, au moins formellement et pour les séries de puissances, con-
serve encore la dérivation.

! Loe. cit., § 3.
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14. Il résulte de ce qui précéde que la recherche de la fonction
réciproque d’une fonction A(x, y) qui conserve la dérivation, pour une
ligne d'intégration donnée, dépend de la recherche des polyndémes que
M. APPELL nomme inverses des polynémes a,(x): or comme on peut
toujours construire ces polynomes inverses, il s'ensuit que l'on peut, au
moins formellement, intervertir 'opération 4.

15. Cherchons la forme générale des fonctions A(z, y) qui con-
servent la dérivation. A cet effet, soit

on aura, par hypothese,

j a—A~(”L"’—>so’(y)0ly = f"(x).

oy

!

Intégrons par parties la premiére de ces équations, et nous aurons:

() = 4z, NeW)],— [, )¢'(v)dy.

Or supposons que l'on ait:

(9) [A(x, 9)e)],= o
il vient

flo) = — [ 4@, 9)¢'(v)dy;

d’ol1, en dérivant sous le signe et en tenant compte de la seconde des
équations (8), on a:

(IO) f(aA(:xa ) + A (=, ’l)),o,(y)dy = o.

ey

i
Acta mathematica. 10. Imprimé le 6 Juin 1887, 21
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Cette équation est satisfaite quelle que soit la fonction ¢ si Ton prend

od(z, y) | 2d(z, y)
2 + oy
d’our

ol @ est une fonction arbitraire.

16. Revenons maintenant a la question générale que nous avons
posée au § 8, clest a dire & la détermination de la fonction réciproque
d'une fonction quelconque A(x, y). Je remarque que ce probléme, et
par suite celui de linversion d’'une intégrale définie de la forme (1),
sera formellement résolu si 'on pourra déterminer une fonction B(y, f)
telle que le produit AB conserve la dérivation. En effet, il suffira alors
de déterminer la fonction C(xz, y), réciproque de la fonction caractéristique
de Vopération 4B, ce qui est possible d'aprés le § 14; on aura donc

ABC(g) = ¢,
et puisque les opérations (3) obéissent a la loi associative, on aura,
BC = A.

Notre probléme est donc ramené & la recherche de la fonction
B(y, ¢). Sil est possible, il admettra en général une infinité de solutions.
17. Posons & cet effet:

E(CIJ, y) =fA(IE, y)B(y’ t)dy§

il suffira que la fonction E(z, t) satisfasse & l'éguation aux limites (9)
et a I'équation
: ok  JE
(1) =T < B+A )dJ—O
4

Or, si nous indiquons, comme au § 7, les fonctions dont l'intégrale
est nulle le long de la ligne d'intégration par w,(y), I'équation précé-
dente équivaut a

aA(:;a y)B(y, t) + GB(y, t) A(x y) Z)q(x7 t)wl(y)
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ou les A, sont des fonctions arbitraires. On résout facilement cette équa-
tion linéaire du premier ordre en B; mais l'intégrale dépend de z, y et
t, tandis que B ne doit contenir que y et £. On devra donc déterminer
les fonctions arbitraires A, et la fonction arbitraire amenée par lintégra-

. ) ., 9B ' . - .
tion, en sorte que l'on ait 5 = © et que I'équation aux limites soit sa-

tisfaite. Si cela est possible, le probléme est résolu.

Comme on I'a déja remarqué a priori, lorsque le probléme est pos-
sible, B contiendra encore des fonctions arbitraires méme aprés qu'on
aura satisfait aux conditions ci-dessus. En effet, lorsqu'on a trouvé une
fonction B, on peut en déduire une infinité d’autres. Une détermina-
tion spéciale des fonctions arbitraires nous donnera (§ 14) la fonction
réciproque de A4{z, y).

18. Le procédé que je viens d'indiquer pour résoudre le probleme
de linversion des intégrales définies, est assez long dans la pratique;
toutefois il peut étre simplifié selon les formes particuliéres des fonctions
caractéristiques et des lignes d’intégration.

Voici quelques remarques qui peuvent servir a l'abréger dans cer-
tains cas particuliers:

a. Si une opération A4 peut s'écrire sous forme de produit de deux

autres opérations:
4= MN,

et que lopération M conserve la dérivation, il suffira que NB conserve
la dérivation pour qu'il en soit de méme de 4B. Cette remarque pourra,
dans certains cas, simplifier la recherche de la fonction B.

b. Si la fonction A(z, y) est de la forme M(x, ¥)¢(y) et admet
pour fonction réciproque By, t), la fonction M(x, y) aura pour fonec-

. - By, t)
tion reciproque ——.
brod o (y)
¢. Si la fonction A(z, y) admet pour fonction réciproque B(y, ?),
2d(z, )

Y
la fonction admet pour fonction réciproquefB(y, )dy, sous la

oy
condition que I'équation aux limites soit satisfaite; on trouve un résultat
analogue pour les dérivées partielles d'ordre supérieur par rapport a y
de la fonction A(x, y).
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» 19. Pour le moment, je me bornerai a4 examiner un seul cas par-
ticulier du probléme précédent: celui ou les fonctions 4 et B vérifient
I'équation

3B (y,

4
(12) %@B("]’ t) + 3t t)A(-I” 3/) = 0.

Si de telles fonctions existent, I'équation (11) sera satisfaite, quelle
que soit la ligne d'intégration. Or I'équation (12) peut s'écrire:

04 (=, v) 9B(y, t)
ox o ot .
Az, ) B(y, t)’

mais ici le second membre ne contient pas x; il faudra donc quil en
soit de méme du premier, qui devra par conséquent étre une fonction
de y seulement. On aura donc:

2 log A(z, y) = f(y),

d’ot, en indiquant par y(y) une fonction arbitraire:

(13) Az, y) = x(y)e’™.
Il en résulte
Zlog B(y, ) = — f(y)
et par conséquent

(14) By, ¢) = =(y)e ",

ot 7(y) est encore une fonction arbitraire. Comme on I'a vu plus haut
(§ 17), pour une détermination spéciale de cette fonction z(y), on ob-
tiendra la fonction A(y, #) réciproque de A(z, y). Cette détermination
dépendra de f(y), de y(y) et des lignes d’intégration.

20. La transformation de LapLack, celle d’ABEL, la transformation
analogue

z

[¢on

(%

ou lintégration est étendue & un contour fermé et qui est si utile pour
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la génération de fonctions trascendantes entiéres,’ ne sont que des cas
particuliers de ‘la transformation dont la fonction caractéristique a la
forme (13). Ces opérations fonctionnelles g'appliquent, comme on sait,’
soit a la transformation de certaines équations différentielles en d’autres,
soit & la transformation de certaines classes d’¢quations différentielles li-
néaires en équations linéaires aux différences finies.

On trouve dans les oeuvres de RizmMaxx (p. 140) la solution du pro-
bléme d’inversion d’une intégrale définie, dont la fonction caractéristique
présente un cas particulier de la forme (13). RIEMANN, sous la condition
que I'équation aux limites soit vérifiée, obtient en effet, l'expression réci-
proque de

d
f(x) =fy“’¢(y);}’
sous la forme

¢(y) = [yr(6)dt,

ce qui peut parfaitement se déduire des formules précédentes.

IL.

21. J'ai montré aux §§ 1 et 2 que l'expression
(1) A(p) = [A(s, g (y)dy
13

représente, dans tout champ conncxe qui n’a aucun point commun avec
les coupures correspondant a la ligne /, une fonction ou branche de
fonction analytique monogéne. J’ai considéré l'expression 4(¢p) comme

' V. mon mémoire déjd cité. (Mem. dell’ Accad. di Bologna, 8. IV.
T.-VIL, §§ 24 et suiv.)

®. Pour les applications récéntes de ces transformations, v. surtout les .mémoires,
déja cités, de M. POINCARE; et encore Hy. MELLIN, Zur Theorie der Gammafunction,
§ 12 (Acta Mathematica, T. 8), et Uber ecinen Zusammenhang zwischen gewissen li-
nearen Differential- und Diferenzengleichungen (Ibid. T. Q), ainsi que. ma note insérée aux

Rendiconti del R. Istituto Lombardo, juin.1886.
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une opération appliquée au sujet ¢, et j'ai indiqué une méthode pour la
résolution, au moins formelle, de 1'équation

A(g) = ¢,
ol ¢ ecst une fonction inconnue: ce qui revient a la recherche de
I'opération A réciproque de A4, telle que

g = A(¢).

Je me propose maintenant de donner les propriétés, non plus seulement
formelles, mais effectives de l'opération 4; je serai toutefois forcé de me
borner, pour le moment, au cas ou la ligne d’intégration est fermée, et
plus particuliérement au cas ou elle se réduit & une circonférence quel-
conque du plan y. Pour abréger, j'indiquerai par (a, p) une circon-
férence de centre y = a et de rayon p.

La fonction caractéristique A(x, y) sera aussi soumise a quelques
restrictions. Je supposerai que les points singuliers de cette fonction
soient les couples de valeurs qui vérifient I'équation algébrique de degré m

(2> f(x, 3/)::0?

je supposerai encore que A(z, y) soit une fonction uniforme, et soit nulle
du 1% ordre pour y = co, sauf pour un nombre fini de valeurs de z;
mais ces deux derniéres restrictions seraient faciles & lever par des mé-
thodes connues.

22. Examinons d'abord de plus prés les coupures correspondant
2 la circonférence (a, p).' Pour chaque point z du plan z, I'équation
(2) donne m valeurs pour y — a; nous pourrons figurer les modules de
ces valeurs par des ordonnées élevées au point z perpendiculairement au
plan . Le lieu des extrémités de ces ordonnées sera une surface S,
formée en général de plusieurs nappes; ces nappes peuvent, en certains
cas, se recouvrir en tout ou en partie, ou se rencontrer suivant des lignes
ou en des points singuliers de la surface.

Si T'on coupe la surface S, par un plan w paralléle au plan des
« et & la distance p, la section se projette en vraie grandeur sur le plan

' Cfr. mon mémoire Studi sopra alcune operazioni funzionali, § 33. Mem. della
R. Accad. delle Scienze di Bologna, 8. IV, T. VII, 1886.
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x en une courbe C,, lieu des points pour lesquels au moins une des so-
lutions de 1’équation (2) vérifie la condition

|y — o] =p.

Or, les ordonnées élevées au plan z jusqu'a la rencontre du plan
sécant w pourront, pour certaines régions du plan z, ne rencontrer aucun
point de la surface S,; pour dautres régions, elles rencontreront une,
deux, ..., m nappes de la surface; et ces diverses régions du plan x, con-
nexes ou non, seront séparées l'une de l'autre par des branches de la
courbe C,. J'indiquerai par

E(a, p), G=0,1,2, ..., m)

la région du plan z telle que l'ordonnée élevée en l'un de ses points
jusqu’a la rencontre du plan w rencontre i nappes (distinctes ou coinci-
dentes) de la surface S,; en sorte que pour tout point de E(a, p),
racines de I’équation (2) vérifient 'inégalité

|y —af <p.

23. Je vais maintenant étudier plus en détail l'opération 4(¢), en
commencant par le cas ot la variable z est prise a l'intérieur du.champ
que je viens d’indiquer par E,(a, p). Pour de telles valeurs de z, toutes
les singularités de A(z, y) sont, par définition, a Vintérieur du cercle
(a, p); on peut donc écrire, pour z intérieur & E,(a, p) et pour |y|> p:

~ Au(2)
(3) Az, y) 2

Soit maintenant ¢(y) une fonction analytique uniforme quelconque,
mais qui n'a aucune singularité le long de la circonférence (a, p): on
aura dans la couronne circulaire comprise entre les circonférences («, o —¢)
et (a, p + ¢), ol ¢ est une quantité positive suffisamment petite:

o

o(y) =Xy — o) + Z(‘y‘:%)?l

Pour abréger, jindiquerai les deux séries du second membre respec-
tivement par
Ly et Jo.

! Cfr. mon mémoire cité, § 2 et passim.
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La premiére est convergente dans tout le cercle (a, p + ¢€); la se-
conde l'est en dehors du cercle (a, p — 2).
Or, on vérifie immédiatement que

(4) A(g) =0,  Alipg) = Aly)
et que
(s) A(¢) = ch,,< v

n=90

On voit donc que pour les valeurs de z prises a l'intérieur de
E,.(a, p), il suffit d'appliquer lopération A aux séries de puissances
convergentes dans un cercle (a, p 4+ ¢). L'opération A fait correspondre
3 ces séries, des séries de fonctions 4,(x) ayant les mémes coefficients,
convergentes uniformément au moins dans le champ E,(a, p), et qui
représentent dans ce champ la méme fonction que lintégrale (1).

24. Examinons les cas les plus remarquables auxquels peut donner
lieu V'opération A appliquée & une fonction ¢(y) réguliére dans le cercle
(2, p), la circonférence comprise.

a. Supposons que la fonction ¢(y) ait un seul point singulier 3, situé
en dehors de (2, p). On a alors, en négligeant une constante additive:

¢(0) =2

mais puisque A(z, y) est réguliére en dehors de (a, p), on a par le
théoréme de Cavchy:

1 [A(w,u) dy = — L VA B

) —p >

o
On a donc

(©) Alg) = — amiy 2 LD

Ce développement est convergent dans tout le champ E,(a, p) et y
coincide avec le développement (5); mais il converge aussi en dehors de
ce champ. En effet, pour une valeur quelconque x de z on a:

— - — 3" Az, 1)
A(m, “?/) — Z("l |nﬂ) v A
0
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la série du second membre converge dans un cercle de centre g et de
rayon égal a la plus petite dlsmnce J(r) du point § aux points sin-
guliers de A(x, y). On aura done, en indiquant (cfr. FroBexivs, Journal
de CrerLre, T. 73) par la notation a, ~ b, quec les séries 2a,2" ot 2.0,2"

ont 1¢ méme cercle de convergence,

1 9" 4 (x ,1) __I__
‘n aﬂn ﬁ(x)n’

et () ne devient nul qu'aux m points x qui vérifient I'équation
f(:)f, /9) = 0

Par conséquent, si 'on excepte ces points en nombre fini, la série

Za aA(iL p‘)
]n

converge partont uniformément. Elle représente par congéquent une
fonction uniforme ayant un nombre fini de points singuliers.

b. Supposons que ¢(y) ait un nombre fini de points singuliers
Bis far «+ -y B, Cette fonction pourra sécrire

¥4 ]

) =>Y — a’[;’),.u

v=1 n=0 (7/

d’'ott Ton tire comme précédemment, par le théoréme de Cavouy:

') AQ?,?
?) Alg) = —amiy Yt TAE D),

ve=| n=

Le méme raisonnement appliqué ci-dessus sert A démontrer que cette
expression coincide avec la série (5) dans le champ E,(a, p) et repré-
sente d’ailleurs une fonction uniforme réguliére dans tout le plan, sauf
aux points en nombre fini qui vérifient I'une des équations

flx, B) = o. =12y )

Cette fonction est donc dans tout le plan, (sauf les dits points) la con-
tinuation analytique de la fonction représentée dans E,(a, f) par la
série (5) ou lintégrale (1).

deta mathematica. 10, Tmprimé le 8 Jnin 1887,

3]
3]
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c. Supposons enfin que la fonction ¢(y) soit singuliére en une in-
finité de points donnés

ﬂl)ﬁ?r'--a vy oo

de telie facon que la différence

r)—ey)

ou G,(z) est une fonction donnée, se comporte réguliérement au point fj,.
Le groupe (3,) pourrait avoir des groupes limites de n'importe quelle
sorte; je me bornerai toutefois au cas le plus simple, ou il n’y a qu'un
point limite 4. ' Dans ce cas, on peut procéder comme il suit:

. i -
Développons G’,(——— ) en série convergente en dehors du cercle

¥ — A
, |/)—[1’, I)

0

LT h
(v {___ — My :
T, (’/ __ /?l> Z b)n +13

n=0(—y -
et posons
. d h
F y) = z .
/(./) n=mv(y . b)n+] ’

la fonction représentée par cette série étant réguliére dans tout le plan,
sauf aux points 3, et b. D’aprés les démonstrations connues des théorémes
de M. Mrrrac-LerrFLER, on sait qu'on peut déterminer les nombres m, de
telle sorte que l'on ait

¢ (¥) =§1Fy(?/) + (_i(;/—i—»,

ou encore, en distribuant les termes de la série additive G dans les

fonctions F,(y), que l'on pourra indiquer par F,(y) aprés ce changement,
on aura

®) ¢(y) =ZF,(y)

! Les cas plus généraux peuvent se traiter sans difficulté d'aprés celui-ci, et en se
servant des méthodes employées par M. MITTAG-LEFFLER daps la démounstration des théo-
rémes de son grand mémoire: Sur la représentation des fonctions uniformes. (Acta Ma-
thematica, T. 4.)
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et en dehors du cercle (b, |0 —3,1), F,(y) aura un développement de
la forme

@

Ky,
Sy — o
Or, si I'on fait abstraction des premiers termes de la séric (8), les cercles
(b, |6 —fB,]) seront assez petits pour étre extérieurs au cercle (a, p);
par conséquent, sur la circonférence de ce cercle la série (8) convergera
uniformément, et I'on aura en ce cas pour A(¢) 'expression:

(9) A(y)=——2~n22 hon 374 "; L3

v=1 n=m,

Je dis maintenant que cette expression, qui coincide avec A(¢)
dans le champ E,(a, p), représente dans tout le plan z une méme
fonction analytique monogeéne, réguliére partout, sauf aux points z ra-
cines des équations

f'(x, Z)) = 0, f(x, /9,) = 0. (r=1,2,8,, .0y %)

Démonstration. Prenons un point x = & quelconque, qui ne soit ra-
cine d'aucunc des équations ci-dessus, et supposons que A indique la plus
petite distance de b aux points racines de f(&, y) = o. Je pose

=|b—4], lim ¢, = o;

je pourrai donc toujours déterminer p assez grand pour que lon ait,
pour v >
0, < L.

Or, daprés le procédé de démonstration du théoréeme de M. Mrrrac-
LrrrLer, les nombres m, sont tellement choisis que l'on ait

£

]"u,u
(!/ . b)n+]

[G)
N

est une quantité positive donnée. Mais cctte série converge en dehors
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du cerele (4, 6,); on en déduit done par un théoréme connu sur les séries
de puissances
IIJ ] | < ”\,"

N

\ o, s ;e I s . ’ .
ol §, st une quantité supérieure 4 ¢, d’aussi peu que T'on voudra.
D’un autre coté, la série

- . ‘n u i 5’ N
4‘_{(6’ !/) :S‘(II Il 3 (“

dex— Th
n=0 — 9’1

converge évidemment dans le cercle (4, 2); on aura donc par le méme
théoréme sur les séries:
M

—_—
stu

ot M est un nombre positif et ' une quantité positive moindre que 2
d'aussi peu que l'on voudra.
Si donc je considére la série:

jaurai:
N

| A1) < 11$‘”;_-;—’:

o,

mais puisque l'on a ¢, < A, on peut supposer aussi g, < A" ¢t par cou-
sequent:

| A(F)] < Me, (’—>—~‘ ,

et puisque les quantités ¢, décroissent quand v croit, on aura en in-
diquant par M’ une quantité positive:

‘_2| A(F)| < M Z-,
Il suit de la que la série

i Zl.,"a A(:vu b)

v=gu= my —
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est convergente apsolument et uniformément pour toutes les valeurs de
x telle que la quantité A soit > g, pour » > pu. Elle représente donc
pour ces valeurs une fonction analytique régulicre. La somme complé-
mentaire

n—1

ZA|F,(n)]
rentre dans le cas b précédent, et représente une fonction analytique
régulicre. partout, sauf aux points tels que

f(‘;; /?7) = 0; =12, p-1)

le théoréme se trouve donc démontré.

25. En méme temps que le champ E, (z, p), on peut considérer le
champ E, («, p,) et il pourra se faire que ces deux champs aient une
partic commune. Par exemple, si le cercle («, p,) est intéricur au cercle
(2, p), le champ E, (a, p,) sera nécessairement compris dans le champ
E, (a, p).

Or, soient deux champs E, (a, p), E,(2, p,) qui aient une partie
commune; les deux cercles auront aussi une partie commune dans la-
quelle on pourra décrire un cercle intérieur (a,, o,); ¢t le champ E, («,, p,)
sera intérieur a K, (a, p) et E, (a,, p,). D’aprés le théoréme de Cauvcny,
si ¢(y) est une fonction uniforme réguliére dans les cercles (a2, p) ct
(2, p,), on aura pour un point x pris & lintérieur de E,(a,, p,):

Af¢) = 4,(¢) = 4,(¢)

Par conséquent, on aura aussi en indiquant par A{P(z), AP(«) les fone-
tions analogues au systéme 4,(«) dans les nouveaux champs considérés:

2, 4,(x) = 2P AV (2) = L AD (x).

Ces formules nous donnent, pour les développements (5). un concept
tout a fait analogue & celui de la continuation analytigue pour les séries
de puissances; ainsi la série 2cP AP (z) peut étre regardée comme la
continuation analytique de la série X¢, 4,(z), la série 2¢P AP (x) comme

la continuation de la série Zc¢P A®(x) et ainsi de suite. Notons encore
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que les coefficients ¢,, ¢ ¢?, ... sont précisément geux des continua-

tions analytiques correspondantes de la série

(10) ¢(y) = Zely — )"

26.  On pourrait ajouter ici plusieurs remarques sur les développe-
ments (5); je me bornerai aux suivantes:

a. Ltant donnée la série de puissances ¢(y) de la forme (10), on
aura

A(g) = (70A0<.1‘) + 01‘41<x> + CiA?('r) +

4‘1< ¢ > = ClAO(.’li) + chl<1’) + C;;“’-;(-’”) 4+ ...

W —a
d’onr

Alo(n)( i ot )
(11) }ywﬂ%+y_u+ +w_@»|

= ,EO()‘UCH. + )‘l(":u&l + v + )‘,.cu},) ‘411(1")'

De cette formule ct du § 24, b, on déduit sans difficulté le théorcme
suivant: '

»De méme qu'une fonction rationnelle est représentée par une séric
récurrente de puissances, de mémec une fonction de la forme

» .
9742, a,
+ o + /'Tv, I '—————._‘7')’)

P T,
4 du,’

od (e, u,)

o,

(hyod(r. o)+ k,

1

¢

1

[
v

"

st représentée par une série récurrente de fonctions A4,(z)»

La réciproque de ce théoréme n'est vraic que dans le cas ot lon
sait qu'avec les fonctions A,(x) on ne peut former des développements
de zéro (Nullentwickelungen).

b. La formule (11) peut s'étendre au cas ou le multiplicateur de
¢(y) devient une série de puissances. Dans ce cas, on aura

*XL k3

<—hl-—- = z Z}\‘u Nt Il( )

,/ I ()" n=0n=9

' V. dans mon mémoire déji cité, §§ 24—29, plusieurs applications de ce théoreme,
notamment la transformation des fonctions rationnelles en intégrales des dquations diffé-

rentielles ou aux différences linédaires et 3 coefficients constants.



Sar certaines opérations fonctionnelles représentées par des integrales définies. 175

Sous les conditions de convergence, qui sont satisfaites si ¢(y) et

Z T
Y —a)
ont une circonférence commune de convergence, le second membre peut
s'éerire
o

zcn(h’OAn + hl Anél + v + h‘nA0>’

n=0

En posant

(12) ho(A) = hA, + b4, + ... + K, A4,

on trouve aisément que ces polynomes généraux h,(A4) jouissent de pro-
priétés distributives analogues a celles des polynémes de M. AprpELL.

c. Si Pon particularise la fonction caractéristique A(z, y), l'opéra-
tion 4 pourra servir, non seulement & la transformation des fonctions ¢,
mais encore & la transformation des équations fonctionnelles auxquelles
elles satisfont. Cette transformation s'opére au moyen de la relation (11)
et des égalités

A(ﬂ) = 2nc, 4, ,(x),

dy

d dA,
mAle) = Z"_d—;m‘)

dx

Je me propose de revenir sur 1'étude de cette transformation d’équa-
tions fonctionnelles (équations différentielles, aux différences, etc.) notam-
ment pour le cas ol la fonction caractéristique est l'intégrale d'une équa-
tion linéaire aux dérivées partielles. Pour le moment, je me bornerai a
citer les transformations des équations différentielles linéaires en équations
différentielles ou aux différences finies linéaires, données par les opérations
considerées aux §§ 19—20, et en particulier par la transformation de
Larrace. Rappelons aussi les transformations d’équations linéaires don-
nées par M. AppELL aux §§ 14—16 de son mémoire déja cité: Sur une
classe de polynomes.

27. Nous avons considéré jusqu'ici le cas ou la variable z est prise
a lintéricur du champ E,(a, p). Supposons maintenant qu’elle soit prise
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a Vintérieur du champ E (2, p). Pour de telles valenrs de x, aucune
singularité de A(r, y) ne se trouve a lintérieur du cercle (a, p); on
peut donc éerire, pour x a lintérieur de E,(x, p) et pour [y]| < p:

Soit maintenant ¢(y) une fonction analytique uniforme, pour laquelle je
conserve les mémes hypothéses et notations qu'au § 23; on aura:

(13) A{,¢) =0,  A(¢)= A(L¢)

ct

(14) A(e) = Y il

A "L
n=0 1 ou

Ce développement se continue analytiquement dans les champs E (2, p,),
E,(a,y p,), ... dont chacun a unec partic commune avec le précédent,
au moyen des développements

(D

en A, a)) PR O a,)
Z' AW 4D D P LA L

K n n
|® dry d |LL Qg

Je n'insiste pas sur des remarques analogues & celles que Ion a faites
pour le cas précédent, et qu'il serait facile de répéter ici.

28. Enfin, on peut considérer le cas olt I'on prend z dans unc des
aires

El(a7 ,0)~ ‘E2(a’ /0)7 ce e Em-n(“v /))'

Les fonctions analytiques représentées par A(g) dans ces divers champs
se déduisent de celles qu'on vient d'étudier, par l'application da théoréme
de M. HEeruite;? je ne reviens pas ici sur cette application que jai déja
donnée,® non plus que sur les conséquences qu'on en déduit.

Voir le mémoire: Sur quelques points de la théorie des fonctions. (Acta Soc.
Scient. Fenwnicoe, T. 12, 1881.)

' V. mon mémoire déji cité, § 34, et ma note Sur une formule dans la théorie

des fouctions (Ofversigt af Svenska Vetensk. Akad. Forhandl. 1886. p. 51—55).
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29. Nous avons appris, aux §§ 16 et 17, & déterminer formelle-
ment la fonction A(y, ¢) que nous avons appelée réciproque de A(z, y).

Supposons & présent que cette fonction ait unc existence effective, et
que les singularités de cette fonction soient les couples de valeurs qui
veérifient une équation de degré m':

8(?/9 t) = 0.

J'indiquerai par E,(a, p) la région du plan ¢ ou % singularités de A(y, #)
tombent & Tintérieur du cercle (a, p). Supposons enfin que la ligne
d’'intégration I’ de opération réciproque soit dans le champ E (a, p).

Cela posé, proposons-mous le probléme suivant. Etant donnée unc
fonction ¢(x) dans le champ F,(a, p), on demande de la développer en
série de fonctions 4,(z):

(15) _ d(z) = Ze, A,(z),

probléme qui revient & la détermination du systéme de coefficients c,.
A cet effet, formons

fA(:V’ H(t)dt = ¢ (y);

puisque la ligne !’ cst contenuc dans le champ E (2, p), on aura le long
de cette ligne:

n

Ay, 1) = w,—;'z "Al, §)

= ” du
d’ou
¢(y) =2l —a)
avec
I "A(u, b)
(16) e, :\] “—MT“SZ’(t)(H"

v

Cette formule (lorsque elle a un sens) nous détermine les coefficients
du développement cherché (15). Ce développement pourra. n’étre pas
unique, parce que la ligne I’ elleeméme pourra admettre plusieurs déter-

Acta mathematica. 10. Imprimé le 15 Juin 1887, 23
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minations, et alors on pourra former avec les fonctions A4,(x) des déve-
loppements de zéro. '

30. En certains cas, le probléme précédent se simplifie beaucoup.
Si, par exemple, la fonction ¢(z) est déja connue sous la forme

= a, , Az, @)
p) =2 TFT a—al>e

les coefficients ¢, s'obtiennent sans recourir a la fonction réciproque: ils

ne sont en effet que les coefficients du développement de la fonction

50(./) _zz 1‘)n+1

vany

en série de puissances entiéres ct positives de y — a.
En particulier, si la fonction ¢(z) est de la forme

Yz a, . 3" Az, a)’

aa,

v=1 n=

elle est développable en une série de fonctions A,(z) & coefficients ré-
currents.

31. Supposons que nous ayons obtenu le développement d'une fonc-
tion ¢(x) en série A4,(z), ct cherchons le développement de la méme
fonction en série de polyndémes A,(4). (V. § 26 b); en faisant désormais

= O pour simplifier P'écriture.

Soit donc

A(f’) = SL'(”)’ ¢(?/) = Ec,,y", ¢'(w) = chAn(m);

on aura a résoudre I’équation fonctionnelle en ¢, :

(17) A(p,y) = ¢(2),

ou l'on a posé
h,L

x) =) -
?/

! Sur ces développements, v. pour un cas particulier remarquable: FROBENIUS, Uber
die Entwickelungen, ete. (Journal de CrELLE, T. 73.) V. aussi mon second mémoire
Sui sistemi di funzioni analitiche e le serie ete. (Annali di Matematica, S. II, T. XII,

p. 127.)
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c'est-a-dire que l'on demande le systeme de coefficients ¢, tel que:
o,(y) = Zey', don ¢(x) = Zc,h,(A).

Or, cette équation (17) se résout sans difficulté, par suite de la remarque
du § 26, en prenant

(y)

2’

hs)

591(?/) = ip

ce qui signifie que l'on développe le quotient ¥ en série de Laurent
Z

dans une couronne qui comprenne la circonférence p; et que l'on prend
la partie de cette séric qui contient les puissances positives de y.

32. L'on peut encore se proposer la solution de l'équation fonc-
tionnelle en ¢,

(18) A(g,x) = o.

I suffira pour cela que la fonction ¢,y soit développable sur la
circonférence (0, p) et en dehors, en une séric de puissances négatives de
¥, (ip,y =o0). D'ou il résulte, puisque ¢, doit étre réguliére dans tout
le cercle (0, p), circonférence comprise, que ¢, doit se réduire & une forc-
tion rationnelle, diviseur de y. Cette fonction ¢, nous donne donc les

coefficients (récurrents) @un développement de zéro en série de poly-
noémes £,(4).

33. Comme application de ce qui précéde, supposons que la fone-

[42%

tion caractéristique soit de la forme A(y — x), ou A(z) ::Z e
4

est

une fonction uniforme dont toutes les singularités- (qu'il n'est pas néces-
saire, pour le moment, de spécifier davantage) sont a l'intérieur du cercle
(o, R). Le champ du plan z, pour lequel les singularités de A(y — x)
sont toutes a lintérieur du cercle (o, p > R), est l'intérieur du cercle
(o, p— R).

Pour tout point « du cercle (o, p — R), la fonction 4(y — a) admet
le développement en série:

-A-n
Ay —z) =% y,fff’
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convergente pour toutes les valeurs de |y|> p. Les fonctions 4,(x)
forment un systéme de polynomes de M. AprrLr; en cffet, on a, en in-
diquant les dérivées par des accents:

’ A:,z(x (n + I)A"(JJ)
A (!/ - m) :Z yn+1) :Z -_?]"J' 2 2

A, (z) = nd,_(z),

d'out

qui est la relation caractéristique de ces polynomes.

34. Si ¢(y) est une fonction analytique uniforme qui n’a aucune
singularité le long de la circonférence (0, p), et en conservant les nota-
tions du § 23, on aura:

A(g) = Alig) = e, 4,(2).

C’est 14 le développement que M. Arvein indique par ¢(A4). Ce dévelop-
pement converge daus le cercle (o, p — R), si i converge dans le cercle p.’

On pourra sans difficulté répéter pour ce cas particulier les con-
sidérations faites au § 24, au sujet des divers cas auxquels pourra donner
lieu la fonction ¢(y).

35. [Etant donnée une fonction ¢(z), on demande de la développer
en séric de polyndmes A, (x). Les coefficients du développement seront
donnés par la formule (16), ol A(y, {) est la fonction réciproque de
A(x, y). Mais pour déterminer cette fonction, il suffit de la prendre
sous la forme

da
Ay —8) =Y T
de telle sorte que
— [ Az — Ay — )dy =

2m
(0)

5
t— =z

d'ou I'on déduit aisément le systéme d’équations qui détermine les coef-
ficients a,:

(19) n n
Gy, (I)alan—l + (2>a2an—-2 + A + otna't) = 0.

' Cfr. ma note: Alcune osservazioni sui polinomi del prof. APPELL. (Rendiconti
della R. Accademia dei Lincei, S. IV, T. II)
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De ces relations 11 résulte

(19) Y=

zan "
|n
ce qui prouve que les polynomes de M. Arrrrr formnés avec les coeffi-
cients « sont les inverses' de ceux formés avec les coefficients a.
Les équations (19) donnent la solution formelle du probleme; ce
sera unc solution effective s'il existe une circonférence (o, p) le long de
laquelle les deux séries

A,, @) 3 n
A(x-—m:zy—fg’, Ay — 1) E(A“()

convergent ensemble uniformément. ‘Toutefois, la transformation de La-
rrace permet facilement de déduire la solution effective du probléme
de la solution formelle.

36. Nous trouvons ainsi, pour les coefficients de développement de

¢(x) en série de 4,(z), la formule

N L {(n)
27ic, = ‘”‘,,)A (8)g(t)dt.

Supposons que la fonction A(¢) soit, dans un cas particulier, de la forme:

t — a,

ou les points «, sont intérieurs au cercle p; d'ailleurs les formules (19)
ou (19’) permettent de trouver quelle sera, dans ce cas, la forme des
polynémes A4,(x). Il en résulte

A (t) h,
n )2 (t — a)**!

d’ot, si le cercle de convergence de ¢ est plus grand que p:

amic, = ™ (a;) + hy¢™ (o) + ... + B¢™(a,) +

' ApPELL, Mém. cité, § 3.
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La fonction ¢(z) satisfait done, dans ces hypothéses, a 'équation

(20) o) = hl g™ () + hy¢'™(ap) + .. ] 4, (2)

Cest 1a unc formule donnée par M. Harruex. (Comptes Rendus de
1’Académie des Sciences de Paris, 1881, T. 93, p. 781.)

Une autre formule trouvée par le méme auteur (ibid., p. 832) se
déduit avec la méme facilité. Nous venons d’apprendre a résoudre I'équa-
tion en F(y)

— J Ay — «) I'(y)dy = f(z).

2me

Or en mettant x 4 ¢, y + ¢ & la place de z, y, il vient:
flo + 1) = [A(y — D) Fly + t)dy;

et d’aprés les développements ci-dessus:

(u)
(21) fle + 1) ——ZA,, r)F,nl)
C'est la scconde formule de M. Harrwex, qu'on peut regarder comme
une généralisation du théoréme de Tayror. Il s’y manifeste une sorte
de dualité, qu’il serait aisé de poursuivre, entre les systémes de poly-
ndomes de M. ArperLL et les systémes de dérivées successives d’une méme
fonction.



