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SUR C E R T A I N E S  0 P I ~ R A T I O N S  

FONCTIONNELLES 

REPRI~SENTI~ES PAR DES I N T E G R A L E S  DI~FINIES 

P A R  

S. PINCHERLE 
'h BOLOGNE. 

Le present travail a pour objet d'esquisser quelquea points de la 
th~orie des expressions propres ~ representer des fonctions analytiquea et 
donn~es sous forme d'int~grales ddfinies. Je me borne ici aux expres- 
sions de la forme 

y) (y)dy, 

off l 'int6grale eat prise le long d 'une ligne queleonque du plan y. Je  
me place ~ u n  point de vue qui n'cst pas sans pr~cSdents, 1 mais qui, 
k ce que je crois, n'a pas encore ~t5 abord5 d'une maniSre gSnSrale. Je 
consid~re en effet l 'expression ci-dessus comme un algorithme appliqu6 au 
sujet variable ~(y) et dont les propriSt~s essentielles d@endent  de la 
fonction A(x,  y). Ces propri~t~s sont de deux sortes, formellea et effec- 
rives, et bien que la d&narcation entre elles ne aoit pas toujours nette- 
ment  tranch~e, je m'en occuperai s@ar6ment dans lea deux parties de 
ce me, moire. 

1 V. k ce sujet une courte notice historique placde cn t~te de mon m~moire Sopra 
alcune operazioni fu,~zionali. Memorie dell ~ Accad. di Bologna~ S. IV~ T. VII~ 
1886. 

A o t a  m a t h e m a t i c a .  10. Impr im6 le 9 Jn in  1887. 21) 
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I. 

I. Soit A(x, y) une fonction analytique de deux variableS. D'apr6s 
la d6finition de M. WEIEaSTI~ASS, cette fonction est rdguli6re dans le do- 
maine d'une couple de valeurs (xo, Yo) quand ellc est d6veloppable, sous 
les conditions 

Ix--x01< , ly-y01<o 
en une sdrie de puissances enti6res et positives de x - - x  o, y--Yo" La 
fonction A(x, y) pourra d'ailleurs avoir des singularit6s quelconques, et 
chaque point ~, pris dans le plan y, ddterminera darts le plan x le sy- 
st6me, correspondant d y, des singularitds de la fonction A(x, y). 

Soit 1 une ligne, d6finie analytiquement, et ayant une longueur finie 
et d6termin6e, trac6e dans te plan y. Si ron fair varier y le long de 
cette ligne, les singularit6s correspondante d6crivent dans le plan x, 
certains lieux g6om6triques correspondants K l; (coupures, selon l'expres- 
sion de M ~ HERMITE et GOURSAT). Darts les cas les plus communs, ces 
coupures sont des lignes, mais elles peuvcnt dtre aussi des points ou des 
aires. J'indiquerai par T~ un champ connexe, pris dans le plan x, et 
tel que les coupures correspondant ~ 1 n'aient aucun point commun 
a v e c  T z . 

2. Cela pos6: 
A. ))Si ~(y)  est une fonction h, une seule valeur, finie et continue, 

arbitrairement donnde pour les points de la ligne l, rexpression 

(,) f A ( x ,  'S) ~ ('S)@ 
1 

oh l'intdgration est faite le long de la ligne l, repr6sente, K l'intdrieur 
du champ T~, une fonction analytique et monog6ne' de x.)) 

Prenons en effet un point quelconque x o K l'intdrieur de Tx. Du 
point x o comme centre, ddcrivons un cercle (cercle r) avec un rayon r 
au plus 6gal b~ la limite infdrieure des distances de x 0 aux coupures cor- 
respondant b~ l. Pour tout point y de la ligne l, la fonction A(x, y) est 
rdgulibre pour les vMeurs de x comprises dans un cercle de centre x o et 

Dans le sens adoptd par M rs WEIERSTRASS et MITTAG-LEFFLER. 
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de rayon au moins 6gal 8 r; clle peut par consdquent se d6velopper en 
une s6rie de puissances de x ~ xo, dont les coefficients sont des fonctions 
de y r6gulidres en chaque point de l. Si donc l'on pose 

(2) 
o0 

y ) =  X z0)", 

o n  a u r a  
M 

I A("(x0, Y)] < 

off M est une quantit6 positive au moins 6gale k la limite des modules, 
de A(x, y) pour x int6rieur au cercle r et y pris le long de la lignc 
l ,  et r' est un nombre positif moindre que r.  Pour les couples de va- 
leurs de x, y prises comme on vient de le dire, la s6ric (2) est donc 
convergcnte absolument e t  uniform6ment; on peut la mult ipl ier  par 
r et int6grer le long de l ,  et il vient:  

l l 

L'cxprcssion (i) 6quivaut done, k l ' int6rieur du cercle r, k une sdric (:on- 
vergente de puissances enti6res et positives de x - - - x  o, ct repr6sente par 
cons6quent une fonction analytique,  c. q. f. d. ~ 

3. Ii est clair que la fonction ainsi d6finie peut 6tre continu6e ana. 
!yt iquement de proche en proche pour tout  l ' int6rieur du champ Yx, ct 
qu'elle repr6sente par cons6quent, ~ ['int6rieur de ce champ, une seule et 
mfme fonction f(z)  monog6ne. Toutefois, si l'on consid6re un champ T~ 
satisfaisant aux m6mes hypoth6ses quc T~, niais tel que l'on ne puisse 
passer de T.. ~ I "  sans traverser les coupures, la mOne expression (i) 
repr6sentera en g6n6ral dans les deux champs deux fonctions analytique~ 
diffdrentes. 

t i3e thdorbme, sous des hypothbses diffdrentes et pour y rdel, se trouve ddmontrd 

dans l'Habilitationsschrift du jeune et regrettd gdom~tre L. SCHC.~r'FER; un thdor~me sem- 

blable est admis aussi par  M. GOURSAT all. d6but de son beau  mdmoire Sur u~e classe de 
]o~zctioT~s reprdsentdes par des intdgrales ddfinies (ee journal  T. 2). J ' a i  cru devoir reprendre 

ee thdor~me, d'abord paree qu'il  est fondamental pour ee qui va suivr% ensuite paree que 

la ddmonstration que j 'en  donne, faite au point de vue de M. WEIERSTRASS~ est toute 

diffdrente de eelle de SCHEEFFER, fond6e sur le concept de fonetion de variable eomplexe 

selon CAUCHY e t  R IEMANN.  
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4" Une d6monstration tout-h-fait sembhlble servirait g prouver les 
deux propositions suivantes: 

B. ,Dans le champ Tx, la ddriv6e de la fonction f(x) s'obtient en 
d6rivant sous le signe., 

C. ))L'expression 

I~ l 

sous des hypothdses analogues et dans un champ Tx d6fini comme ci- 
dessus, repr6sente une fonction analytique de x; et sous les m6mes hy- 
potheses, on peut intervertir l'ordre des intdgrations.)) 

5. On pourrait ais~ment rendre moins restrictives les hypotheses 
faites sur la fonction ~(y), mais cela n'est pas n6cessaire pour le but de 
ce travail. Au contraire, je supposerai dor6navant que ~(y) soit une 
fonction analytique de la variable y, r6guliSre pour tous les points de 
la ligne 1. 

6. Si l'on pose 

f(x) = f A ( x ,  ,a)r 
l 

off x est pris dans le champ Tx,-on peut rcgarder A(x, y) comme une 
fonction donn6e, fixe, tandis que V(Y)pourra varier, tout en restant 
comprise en certaines classes d5termin6es. Je regarderai l'expression (I) 
comme un algorithme ou une opdration fonctionnelle ex6cut~e sur la fonc- 
tion ~(y). La nature de cette op6ration d6pend surtout de la fonction 
A(x, y), que j'appellerai fonction caractdristique de l'algorithme. 

La fonction caract6ristique et la ligne d'intdgration restant fix6es, la 
relation entre ~(y) et f(x) peut s'5crire d'une faqon abr6g6e: 

(3) = A ( r  

Lorsque la fonction ~(y) varie, sans cesser d'appartenir ~ une certaine 
classe d6termin6e, la fonction f(x) varie d'une fa(;on correspondante, en 
restant comprise dans certaines classes d6termin6es par la relation (3). 
Cette relation peut donc servir ~ exprimer, non seulement une ddpen- 
dance entre les deux fonctions f et ~, mais encore une correspondance 
entre deux classes de fonctions analytiques. Pour en donner un exelnple, 
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il suffit de rappeler la transform{ition de LAPLACE,  qui n"est autre 
chose qu'unc correspondanee de eette esp6ce, et dont M. POI~CARV, a 
tout r6cemment renouvel6 l'usage d'une faqon si efficace, da~s l'6tude 
des int6grales irr~guli(~res des 6quations diff6rentielles lin6aires. ~ 

7. Remarquons une lois pour toutes que pour chaque ligne d'in- 
tdgration l, il exists en g6n6ral des fonctions analytiques telles que 

(4) f f ( y ) d y  = o. 
l 

J'indique ces fonctions par w,(y). 
La fonction 

y)= 
i = l  

off les fonctions a~(x) sont arbitraires, satisfait pareillement ~ l'6quation 
(4) quel que soit n et m6me pour n ~ cxv si la s6rie est int6grable terme 
/~ terme. (II suffit pour cela qu'elle soit convergente uniform6ment ou 
qu'elle satisfasse ~ l'autre condition moins restrictive r6cemment donn6e 
par M. ARZEL:~2). 

8. L'un des probl~mes les plus importants qui se pr~sentent dans 
l'~tude de la correspondance d~finie par la relation (3), est le suivant: 

))Etant donnSes la i'onction caract~ristique A(x, y), la ligne d'intS- 
gration l, et une fonction f(x) dans le champ T~, d~terminer la fonc- 
tion ~ (y).)) 

Ce problSme, qu'on a appel6 ))inversion des int6grales d6finies)), 3 et qui 
se pr6sente fr~quemment en Physique math6matique et notamment dans 
la th6orie du potentiel, a 6t6 trait6 dans de nombreux cas particuliers, 
mais il n'est pas ~ ma connaissance qu'il en ait 6t~ fait une 6tude g6- 
n6rale. Pour l'historique de la question, je renvoie ~ mon m6moire d6j~ 
cit6, publi6 par l'Acad6mie de Bologne. 

A m e r i c a n  J o u r n a l  of, M a t h e m a t i c s ,  T. 7. - -  A c t a  M a t h e m a t i c a ,  T. 8. 

R e n d i c o n t i  d e l l a  R. A c c a d e m i a  d e i  L i n t e l ,  1885 . 

'~ LAURENT~ Sur le calcul inverse des i~tdgrales ddfinies. J o u r n a l  de  M a t h d m . ,  

S. III~ T. IV.  Dans ce mdmoire le probl~me est duonc~ en gdn4rM~ mais la solution 

n'en est donnge que pour deux cas particuliers. 
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Remarquon:,  cn passant, que dans la 1)lupart des c~,s, lc 1)robl(hlm 
du d6veloppement d'une fonction en s~rie de fonctions donn6es, sc ra- 
m+ne ~ une question d'inversion d'intSgrales d~finies. 

Le probl~me d'inversion 6quivaut ~ la recherche de l'op6ration 
inverse de A(F). D'apr~s le w 7, cette opSration sera en g6n6ral multi- 
forme; or, je me propose (t'6tu(]ier le cas off l 'une des d~terminations de 
cctte opdration inverse peut se repr6sentcr par un algorithme de la m6me 
esp6ce que A(~).  En d'autres termes, je m'occuperai du cas off il 
existe une fonction h(y,  t) ct une ligne d'int6gration ), telles que l'on 
ait (au moins pour certaines classes de fonctions ~ ct f):  

=.fA(!/. /) / '(:),:t 
it 

comme consequence de 
f =  ..4_ ( r ) .  

En cc (:as, le probl6me d'inversion revicnt k la recherche de la fi)netion 
A(y, t), que j 'al)pellerai fonction rdcip,'oq~,e de A(x,  !/). 

Je feral prScSder cette recherche des cof~sidSr'ltions suivantes. 
9- Soient deux operations A, B d&finies par lcs fonctions carac- 

t6ristiques A(x, y), B(y, t). Si l'on ex6cute sur une fonction ~-, d'abord 
l 'op6ration B, puis l 'op6ration A sur lc rSsultat obtenu, cctte double 
op6ration pourra s'appeler le prodait des deux op6rations ,4, B, ct on 
pourra l ' indiquer par 

On dolt toujours supposer v6rifiSes les conditions sous lcsquelles ces op6- 
rations ont une signific.ltion d6termin•e, p.. cx. les conditions suffisantes 
6nonc6cs au w 2. Je n'insistcrai done pas ici sur ccs conditions, d 'autant  
plus qu'il ne s'agit pour le momeut que du c5t5 formel de la question. 
On a, en indiquant par l' la ligne d'int6gration dans le plan l: 

y)j'u(j, 
1 

que l'on peut 6crire (w 4, C) 

f I 
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d'oh il suit que l'op6ration AB(c) est de la m(~me nature que A(~) ,  
et a pour fonction caractdristique 

,fA(x, y)B(y, t)@. 
1 

On d6finirait de m~me le produit de trois ou d'un nombre quelconque 
d'op6rations de la m~me nature que A. 

I o. Le produit des op6rations A, tel qu'on vient de le d6finir, 
satisfait aux lois distributives et associatives. Cela se v6rifie sans diffi- 
cult6. Mais le produit de deux opdrations A ne satisfait pas, en g6ndral, 

la loi commutative. 
i i. Si h(y, t) est la fonction r6ciproque de A(x, y) on aura 

c'est-h-dire la fonction 
A A ( r  = W, 

t)=fA(x, v)A(y, t)dy 

est telle, qu'au moins pour certaines classes de fonctions ~ et certaines 
portions du plan x convenablement choisies, on a 

(5) U(~) = ~. 

Telle est par exemple, pour les fonctions ~ rdguli6res dans une aire 

limit6e par une courbe ferm6e, la fonction I 
t - - x "  

12. Avant d'aller plus loin, il nous faut examiner une espSce par- 
tieuli6re d'op6rations (3): ce sent celles ~ui conservent la ddrivation; c'est- 
h,-dire (en indiquant les d6riv6es par des accents) telles que l'on ait: 

(6) A(~)  = f, A(~ ' )  = f ' .  

On peut faire sur ces op6rations les remarques suivantes: 
a. Les fonctions U telles que (5) conservent la d6rivation. 
b. Si une op6ration A conserve la d6rivation, sa r6ciproque h la 

conserve aussi. 
c. Si une op6ration A conserve la d6rivation, les fonctions A(y") 

ne sent autre chose que les polyn6mes de M. ArrELL. ~ 

I Suruneclassedepolyn~mes.  ( A n n a l e s d e l ' E c o l e  Normale supdrieure~ 188o.) 
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En effet, d'aprbs l'hypoth6se (6), l'op6ration A appliqu6e h une 
constante donnera, une constante; appliqu6e k y, elle donnera done une 
fonction lin6aire en x; appliqu6e bo 5'% die  donnera un polyn6me de 
degr6 n en x. De plus, par la mgme hypoth&e (6), si l'on pose 

Oil  a 

A(y") =a . (x )  

da,,(~) 
d~ = - A ( W ' )  - -  .o. , ,_,(x),  

ee qui eat pr6eis6ment la ddfinition des polynbmes de M. APPELL. 
d. R6ciproquement, si une opdration A est telle que leo fonctions 

A(y') constituent un syst6me de polynbmes de M. APPELL, cette op6ra- 
tion conserve la d6rivation, au moins pour les s6ries de puissances. Cela 
se v6rifie ais&nent. 

x 3. Le produit  de deux op6rations qui conservent la d&ivation 
jouit de la m~me propri6t& En effet, si les op&ations A et B conser- 
vent la d6rivation, on a d'apr6s ce qui pr&~de: 

(7) A<,,,)  = oo ,, + + ( : ) , , . - ,  + . . .  + =,,, 

(73 B ( V" ) = A *" + '~ fl , '~" - ' + ~ ;~ + " "  + fl. " 

or, formons 
AB(t') = f f A(~, ~/)B(y, t)t'dtdy, 

I' l 

o n  a u r a  

A,(,") =fA(,, @o,," + q,:r-'  + (:)a,r- '  + ... + a.]av, 
l 

d'off 
AS(t ')  = flo,dX) + nfl, a._,(x) + . . .  + fl.,,o. 

Mais ceci est encore un des syst6mes de polyn6mes en question, et pr6- 
cis6ment celui que M. Ae~ELr. indique par (AB).; 1 d'oh suit que Fop& 
ration AB, au moins formellement et pour les sdries de puissances, con- 
serve encore la d6rivation. 

t Loe. cir.., w 3. 
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14. I1 r~sulte de ce qui precede que la recherche de la fonction 
r~ciproque d'une fonction A(x, y) qui conserve la d~rivation, pour une 
ligne d'int4gration donn4e, d~pend de la recherche des polynbmes que 
M. APeELL nomme inverses des polynSmes a,(x): or comme on peut 
toujours construire ces polyn6mes inverses, il s'ensuit que Yon peut, au 
moins formellement, intervertir l'opdration A. 

I5. Cherchons la forme g~n~rale des fonctions A(x, y) qui con- 
servent la d~rivation. A cet effet, soit 

.~(x, y ) =  vA(z, y). 
~y 

on aura, par hypoth~se, 

(8) 

s I ~-i(~ Y) ~ (y)dy = f(x), 

J ~ Y) ~'(y)dy -- f'(x). 
t 

lnt~grons par  parties la premiere de ces 4quations, et nous aurons: 

r(x) = [~(x, : /)~(,jb],-f~(x,  y)~,(y)dy. 
! 

Or supposons que l'on ait: 

(9) [ ](x,  y)e(y)],--  o, 

il vient 

f(x) = - - f -~(x ,  y)~'(v)d,s; 
I 

d'ofi, en d4rivant sous le signe et en tenant compte de la seconde des 
~quations (8), o n  a'. 

l 

Acta  ma themat i ra .  10, Impr lmd  le 6 Ju in  1887. 21 
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Cette 6quation est satisfaite quetle que soit la fonction ~ si Ton prend 

d'oh 

aA (x, y) + aA(z, y) O, 
ax ay 

a (x ,  .,/) = r  - -  

o6 4) est une fonction arbitraire. 
16. Revenons maintenant ~ la question g6ndrale que nous avons 

pos6e au w 8, c'est k dire k la d6termination de la fonction r6ciproque 
d'une fonction quelconque A(x,  y). Je remarque que ce probl6me, et 
par suite celui de l'inversion d'une int6grale d6finie de la forme (i), 
sera formellement r6solu si l'on pourra d6terminer une fonction B(y, t) 
telle que le produit AB conserve la d6rivation. En effet, il suffira alors 
de d6terminer la fonction C@, y), r6ciproque de la fonction caract6ristique 
de l'op6ration AB,  ce qui est possible d'apr6s le w I4; on aura donc 

et puisque les op6rations (3) ob6issent ~ la loi associative, on aura, 

B C =  h. 

Notre probl6me est donc ramen6 k la recherche de la fonction 
B(y, t). S'il est possible, il admettra en g6n6ral une infinit6 de solutions. 

17 . Posons ~ eet effet: 

E(x, y)----fA{x, v)B(y, t)dy; 
1 

il suffira que la fonction E(x,  t) satisfasse k l'6quation aux limites (9) 
et k l'6quation 

a-~ + at .] \ a~ B + A dy --~- o. 
1 

Or~ si nous indiquons, comme au w 7, les fonctions dont l'int6grale 
est nulle le long de la ligne d'int6gration par eo,(y), l'6quation pr6c6- 
dente 6quivaut 

aA(x,_~.~ Y) B(y, t) + aB(Y,at t )A(x ,  y) = Z),,(x, t)eo,(y) 
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Oh les 2~ sont des fonctions arbitraires. On r~sout facilement cette 5qua- 
tion linSaire du premier ordre en B; mais l ' int4grale dSpend de x, y e t  
t, tandis que B ne dolt contenir que y et t. On devra donc d4terminer 
les fonctions arbitraires 2i et la fonction arbitraire amenSe par l'intSgra- 

vB 
tion, en sorte que Fon air ~ - ~  o et que l'~quation aux limites soit sa- 

tisfaite. Si cela est possible, le probl~me est rSsolu. 
Comme on l'a d~j~ remarqu~ ~ priori~ lorsque le probl~me est pos- 

sible, B contiendra encore des fonctions arbitraires m~me aprSs qu'on 
aura satisfait aux conditions ci-dessus. En effet, lorsqu'on a trouv~ une 
fonction B,  on peut en dSduire une infinit~ d'autres. Une dStermina- 
tion sp~eiale des fonctions arbitraires nous donnera (w 141 la fonction 
r(~ciproque de A(x, y). 

I8. Le proc~d~ que je viens d'indiquer pour r~soudre le problSme 
de l 'inversion des intdgrales dSfinies, est a ssez long dans la pratique; 
toutefois il peut ~tre simplifi~ selon les formes particuliSres des fonctions 
caractSristiques et des lignes d'intSgration. 

Voici quelques remarques qui peuvent servir ~ l 'abr~ger dans cer- 
rains cas particul~ers: 

a-. Si une opSration A peut  s'Scrire sous forme de produit de deux 
autres operations: 

A ~-- MN~ 

et que l 'op~ration M conserve la d~rivation, il suffira que NB conserve 
la dSrivation pour qu'il en soit de m~me de AB. Cette remarque pourra, 
dans certains cas, simplifier la recherche de la fonction B. 

b. Si la fonetion A(x, y) est de la forme M(x, y)~(y) et admet 
pour fonction rSciproque B(5', t), la fonction M(x, y) aura pour fonc- 

B(y~ t) 
tion r~ciproque f (y)  

c. Si ta fonction A(x, y) admet pour fonction r~eiproque B(y, t), 
Y 

la fonction ~A(x, y) admet pour fonction r~ciproquefB(y, t)dy, sous la vy 
condition que l 'Squation aux limites soit satisfaite; on trouve un r~sultat 
analogue pour les d~riv~es partielles d'ordre sup4rieur par rapport ~ y 
de la fonetion A(x, y). 
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I9. Pour le moment, je me bornerai k examiner un seul cas par- 
ticulier du probl~me pr6c6dent: celui oh lea fonctions A et B v6rifient 
l'6quation 

(l 2) aa (~, .~) B ( y ,  t) + - -  az 
aB(v, O A(x, y)=_ o. 

at 

Si de telles fonctions existent, l'6quation (I i) sera satisfaite, quelle 
que soit la ligne d'int6gration. Or l'6quation (I2) peut s'6crire: 

aA(z, y) aB(y, t) 
a~ at 

a(z,  y) B(y, t) 

mais ici le second membre ne contient pas x; il faudra donc qu'il en 
soit de m6me du premier, qui devra par cons6quent 6tre une fonction 
de y seulement. On aura donc: 

log u) = f(u), az 

d'ofl, en indiquant par Z(Y) une fonction arbitraire: 

V)= Z(Y)  (x3) 

II en r6sulte 

~t log B(y, t) = - -  f (y)  

e t  par cons6quent 

( '4)  B(y, t ) =  r(y)e -'rt:'), 

oh r(y) est encore une fonction arbitraire. Comme on l'a vu plus haut 
(w 17), pour une d6termination sp6clale de cette fonction r(y), on ob- 
tiendra la fonction A(y, t) r6ciproque de A(x,  y). Cette d6termination 
d6pendra de f(y), de 2'(Y) et des lignes d'int6gration. 

La transformation de LAPLACE, celle d'ABEL, la transformation 2 0 .  

analogue 
X 

�9 Y 

off l'int6gration est 6tendue k un contour ferm~ et qui est si utile pour 



Sur certaines opdrations fonctionnelles reprdsentdes par des intggra]es ddfinies. 165 

la g~n~ration de fonctions trascendantes entiSres, ~ ne sent que des cas 

particuliers de l a  transformation dent  la fonction caract~ristique a la 

forme (I3). Ces opSrations fonctionnelles s 'appliquent, comme on sait, 2 

soit ~ la transformation de certaines ~quations diff6rentielles en d'autres, 

soit ~ l a  transformation de certaines classes d'Squations diff~rentielles l i-  

n~aires en ~quations lin~aires aux differences finies. 

On trouve dans les oeuvres  d e  R I ~ A ~ -  (p. I4o  ) la solution du pro- 

blame d'inversion d 'une intdgrale d5finie, dent  la fonction caract~ristique 

prdsente un cas particulier de la forme (I3). RIE~A~,  sous la condition 

que l 'dquation aux limites soit v~rifi~e, obtient en effet, l'expression r~ci- 
proque de 

f(~) = f Y - ~ ( Y )  d~2 , 

sous la forme 

V(y) = f y ' f( t)dt ,  

ce qui peu t  parfai tement se ddduire des formules pr~c~dentes. 

]I.  

2I. J 'ai montr~ aux w167 I et 2 que l'expression 

(,) y) (y)dy 
I 

repr~sente, dans t o u t  champ connexe qui n'a aucun p o i n t  commun avec 
les coupures correspondant ~ la ligne l, une fonction ou branche de 

fonction analyt ique monog~ne. J!ai consid~rd l ' express ion A(~)  comme 

1 V. men mdmoire ddj~ eitd. (Mere. dell '  Aeead. di Bologna, S. IV. 
T. ~ VII, w167 24 et suiv.) 

Pour les applications rdeentes de ees  transformations , v. surtout les mdmoires~ 
ddjk eitds~ de M. Por~chnl~; et encore Hz. MELLIN~ Zur Theorie der Gammafu~clion~ 
w I2 (Aeta Mathematica~ T. 8)~ et ~Iber einen Zusammenhang zwischen gewissen li- 
neare~ Differential- und Differenzengleichungen (Ibid. T. 9)~ ainsi que ma note insdr6e aux 
Rendieonti  del R. Is t i tu to  Lombardo~ juin I886. 
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une opdration appliqude au sujet ~, et j 'ai indiqud une mdthode pour la 
rdsolution, au moins formelle, de l'dquation 

A(~)  = ~', 

o• f est une fonction inconnue: ce qui revient k la recherche de 

l'op6ration h rdciproque de A, telle que 

= 

Je me propose maintenant de donner les propridtds: non plus seulement 
forlnelles, ruais effectives de l'opdration A; je serai toutefois fore~ de me 
borner, pour le moment,  au cas oh la ligne d'intdgration est ferm~e, et 
plus particuli~rement au cas o~l elle se r5duit k une circonfdrence quel- 
conque du plan y. Pour abr4ger, j ' indiquerai  par (a, p) une cireon- 
f(~rence de centre y = a et de rayon /9. 

La fonction caractdristique A(x, y) sera aussi soumise k quelques 
restrictions. Je  supposerai que los points singuliers de cette fonction 
soient les couples de valeurs qui vdrifient l%quation algdbrique de degrd m 

(2) f ( x ,  ,j) = o ;  

je supposerai encore que A(x, y) soit une fonction uniforme, et soit nulle 
du I e~ ordre pour y = oo, sauf pour un nombre fini de valeurs de x; 
mais ces deux derni6res restrictions seraient faciles ~ lever par des m6- 

thodes connues. 
22. Examinons d'abord de plus pr6s les coupures correspondant 

k la circonf6renee (~, p). ~ Pour chaque point ~ du plan x, l '6quation 
(2) donne m valeurs pour y - - a ;  nous pourrons figurer les modules de 
ces valeurs par des ordonn6es 61ev6es au point ~ perpendiculairement au 
plan x. Le lieu des extr6mit6s de ces ordonn6es sera une surface S~, 
form6e en g~n6ral de plusieurs nappes; ces nappes peuvent, en certains 
cas, se recouvrir en tout ou en partie, ou se rencontrer suivant des lignes 

ou en des points singuliers de la surface. 
Si l'on coupe la surface S. par un plan w paratl~le au plan des 

x et k la distance p ,  la section se projette en vraie grandeur sur le plan 

t Cir. mon mdmoire Sl~di sopra alcune operazioni funzionali, w 33- blem. d e l l a  
R. Acead .  de l l e  S c i e n z e  di Bo logns~  S, IV~ T. VII~ I886. 
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x en une courbe Cp, lieu des points pour lesquels au moins une des so- 
lutions de l '6quation (2) v6rifie la condition 

ly- l=P. 
Or, les ordonn6es 61ev~es au plan x jusqu'h la rencontre du plan 

s6cant w pourront,  pour certaines r6gions du plan x, ne rencontrer aucun 
point de la surface S~; pour d'autres rdgions, elles rencontreront une, 
deux, . . . ,  m nappes de la surface; et ces diverses rSgions du plan x, con- 
hexes ou  .non, seront s6par~es l 'une de l 'autre par des branches de la 
courbe Cp. J ' indiquerai  par 

? ) ,  ..... ,.) 

la r6gion du plan x telle que l 'ordonn6e 61ev6e en l 'un de ses points 
jusqu'~ la rencontre du plan w rencontre i nappes (distinctes ouco inc i -  
dentes) de la surface S~; en sorte que pour tout point de E~(a,.p), i 
racines de l 'dquation (2) vdrifient l 'in6galitd 

ly- l<P. 
23. Je vais maintenant  6tudier plus en d6tail l 'op6ration A(~,), en 

commenTant par le cas 0fi la variable x est prise ~ l 'intdrieur du champ 
que je viens d'indiquer par E,,(a, ",o). Pour de telles valeurs de x, toutes 
les singularit6s de A(x, y) sour, par d6finition, ~ l ' int6rieur du  cercle 
(a, p); on peut donc 6crire, pour x int6rieur ~, E,~(a, p)et pour lyl>p: 

~o A~( z ) ( 3 )  y )  = o (y  _ 

Soit maintenant ~(y) une fonction analytique uniforme quelconque, 
mais qui n'a aucune singularit6 le long de la circonf6rence (a, p): on 
aura dans la couronne circulaire comprise entre les circonfdrences (a, p - - s )  
et (a, p at-e), off ~ est une quantit6 positive suffisamment petite: 

Pour  abr6ger, j ' indiquerai les deux s6ries du second membre respec- 
t ivement par ~ 

ion, et j,~,.. 

Cfr. mort m6moire citd~ w 2 et passim. 
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La premiere est eonvergente dans tout le cercle (a, p + s); la se- 
conde l'est en dehors du cercle (a, p ~ z). 

Or, on v6rifie imm6diatement que 

(4 )  

et que 

(s) - -  

On voit donc que pour les valeurs de x prises g l'intdrieur de 
E,,(a, p), il suffit d'appliquer l'op6ration A aux s~ries de puissances 
convergentes dans un cercle (a, p + e). L'op6ration A fait correspondre 
g ces s6ries, des' s6ries de fonctions A,(x) ayant les mdmes coefficients, 
convergentes uniform6ment au moins dans le champ En,(a, p), et qui 
reprdsentent dans ce champ la mdme fonction que l'int6grale (I). 

24. Examinons les cas les plus remarquables auxquels peut donner 
lieu l'opdration A appliqu6e g une foncti6n ~(y) r6guli~re dans le cercle 
(a, p), la circonf6rence comprise. 

a. Supposons que  la fonction 9(Y) ait un seul point singulier fl, situd 
en dehors de (a, p). On a aiors, en n6gligeant une constante additive: 

an 

reals puisque A(x, y) est r6guli~re en dehors de (a, p), on a par le 
th6or&ne de CAucnY: 

I ; A(~r .y)d~] ._~_ i I  an.,~(z~" fl) 

p 
On a donc 

. ~ a ,  a"A(z, fl). 
(6) A(9  ) = -  21r~ ~ aft' 

n=O ~__ 

Ce ddveloppement est convergent dans tout le champ E~(a, p ) e t  y 
coincide avec le d6veloppement (8); mais il converge aussi en dehors de 
ce champ. En effet, pour une valeur quelconque .~ de x on a: 

y )  = 
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S P  " la ,eme d u  ,~eeond m e m b r e  conve rge  dans  un cerele  de cen t re  fl et  de 

rayon &gal g la plus petite distance 0(.~') du point fl aux points sin- 
guliers de A(.~, y). On aura done, en indiquant (err. Fl~om,:xIus, J o u r n a l  
de CR~:L*m, T. 73) par 1'~ notation a,, ~ b,, que les sdries ~a,,z" et ~.5,,z" 
ont. le m~me eerele de convergence, 

i a"A(x, fi) i 
- - - - - )  

1,~ a y  ~ a( . )"  

et a(x)ne devient nul qu'aux m points x qui vSrifient l'Squation 

f ( . ,  fl) = o.  

Par eons6quent, si l'on exeepte ces points en nombre fini, la. s&'ie 

Z i':_ a~A (*'a,~" ~9) 

converge partout uniform(hnent. Elle repr6sente par eonsSquent une 
fonetion uniforme ayant un nombre fini de points singuliers. 

b. Supposons que #(y) ait un nombre fini de points singuliers 
fl,, ~ ,  . . . ,  ~,,. Cette fonetion pourra s'derire 

O,~ n 

'~=1 

d'o{I l'on tire eomme pr~e&demment., par le thdor6me de CAtrcnY: 

(7)  A ( f )  = - ~ i  "~,,, (~ ,  ~5_). 
t *~ [  ~t=O , _  

Le m(hne raisonnement appliqu5 ei-dessus sert h d6montrer que eette 
expression coincide avec la sSrie (5) dans le champ E,,(a, ~ ) e t  repr& 
sente d'ailleurs une fonetion uniforme rdguli&e dans tout le plan, sauf 
aux points en nombre fini qui v&ifient rune des 4quations 

f ( x ,  f l , )  = o .  ( ~ , . ,  ..... ~) 

Cette fonetion est done dans tout le plan, (saul les dils points) la con- 
tinuation analytique de la fonction reprdsent&~ dans E~(a, /~)par l'L 
sdrie (5) on l'int6grale (!). 

. t r t i I  ,ll(tl,t~el~itllir~l. 10. I m p r i m 6  le  g J n i n  lgST.  '-)2 
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c. Supposons enfin que la fonction ~.~(y) soit singuli6re en une in- 
finit6 de points donnds 

~,, ~ ,  . . . , / ~ ,  . . .  

de telle faeon que la diffdrence 

off G,(z) est une fonction donn6e, se comporte rdguli6rement au point ~... 
Le groupe (fl~) pourrait  avoir des groupes limites de n'importe quelle 
sorte; je me bornerai toutefois au eas le plus simple, oh il n'y a qu'un 
point limite b. ~ Dans ce eas, on peut procdder comme il suit: 

( , !  Ddveloppons G~- / - f i~  en s6rie eonvergente en dehors du eerele 

, = ! l - - b )  " + l '  

et posons 
~o F..(y) =,,~v(u by,. 

= - -  b )  T M  ; 

la fonction repr6sent6e par eette s6rie 6rant rdguli6re clans tout le plan, 
sauf aux points /3. et b. D'apr6s les ddmonstrations connues des th6or~mes 
de M. MrrTAG-LEFFLEI~, on salt qu'on peut ddterminer les nombres m~ de 
telle sorte que l'on ait 

~(:,~) =~=,ZF,(u) + \u -,~/; 

ou encore, en distribuant les termes de la sdrie additive G dans les 

fonctions F~(y), que l'on pourra  indiquer par F~(y) apr6s ce changement, 
o n  allr/~ 

(s) ~(,j)-  ~' 

i ],es eas plus gdndraux peuvent se trai ter  sans diffieuhd d'aprbs eelui-ci~ et, en se 

servant des mdthodes employdes par M. MITTAG-LEFFLER daus la ddmonstration des thdo- 

rbmes de son grand mdmoire: Sur la reprdsentation des fonctions uniformes. ( A e t a  Ma- 

t h e m a t  iea~ T. 4.) 
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et e,, del~ors du ee, 'de (~,, I~ - - J~ ' . l ) ,  F~(V) aura  u,, a6veloppe , .e , , t  ae 
la forme 

, =  ( y  - -  b) "+1 

Or, si l'on fait abstraction des premiers termes de la sdric (8), les cercles 
(b, I b - f l , , [ )  seront assez petits pour ~tre ext6rieurs au ccrcle (a, p); 
par cons6quent, sur la cireonf6rence de ce cercle la s6rie (8) convergera 
uniform6ment, e~: l'on aura en ce cas pour A(~)  l 'expression: 

(9) 

Je dis maintenant que cette expression, qui coincide avec A(F ) 
dans le champ E,,(a, p), repr6sente dans tout le plan x une mOne 
fonction analytique monog6ne, r6guli6re partout,  sauf aux points x ra- 
cines des 6quations 

/ ( . ,  ~,) = o ,  / ( . ,  fl,~) = o .  ( ' J =  1~ ? ,  3 ,  , . . . ,  ac ) 

D d m o n s t r a t i o n .  Prenons un point x = $ quelconque, qui ne soit ra- 
cine d'aucune des 6quations ci-dessus, et supposons que ~ indiquc la plus 
petite distance de b aux points racines de f($, y ) - - o .  Je pose 

< = I ~ - -  fl, I, lira o'~ = o; 
, / = r 1 6 2  

je pourrai done toujours d6termincr /~t assez grand pour que l'on ait, 
pour v > # :  

d, < ),. 

Or, d'apr6s le proe6d6 de d6monstration du th6or&ne de M. MITTAG- 
LEI~'Ie'LEI b les hombres m~ sont tel lement choisis que l'on air 

- - ' -  < &,~ 

,."7., (Y --  b)"~' 

oll ~, est une quantitd positive donn4e. Mais cette s6rie converge en dehors 
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du cercle (b, 3,); ( m c n  d6duit done par un th6or61uc co)mu sur h's sdries 

de puissances 

oh o: cst une quantit6 sup6rieure h o, d'aussi l)CU ClUe l'on voudva. 
D'un autre c6t6, h~ s6rie 

A(~, :~/)= ,, _,_~ ('~ i,,, l'~" ~ . _  "J ~r ~'~ 

converge dvidemment dans le cercle (b,),); on aura done lmr le mdme 
thdor6me sur les sdries: 

~ iat'.l(~. 1,) i M 

oh M est un hombre positif et 2' unc quantit6 positive moindre que ), 
d'aussi peu que l'on voudra. 

Si done je consid6re la sdric: 

j 'aurai: 

A ( 1,--' ) = _L, ,, ~" J ~::. I,~ 
~ ~, ~l /~  

I a (V , ) l  < ,u L 7;; ; 

mais puisque l'on a 3.~ < 2, on peut supposer aussi 3: < ),' et par con- 
s6quent: 

][ - - - -  ) '  

et puisque les quantitds 3: ddcroissent quand v eroit, on aura cn in- 
diquant  par M' une quantit6 positive: 

ao r 

2:] ~ M' X~,. , 4 ( t , ) l  < 
y ~ t ~  ft. 

II suit de lk que la sdrie 

s ~-..].'v...,"A(., b) 
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est eonvergente a~bgolument et uniform&nent pour toules les valeurs de 
x telle que la quantitd 2 soit > d,~ pour ,~ ~ f f .  Elle reprbsente done 
pour ces valeurs une fonetion analytique rSgulidre. La somme compld- 
mentaire 

i f - -  1 

XAIF(, ) 
rentre dans le cas b l)rdcddent, et repr6sente unc fonction analytique 
rdgulidre partout, sauf aux points tels que 

/ f x ,  = o ;  ..... " - ' )  

le thdor&ne se trouve done d6montr6. 
2 5. En mdme temps que le champ E,,,(a, p), on peut consid6rer le 

champ E,,,(%, &) et il pourra sc faire que ces deux champs aient une 
partie commune. Par cxeu|ple, si ]e cerele (%,/q) est intdrieur au cercle 
(~, p), le champ Era(%, [q) sera nScessairement compris dans le champ 
E,,,(a, p). 

Or, soient deux champs E.,(~, p), E,,,(%, Pl) qui aient unc pattie 
commune; les dcux cercles auront aussi une partie commune dans la- 
quell 9 on pourra dScrire un cercle int6rieur (%, &); ct lc champ Era(%, p,~) 
sera int6rieur g E.,,(a, p) et E,,(%, PL)" D'apr6s le th6ordme de CAUCHr, 
si ~(y) cst une fonction uniforme r6guli&re dans les cercles (a, p) et 
(%, p~), on aura pour un point x pris ~ l'intdrieur de E,,,(%, p.~): 

Par cons6quent, on aura aussi cn indiquant par Al~,)(x), Al~)(x) lcs fonc- 
tions analogues au syst6me A.(x) dans les nouveaux champs considdr6s: 

Ces formules nous donnent, pour les d(~veloppements (5), un concept 
tout h fait analogue ~ celui de la continuation analytique pour les sSries 

de puissances; ainsi la s6rie Y'/~)A(~)(~. ~ . . ~ . ~  ~ )  peut dtre regard6e comme la 
(1) (1) continuation analytique de la s6rie ~.c.A.(.x), la sSrie ~c .  A. (x)comme 

(2) (~) ,,  la continuation de la s6rie ~_.c. A,, (~) ct ainsi de suite. Notons encore 
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que los coefficients c,,, c',: ), cl; "), . . .  sont prdci~6ment ~;eux des contil~ua- 
tions analytiques correspondantes de la s6rie 

( ,o)  r = Z c , , ( y - -  ~)". 

26, On pourrait ajouter ici plusieurs remarques sur les d6veloppe- 
ments (5); je me bornerai aux suivantes: 

a. Etant donn6e la s6rie de puissances 9~(y) de la forme (io), on 
a u r ~  

A(V) _= c0A0(.r) + c1 ,~l(.q~ ) .31_ C2,~2(j. ) ._~ . . . ,  

d'o(1 

(,,) I h, + . . .  + ~',,_)1 
A ~(:/)(ho -.-I v - ,, ( , , -  ,,.: '  I 

_-Xo(~.0.,, + ~..,,~, + . .  + ~,,.,,~,).~,,(x). 

l)e cette formule et du w 24, b, on d6duit sans difficult6 le th6or6n|e 
sub:ant: a 

))De mSme qu'une fonction rationnelle est. representde par une s6ric 
r6eurrente de puissances, de m(~mc une fonction de la forme 

q,( aA(x, a~) + . . .  + k.,, a"~A(~, '~")t 

cst repr6sentee par une sdrie rdcurrente de fonctions A,(x).)) 
La r6ciproque de ce thdor6me n'est vraie que dans le cas off l'on 

sait qu'avec lee fonctions A,(x) on ne peut former des d6veloppements 

de z6ro (Nullentwickelungen). 
b. La formule (I i) peut s'6tendre au cas oli le multiplicateur de 

r  devient une sdrie de puissances. Dans ce cas, on aura 

I h_,, I = Y: Z ,~,,.., ~_..~,, (.~.). 
.A ~ ( , . q ) ~  ('.,~ , . :1  ,,~o,,~,, , 

' V. clans mon mdmoire ddj'~ citd~ w167 24- -29~  plusieurs applications de cc thdor~me~ 

notammcnt la transformation des fonctions rationnelles en intdgrales des dquations diffd- 

rcntiellcs ou aux diffdrences lindaircs et '5 coefficients constants. 
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Sous les conditions de convergence, qui sont satisfaite.~ si r et 

X" 
~'- (y --  a)" 

ont une eirconf@ence commune de convergence, le second membre peut 
s'dcrire 

+ + . . .  + h, Ao). 
En posant 

h,(A) = hoA~ + h~A,_~ + . . .  + h~Ao, 

on trouve ais6ment que ces polyn6mes g6ndraux h~(A) jouissent de pro- 
pri6t6s distributives analogues ~ celles des polyn6mes de M. APPELL. 

C. Si l'on particularise l a  fonction caractdristique A(x ,  y), l'op6ra- 
tion A pourra servir, non seulement ~ la transformation des fonctions ~, 
mais encore ~ la transformation des 6quations fonctionnelles auxquelles 
elles satisfont. Cette transformation s'op6re au moyen de la relation ( i i )  
et des 6galit6s 

m : ~  = E'~CnAn_I(X), \ ty / 

Je me propose de revenir sur l'6tude de cette transformation d'dqua- 
tions fonctionnelles (6quations diffdrentielles, aux diffdrences, etc.) notam- 
ment pour le cas off la fonction caract6ristique est l'int6grale d'une dqua- 
tion lin6aire aux ddriv6es partielles. Pour le moment, je me bornerai b~ 
citer les transformations des dquations diffdrentielles lin6aires en 6quations 
diffdrentMles ou aux diff6rences finies lindaires, donndes par les op6rations 
consider6es aux w167 I 9 - - 2 o  , et en particulier pa r  la transformation de 
LAI'LAC~. Rappelons aussi les transformations d'dquations lindaires don- 
n6es par M. APPELL aux w167 I 4 - - I 6  de son m6moire d6j'~ eit6: Sur une 
classe de polyn6mes. 

27. Nous avons eonsid6r6 jusqu'ici le eas oli la variable x est prise 
l'int6rieur du champ E,,(a, p). Supposons maintenant qu'elle soit prise 
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h, l 'intdrieur du ('hamp E o ( a  , / ,).  Pour de telle.~ valenrs de ~, aucune 
singularit6 de A(x, y) nc se trouve h l ' intdrieur du eercle (a, to); on 
peut donc dcrire, pour x h l 'intdrieur de E0(a, /9) et pour [ y l < / , :  

~c 

A (z ,  ,i) 3-" ' d" .t (,~, ,,~ (:j _ ,,, r~/ . 

Soit maintenant f ( y )  une fonction analytique uniforme, pour laquelle je 
conserve les md,nes hypothdses et notations qu'au w 23; on aura: 

(13)  .~( (or  = o,  A ( ~ . )  = A(L~-)  

et 

( ' 4 )  
,~,, a" A (,~,. ,z ) ( )  . . . . . .  A g " - "  I'~ ~,z" 

Ce d6veloppement se continue analyt iquement  dans les champs E0(%,/h),  
E o ( % ,  p..) ,  . . .  dont chacun a une patt ie commune avec le pr6c6dent, 
all moyen des d6veloppements 

( ~ 

i ''~ __ ~fZ1 I '~ I ~ g]- '2 

Je n'insiste pas sur des relnarques analogues k celles que l'on a faites 
pour le eas pr6cddent, et qu'il serait facile de r@6ter iei. 

28. Enfin, on peut considdrer le cas off l'on prend x dans une des 
aires 

Les fonctions analytiques repr6sent6es par A(~)  dans ces divers champs 
se d6duisent de celles qu'on vient d'dtudier, par l 'application da th6or6me 
de M. HFmMrrF,; ~ je ne reviens pas iei sur cette application que j'ai d6jh 
donn6e, ~ non plus que sur les cons6quences qu'on en d6duit. 

' Voir le mdmoire: Sur quelques poi~ts de la ihJorie des fonclions. ( A e t a  Soe .  
S e i e n t .  F e n n i e ~ e ,  T. I2, I 8 8 I . )  

' V. mon mdmoire ddj'~ eitd, w 34~ et ma note Sur u~e Jormule daus la th~orie 
des fmwtio~s ( O F v e r s i g t  ar  S v e n s k a  V e t e n s k .  Akad .  F 6 r h a n d l .  I886. p. 51 - -55 ) .  
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2 9. Nous avons appris, aux w167 I6 et 17, ~ ddtcrminer formelle- 
ment la fonction A(y, t) que nous avons appelde r~ciproque de A(x, y). 

Supposons k pr6sent que cettc fonction air une existence effective, et 
que les singularit6s de cette fonction soicnt les couples de valeurs qui 
v6rifient une 6quation de degr6 m': 

a ( y ,  t) = o. 

J'indiquerai par I:~(a, p) la r6gion du plqn t oh h singularitds de g(y, t) 
tombent ~ l'int6rieur du ccrcle (~, p). Supposons enfin que la ligne 
d'int6gration l' de l'op6ration rdciproque soit dans le champ I:o(a , p). 

Cela pos6, proposons-nous le probldme suivant. Etant donnde une 
fonction r  clans le chalnp E,~(=, p), on demande de la ddvelopper en 
s6rie de fonctions A,(x):  

r  = x c , , A . ( ~ ) ,  

probl&ne qui revient it la ddtermination du syst6me de coefficients c,,. 

A cet effet, formons 

fa ( : , j ,  z ) r  = ~(:,z); 
l' 

puisque la ligne l' est contenue dans le champ F0(a , p), on aura le long 
de cette ligne: 

A(.,/, t)= ~ (y i,,(,~_ a"A(~,a,;, t), 
d'oi~ 

avec 

(16) 

~ (: j )  = : c . c , , ( v  - -  ~)" 
~t~O 

I ; a " A ( a ,  t)r 

1' 

Cette formule (lorsque elle a un sens) nous d&ermine les coefficients 
du ddveloppement cherchd (15). ' Ce ddveloppement pourra n'dtre pas 
unique, parce que la ligne l' elle-mdme pourra admettre plusieurs d6ter- 

A c t a  m a t h em c t t i ca .  10. Impr im6 le 15 auin Ig87, ~:~ 
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minations, et alors on pourra former avcc les fonctions A,,(x) des d6ve- 
loppements de zdro. 

3 o. En certains cas, le probl6me prdeSdent se simplifie beaueoup. 

Si, par exemple, la fonction r  est d~j~ c o n n u e  sous  la forme 

~ a .... 3"A (x, a~) 

Y~I  n~O 

les coefficients c, s'obtiennent sans reeourir  /~ la fonction %ciproque: ils 
ne sont en effet que les coefficients du d6veloppement de la fonction 

~=1 ,=0 (Y --  av) "+1 

en s6rie de puissances enti6res et positives de y - - a .  

En particulier, si la fonction r  est de la forme 

P rv 
Z Z  a .... o"A(x, a,~) 

~=, .=0 I_ ~ vo.v 

elle est d6veloppable en une s6rie de fonctions A.(x)k coefficients %- 
currents. 

3 I. Sul~posons que nous ayons obtenu le d6veloppement d'une fonc- 
tion r  en s6rie A,(x), ct cherchons le ddveloppement de l't m~me 
fonction en s6rie de polyn6mes h:(A). (V. w 26 b); en faisant d6sormais 

a = o pour simplifier l '6criture. 

Soit donc 

= Z c . r  r  = 

on aura k %soudre rdquat ion fonctionnelle en ~ :  

(x7) 

oh l'on a pos6 

A(r = r  

1 Sur ces ddve]oppements~ v. pour un cas particulier remarquable: FROBE~IUS~ L?ber 
die Enlwickelungen, etc. ( J o u r n a l  de CRELLE~ T. 73-) V. aussi mort second mdmoire 
Sui sistemi di fu~zioni analitiche e le serie etc. (Annal i  di M a t e m a t i c a ~  S. II~ T. XI I ,  
p. I27.) 
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c'est-k-di-re que l'on demande le systb~me de coefficients c:, tel que: 

r  = Ec:y n, d'ofi r  Zc'h.(A). 

Or, cettc 6quation (I7) se r6sout sans difficult6, par suite de la remarque 
du w 26, en prenant 

r 
 i(y) = 

ce qui signifie que l'on dgveloppe le quotient f- en s6rie de LAURENT 
Z 

dans une couronne qui comprenne la cireonf6renee p; et que l'on prend 
la partie de eette s6rie qui eontient les puissances positives de y. 

32. L'on peut encore se proposer la solution de l'6quation fone- 
tionnelle en f~ 

8) A ( 9 , z )  = o.  

I1 suffira pour cela que la fonetion f lZ soit d6veloppable sur la 
eirconfSrence (o, p) et en dehors, en une s5rie de puissances n~gatives de 
Y, (@IZ = o). D'ofi il r5sulte, puisque 91 doit ~tre rbgulibre dans tout 
le eercle (o, p), eirconf6rence comprise, que 91 dolt se r6duire k une foric- 
tion rationnelle, diviseur de Z. Cette fonction ~ nous donne done les 
coefficients (r5eurrents) ;:l'un d6veloppeme'nt de zSro en s~rie de poly- 
nbmes h,(A), 

33. Comme application de ce qui pr6c6de, supposons que la fonc- 

tion caract6ristique soit de la forme A(y--x), oll A ( z ) =  Z a,, est 

une fonction uniforme dont toutes les singularit6s. (qu'il n'est pas n6ces- 
saire, pour le moment, de sp6cifier davantage) sont k l'int6rieur du ccrcle 
(o, B). Le champ du plan x, pour lequel les singularit~s de A(y--x) 
sont toutes ~ l'int~rieur du eerele (o, p > R), est l'int6rieur du eerele 
(o, p -  R). 

Pour tout point a du cercle (o, p -  R), la fonction A(y--a) admet 
le d6veloppement en s6rie: 

A.(~) =X 
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convergcnte pour toutcs lcs wdeurs dc 191 > P "  Les fonctions A,,(x) 
forment un syst6me de polynbmes de M. API'I~LL; en effet, on a, en in- 
diquant les d6riv6es par des accents: 

A ' ( y -  ,.,,)--~ A';(~)- ~ (~ + ,)A,,(~;,) 
y,, + 1 yn ~ "2 

d'ou 
A , ' , ( x )  ~-- ~ A , , _ , ( x ) ,  

qui est la relation caract6ristique de ces polyndInes. 
34. Si 9-(y) est une fonction analytique uniformc qui n'a aucune 

singularit6 le long de la circonf6rence (o, #), et en conservant les nota- 
tions du w 23 , on aura:  

A(9. ) = A(i?)---- Xc,,A.(x). 

C'est 1'~ le d6veloppement que M. APPELL indique par 9~(A). Ce ddvelop- 
pement converge dans le cercle (o, p - -  R l, si i 9- converge dans le cercle p.~ 

On pourra sans difficult6 r6p6ter pour ce cas particulier l escon-  
sid6rations fa res  au w 24, au sujet des divers cas auxquels pourra donner 

lieu la fonction 9~(y). 
35. Etant donn6e une fonction ~b(x), on demande de la d6velopper 

en s6rie de polyn6ines A,,(x). Les  coefficients du d6veloppement seront 
donn6s par la formule (i6), oh A(y, t) est la fonction r6ciproque de 
A(x ,  y). Mais pour d6terminer cette fonction, il suffit de la prendre 
sous la forme 

de telle sorte que 

(~ Tl A (9 - t) = ~ ( ,  _ ~),._, 

g ( x  - -  9 ) A ( y  - -  t ) , t 9  - -  t - ,~; 
(o )  

d'ofi l'on d6duit ais&ncnt le syst&nc d'6quations qui ddtcrminc les coef  
fieients ~ : 

(i9) ! ROaO = I, 

l aoa,, + C:)a,a,,_l + (2 )a2a , ,_ : -{ - . . .  + %a0 = o. 

1 Cfr. ma n o t e :  Alcu.ne osservazioni sui polinomi del prof. APPELL. (Rendiconti 
del la  R. A e c a d e m i a  dei Lincei~ S. IV~ T. II.) 
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De ces relations il r6sulte 

( I 9')  
a n  _n  I 

an n 

ce qui prouve que los polynbmes de M. AI'I'ELL form6s avee les coeffi- 
cients cc sont les inverses ~ de ceux form6s avec les coefficients a. 

Les 6quations (z9) donncnt la solution formelle du problSme; ce 
sera une solution effecti~e s'il existe une circonfSrence (o, /~) le long de 
laquelle les deux s6ries 

yn+l  ~ A (y - -  t) ---- ~ ~A(")(t) 

convergent ensemble mdform6nmnt. Toutcfois, l~ transformation de LA- 
PLACE pc.rmet facilcmcnt de dSduire l'~ solution effective du problSme 
de la solution formelle. 

3 6. Nous trouvons ainsi, pour les coefficients de dSveloppement de 
r  en s6rie de A,,(x), la formule 

- • fh (" ) ( t )p ( t )d t .  
, - -~p)  

Supposons que la fonetion A(t) soit, dans un cas partieulier, de 1~ forme: 

�9 r ~ S oh les points a,~ sont mtermur~ au cercle p;  d'ailleurs les forinulcs (I9) 
ou (19') permettent  de trouver quells  sera, dans ce cas, la forme des 
polyn6mes A,,(x). I1 en r6sulte 

A(")(t) h., 

d'oh, si le cercle de convergence de r est plus grand que p: 

= + + . . .  + + . . . .  

1 ~kPPELL, Mgm. cit~ w 3. 
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La fonction r  satisfait donc, dang ces hypoth6ges, ~ l'6quation 

o~ 

(~o) r = z:0[h,r + ;,~0<.>(~,) +.. .]~l.(~).  

C'est llr une formule donn6e par M. HALI'HEN. (Comptes  R e n d u s  de 
l 'Acad6n i i e  des Sciences  de Pa r i s ,  i88z, T. 93, P. 78I.) 

Une autre formule trouv6e par le m6me auteur (ibid., p. 832 ) se 
d6duit avec la mSme facilit6. Nous venong d'apprendre ~ r6soudre l'6qua- 
tion en F(y) 

' .  r = f(~). 
2 7 r t  d " 

Or en mettant x A- t ,  y-4- t  "~ 1~ place de x, y, il vient: 

#<'(.~ + t) ~ j  @--x)F(y + t)dy; 

et d'apr6s los d6veloppements ci.dessus: 

(2i) r(.<, + ~) ~ j,,(x) F<")(o 

C'est la scconde tbrmule de M. HALrHEN, qu'on peut regarder comme 
une g6n6ralisation du th6or6me de TAyLom I1 s'y manifeste une sorte 
de dualitd, qu'il serait ais6 de pourguivre, entre les syst6mes de poly- 
n6mes de M. Am>ELL et leg syst~nics de d6riv6es suceessives d'une m6me 
fonction. 


