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In engem Anschluss an die in meiner letzten Abhandlung' be-
nutzten Methoden lasst sich auch die Frage nach den Minimalflachen er-
ledigen, die ein System sphirischer Krimmungslinien besitzen. Diese
reprisentiren in gewissem Sinne nur einen Grenzfall der entsprechenden
'Flachenv constanter Kriimmung, und man hatte an den Entwickelungen
der citirten Abhandlung verh‘eﬂtnissmﬁséig nur geringe Veranderungen vor-
zunehmen, um auch fur die neuen Flachen die constituirenden Glei-
chungen zu finden. Indessen gelangt man zu denselben schneller und
erhalt sie auch sofort in ihrer einfachsten Gestalt, wenn man sich, statt
auf die Gleichungen (5) zuriickzugehn, der WEeIErsTRAsS'schen Formeln
bedient. Die Anwendung derselben ist in diesem Falle ermdglicht, wenn
man die Krimmungsradien in ihrer ‘Abhingigkeit von den Parametern
der Krimmungslinien kennt. Ich werde dahep der Kirze wegen den
Gang, der zu den Ausdriicken fir die Krammungsradien fithrt, nur an-
deuten, dann mit Hilfe der WEeiersTrass'schen Formeln die Gleichungen
der Flache aufstellen und erst am Schluss die Gleichung der Kugel geben,
auf welcher die Kriummungslinie v = Const. liegt.

! Dieses Journal Bd. 9, p. 73—104.
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146 Hermano Dobriner.

Die Bedingung p, == — p, = p hat die Relationen
P—o—-‘___'_ L
¢ f g Ve

zur Folge, welche man an Stelle des Gleichungssystems (9) der weitern
Untersuchung zu Grunde zu legen hat. Man findet dann zunichst die
Gleichungen (14) wiederum in ihrer alten Gestalt, fir R cose eine im
Vergleich mit (15) complicirte Formel, und schliesslich fir ¢, und g,
Differentialgleichungen, die ihrer Form nach nicht mit (20) sondern mit
(25) zusammenfallen; dies kennzeichnet das vorliegende Problem zu einem
Grenzfall des fruhern. Ersetzt man in (25)

p, durch g, p, durch ¢, und = durch i,

so erhalt man die Gleichungen fur ¢, und g¢,. Ihre expliciten Aus-
dricke in v gehn durch dieselben Vertauschungen aus (33) hervor, mit-
hin ist auch das System der I, m, » wesentlich identisch mit dem der
A, s, v. Bezeichnen X, g, v’ die Ausdriicke, in welche 2, u, v tibergehn,
wenn man in (49) « durch @ ersetzt, so ist

b= ) My, == v, n, = A (h=1,2,3)

Hinsichtlich der Quantititen p, und p,, sowie itberhaupt hinsichtlich aller
von dem Parameter » abhangigen Grossen behalten die frithern Resul-
tate unverandert Geltung.

Nun war (p. 102)
Zh?lnm

p— _ o
2hlh}\h

und darin (p. 103)
. ‘glﬂg(a’)as(a) ﬂl(’"’l)

T = VG a) Bu(n) O

wenn fur den Factor %— sein Werth aus (30) gesetzt wird. Mithin ist

- I . Zh/l)ll'ih
P - —
Vo p Zhlhﬂ'n

19, (a) . e"‘zhﬂhc?,,(a)z?,.(ul)ﬂ;.(v, + a) + e X, 30 (a) (1) I (v, — a) '
\/;19“(2(1-) 9 ()% (v)

Vo =
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Die drei Summen 2., lassen sich mit Hilfe der Thetaformel:’
2, 8,8(2) 8,(y)8(2) = 28,,(8)Byy(s — ) By3(s — y) (s — 2)
28 —=ux+y+z (h=1,2,3)

durch je ein Thetaprodukt wiedergeben, so dass man fur jp den ein-
fachen Ausdruck:

“931(“) 3r2(911(‘7 + a)dy, (e, — a) + B'UZI’U(" - a)‘yn(dl + a)

(a) Ve = \/57911(200) $u(0)d(a)

erhilt, wenn man abkiirzend

/ .
u, + v, V8 %+ w

2 Y 2
(b) .
U = s u—v
4 T &, 2

setazt.
Benutzt man ferner die Bezeichnungen

Yu(a)

T = u +v,—=— 1‘}11(a)(u1 + v,) + Const.,
(c) "
= — %, + v, =+ ,T:%WI —v,) + Const.

und setzt

edyo+a)

dy(o-—a) =1

(d)

e"d(o, — @) _

‘911(0'1 + a,) o tl,
so wird
it_ . 3719,11’%&(20')'931(0)
de #(a)¥(o — a) ’
a, | RS,
de, ()P (o, + a) '

L Man erhilt dieselbe durch Subtraction aus zwei von JACOBI angegebenen Formeln
(Werke, Bd. I, p. 507 (3) und (4)); sie ist ein specieller Fall der allgemeinen Formel,
die Herr PryM die RIEMANN'sche Thetaformel genannt hat.
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und
4 do de

_ %y o 3
=5 dtl(l +H’).

Die Grossen ¢, ¢, sowie o, ¢, und z, 7, sind fur rcelle Werthe der Va-
riabeln » und v conjugirt complex, wenn man die Constante « als rein
imaginér voraussetzt.

Von einem Ausdrucke fur den Krimmungsradius, der sich von dem
obigen nur durch einen constanten Faktor unterscheidet, ausgehend, leitet
Exngrer ¥ die WeierstrAss'schen Gleichungen fir die Coordinaten eines
Punktes der Minimalfliche ab. Hier erscheinen sie in der Form:

O da
z=R[—=(1— t*) 4 dos
0\\
y=R[=" (+ﬁuﬂm

7 = /20“td—6 do,
S

wenn man durch das vorgesetzte R- den reellen Teil des nachfolgenden
Integrals bezeichnet. Es ist also:

1911011 —7 g2
r = Rf;lil(ZT)i;r%d) [e 1.911(0' + a) — € 1911(0'—- a)]do',

";119?1 T —
1= R [ s Bl + @ + ¢ Do — i,

28, %(a)
Z = Rf Fea)Fio )191,(0 + 2)#,,(¢ — a)do,

und nach der Integration:

. Rzatl(a’) . e*d, (6 + 2a) + e73,(0 — 2a)
=T N za) 29,(a) ’
U 28 (a) €d,(o + 2a) — e 78,(d — 2a)
y=—*h s (2a) 2i9,(0) ’

s — —R 284(a) $.(20) [d log$u(a) d’ log 8,(a )]

T s¥(za) &, da da’

' Zeitschrift fur Mathematik und Physik, Bd. 9, p. 103—107.
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oder, wenn man noch die reelle Constante

(2 .
— s2 04(( aa)—) mit C
bezeichnet:
. (o + 2a) + e7Tdy(6 — 2a) | endy(ag, — 2a) + 7D dula, + 2a)
Cp = 29,(a) + 25000 '
, e'dy(o + 2a) — e, (0 — 2a)  endy(e, — 2a) — e dulo, + 2a)
(e) Cy = 2¢8,(0) T 218,(0y) ’
Oz — ?911(2“') [’%1( g) 1911(0'1) — 1911(0') 0;1( G,) —_— d* log 1911(“)]
o 29;1 011(0)&11(0‘1) 1 da® )

Ich gehe dazu uber die Gleichung der Kugel aufzustellen, auf der
die Krtummungslinie » = Const. liegt.

Man setze
Yu(2a) d'logd(a) Cs

Cz + v, 5 Ja® X

und
L(}ll ? ’
_19(—;2,1) [?9;1(0')1911(0'1) — #,(0)du(e)] = A,

so dass
A = C8,(a)8,(a)2
wird. Dann ist
C*8(0)B(a)a* + 9" + &)

= d,(0) 1911(01)[32"%911(0- + 20)8,,(0, — 24a) + €7228,,(6 — 2a)8,(0, + 2a)]

+ A* + 19?1(0'1)1911(0' + 2“)?911(0'_ 2“) + 19;21(0')1911(0'1 —_ 2“)1911(0'1 + 2a).
Nun stellt die Determinante A eine gerade 6-Function zweiter Ordnung
mit der Characteristik (o) in Bezug auf das Argument % dar; sie lasst

sich daher durch zwei besondere, von einander unabhingige 6-Func-
tionen gleicher Art linear ausdriicken. Wir wahlen die beiden Dar-
stellungen:

i ’ d
A= _gii) [#:(0)8u(a1) — du(0) 81 (a1)]

= A4 8,(c + 2a)8,(0; — 2a) + B 8,(0)8,(a)
= A9, (0 — 2“)?911(0'1 + 2“) + 312911(0')?91:(01),
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und bestimmen die Coefficienten 4 und A4,, indem wir ¢, = 0, ¢ = v,
setzen, und dic Coefficienten B, B,, indem wir o, = * 24, 0 = + 24 4 v,,

annehmen.

Wir finden

und daraus:

A = 01911(0..)1911(61)31

3. vx)_ 19“(0- + 2(1) 1911('71 - 20)

=+ 5o + 20

(v, + 2a)8,(2a) — $u(v, + 2a)3,,(2a)

-+ 1911(0'>1911(¢71) 0;‘011(% ¥ za)

z911 1
T e 19—”(1}1(—”—)2(],)'911(0—_ 2a)l9“(0'1 + 2“)

1911(7% — 20,)(9“(2&) + 1911(7]1 — 2“) ‘9;1(20')
’

+ 1911(”)1911(0'1) 3,8, (v, — 20)

e22¥,(0 + 2a)d, (0, — 2a) + e ?8,,(0 — 2a)8,(a, + 2a)

l,u( ‘7) 1911( 0'1)

e 3, (v, + 2a) — e 28,,(v, — 2a)

- Czl 1911( v,)

— du(2a) . e? (v, + 2a) — e~ 2%, (v, — 2a)
ly’u 1911('01)

+ 19;1(20') . 02”2’911(”1 + 2a) + e~ 228, (v, — 2a) .
0;1 1911('”1)

A’ ist eine gerade @-Function vierter Ordnung, die wir linear durch drei
von einander unabhingige Thetaproducte darstellen konnen. Setzen wir
die Gleichung in der Form

A* = 4,[84(0)Bu(c + 20)8u(0 — 20) + #4(0)Bu(a + 2) (0, — 20)]

+ 32811(¢’>1911(0'1)A + 023?1(0)831(”1)

an und entwickeln, indem wir ¢ = ¢ — v setzen, beide Seiten nach Po-
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tenzen von o, so erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten von

&% o', o*:
4, = —1,
B — 2(9,1(2a).d10g19u(vl)
T ¥, dv, ’
o _ e —dua)siea) | S+ 20) (0 — 20)
2 = 5 + 5(,)

+ 2931(2(1) . 31/1 193( v, ) _ 2";1 1911( Vs ) #;/1( Ul) + 19;,1/ 8?1( 'Ul)
&3 #(v,)

28, 9i(2a) — 28,,8,,(2a)80(20) + F79(20)  S(2a)8i(v)
¥ ndu()

Mithin ist:

l A 4 79?1(0'1)1911(0' + 2a)8,(0 — 2a) + 19?1(”)‘%1(‘71 + 2a)8,(0y — 2a)
(8) l

28,(2a) dlogdy(v,) ,, 7
— (o) B(o)| 22u20) LB Iul0) g, g ].

Die Gleichung der Kugel erhalt man nun, wenn man (f) und (g) be-
riicksichtigt, in folgender Gestalt:

(h) C¥a® + ¥ + (Cz + V)i = W,

V= du(2a) . d*logd,(a) v 3(2a) ) d log &,(v,)
T8, dd? L dv,

_e78,(v, + 2a) — ey (v, — 2a)

28(v,)

W= [8,1(?0&) . dlog &,(v,) + e?29,, (v, + 2a) — e~ 2%:8,(v, — Za)]2
¥, dv, 21911( 711)

#(2a)Hi(v,) _ . (2a) €28, (v, + 2a) — e~ 28} (v, — 2a)
T X () 1911 7911('"1)

3,(2a) e ¥ (v, + 2a) + 8, (v, — 2a)
+ ﬂil ' 19“( 'Ul)

20, 8i(20) — 28,,8,(20)%,(20) + Bl $h(20)
+ 7 '
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Die Krimmungslinien v, = Const. liegen also simmtlich auf Kugeln, die
ihre Mittelpunkte auf der 2z-Axe haben. Die Curven v, = o, + 271,
+ 47i, ... bilden insofern Ausnahmen, als ihre osculirenden Kugeln in
Ebenen degeneriren, die der zy-Ebene parallel sind. Man kann tbrigens
leicht nachweisen, dass diese Curven alle einander #hnlich sind.

Die Krummungslinien » = o, + 20, *+ 4o, ... sind gleichfalls plan
und zwar in Ebenen gelegen, welche durch die z-Axe gehn. Sie zer-
legen die Minimalflache in congruente Teile, von denen jeder mit dem
benachbarten Teilsticke zur Deckung gelangt, wenn man die ganze Fliche
um die z-Axe dreht und zwar um den Winkel

. 219, (a)
€= 40+ w 9.(a) ’

worin @ der Periodicitatsmodul der #-Functionen ist.



