SUR LES EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES.

PAR

M. GHERMANESCO

4 BUCAREST.

Les équations aux différences finies, connues du temps d'Euler, Bernoulli,
Lagrange, ete. ont fait l'objet des préoccupations de nombre de mathématiciens,
dont les efforts se sont concentrés surtout a 1'étude de 1'équation’

(A) S+ 1) — flz)= g(x)
qui en était la plus simple, du moins, quant a la forme.

Mais ces efforts n'ont pas porté tout leur fruit pour deux causes essentielles:
la premiére, on ne pouvait pas s'assurer de I'uniforme convergence des développe-
ments des solutions, dont les polynomes de Bernoulli y étaient 'instrument ana-
lytique primordial et la deuxiéme, la solution de 1'équation (A) dépendant d'une
fonetion arbitraire, on ne pouvait pas distinguer entre les propriétés qui carac-
térisarent toute solution de l'équation (A) et celles introduites par la fonction
arbitraire considérée.

C'est plus tard que N. Nielsen® parvient a remédier partiellemént au pre-
mier inconvenient en introduisant les polynomes @.(x), ayant une étroite parenté
avec ceux de Bernoulli et dont il détermine la valeur asymptotique, ce qui permet
d’obtenir une solution absolument et uniformément convergente, lorsque g¢(z) est
une fonetion entiére de genre wn au plus.

C. Guichard®, P. Appell* et A. Hurwitz® donnent une nouvelle impulsion

! Pour - I'historique complet on peut lire I'article de M. NORLUND, »Sur l'état actuel des
équations aux différences finies», Bull. des Sc. Math. 1920, p. 174 et suiv.
? N. NIELSEN, Math. Ann. Bd. 59, pp. 103—106.
. GUICHARD, Ann. de 1'Kcole Normale, 1887.
. APPELL, Journal de Liouville, 1891I.
® A. HURWITZ, Acta mathematica, t. 20.
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3 la théorie, en remplacant les polynomes de Bernoulli par des fonctions entieres,
convenablement choisies, qui assurent la convergence du développement de la solu-
tion, lorsque g(x) est une fonction entiére quelconque.

Mais c'est & M. Norlund qu'on doit l'aspect moderne de la théorie, qui crée

des formules sommatoires, tombées en oubli, un puissant instrument de recherche

et qui en obtient la solution, qu'il nomme prencipale en ne faisant que des
hypothéses trés générales sur la nature particuliére de la fonction donnée g(x) —
de 'équation fonctionnelle (A).

Les travaux de M. Norlund sur l'équation (A), sur l'équation

(B) Sl +1) + f(x) = 29()

et sur les équations obtenues en itérant les opérateurs des premiers membres®,
sont fondamentaux pour la nouvelle théorie.

Les méthodes, si fécondes, de M. Norlund ont permis l'extension de la
théorie & des équations plus générales que celles de M. Norlund et je dois citer,
suivant le degré de généralité, le mémoire de M. R. Raclis” et celui de M. S.

Bochner® qui y étudie 'équation aux différences finies
(€) Egx)= Aypa) + Ao+ )+ + Apglz + op) = glz).
P

C'est cette méme équation qui forme l'objet du présent travail. J'y introduis
les polynomes G¥(z)°, qui ont une grande parenté avec ceux de M. Bochmer,
mais dont je détermine la valeur approchée pour » tres grand.

Je retrouve par des moyens un peu différents les résultats de M. Bochner
et qui ont trait a la théorie de M. Norlund.

J'étudie aussi quelques solutions spéciales, obtenues en étendant les pro-
cédés de A. Hurwitz et 3 cet effet, jintroduis une suite de fonctions entiéres
&%(x)'°, néeessaires a 'étude.

Le probléme des solutions périodigues, étudié pour l'équation (A) par M.
E. Picard, s’y trouve aussi étudié pour l'équation générale (C).

J'étudie aussi un cas spécial, celui ot la résolution de 1'équation fonetion-

¢ N. NORLUND, Acta mathematica, 1920, t. 43, pp. 121—196; Idem, 1922, t. 44, pp. 7I—212;
T'rans. of the American Math. Society, v. 25, January 1923, pp. 13—98.

" R. RacLis, Acta mathematica, t. 55.

8 S. BOCHNER, Idem, t. 5I.

* M. GHERMANESCO, Bull. de 1'Acad. de Belgique, 1933, 4, p. 387.

12 1d., Rend. Accad. dei Lincei, 1933, mars, p. 381.
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nelle (C) se réduit 4 celle d'une infinité d’équations intégrales de premiére espéce,
du type de M. Volterra.

Je montre encore comment on pourrait étudier une équation fonctionmelle,
telle que (C), mais dans laquelle les A; sont des constantes asymptotiques.

Je finis, en considérant quelques systémes d’équations fonctionnelles linéaires
et en ramenant leur résolution & celle des équations, telles que (C).

Chapitre I
I. Les polynomes G(x) et GX(x).

1. Considérons 'équation aux différences finies

(1) §'F=AOF(x)_ + A F (ot )+ + A F (2 + o)) = g(2)

dans laquelle les A; désignent des constantes, dont deux au moins sont dzfférentes
de zéro, les wi‘ sont également des constantes, différentes ou non'!, mais positives
ou a parties réelles positives, cas auquel on parvient toujours par un simple
changement de variable; désignons encore par % le plus petit entier positif, tel
qu’én posant

)
(2) By = 4,07 + 40l + -+ 407, Bo=Z,Ai
0

on ait By 0. Quant au second membre g(x), il désignera diverses fonctions
que nous spécifierons dans la suite.

Pour l'étude de 'équation fonctionnelle (1), nous définissons les polynomes
G:(x), solutions des équations particulidres

@ n—rk
(3) sz(ni—kTi si n=k
(4) l?JF=o s on<k
»

't On peut bien les supposer toufes différentes, car dans le cas contraire on groupe les termes
correspondants en un seul.

I* Cette ‘expression des B rectifie légerement celle considérée par M. BocHNER (loc. cit. 8).
31—33617. Acta mathematica. 62. Tmprimé le 20 december 1933.
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M. S. Bochner utilise (loc. cit. 8) pour I'étude de la méme - équation fonctionnelle
(1) les polynomes P,(x) qu’il définit comme solutions des équations (4) et

(s) EF = z"~*
p

avec les mémes conditions pour ». Il est facile d’établir un lien entre nos poly-
nomes G*(z) et les polynomes P,(x) de M. Bochner: on voit que la différence

Pp(x) — (n— ) G¥(x)

est une solution de l'équation (4) et comme elle est un polynome, celui-ci ne peut
étre que du (4— 1)° degré au plus.

Les raisons qui nous déterminent a employer les polynomes G¥(x) au lieu
des Pu(x) sont bien simples: ils offrent plus de symétrie aux expressions qui les
contiennent et, ce qui plus est, on peut leur trouver une valeur asymptotique,
ce qui est fondamental dans 1'étude de 1'équation (1).-

Remarquons en passant qu'on a toujours k < p car autrement, le détermi-
nant du systéme d’équations homogénes

A,w’;+A2(u§'+--~+A,,w;',:o i=o0,1,...p—1,

qui n'est autre que le déterminant de Vandermonde des quantités w;, serait nul,
et il ne peut pas étre nul sans que deux de ces constantes soient égales, hypothese
exclue (notice 11).

En revenant aux polynomes G%(z), on trouve en dérivant

aGi@)
© | S — G )

ce qui montre que les polynomes G*(x) forment une suite d Appell.™ La formule
de Taylor

(7) Gz + h) = Zhl

devient, & cause de (6)

(8) 2 'G,,_,

ol'Gr”L )

¥ P, APPELL, Ann. de I'Ecole Norm. (1880), t. IV, pp. 119—145. Voir aussi N. NIELSEN,
Recherches sur les polynomes d’ Hermile (Det Kgl. Danske V. S. 1918, I, 6). : '
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Définissons les nombres Gt = G*(o0), cette relation nous donne

(©) e =D

- (n—1)

Compte tenu de (8), l'équation fonctionnelle (3) devient

.& & Bk+1‘ Y . _' E" Y o xn—k
(10 ot Ot G @) o G0 = 2
ou, en changeanst #» en »+ £k
Br i By Brit iy %"
(i) R R T T Ty
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qu'on peut considérer comme étant la relation de récurrence entre les poly-

nomes G*(x) et qui permet leur détermination explicite, en procédant de proche

en proche.

On a par exemple, pour »==0, I,

o
Gﬁ(x)=E

El{x Bria
k() — 22 DR+l )
Gi{a) Bk(ll (k+1)Bk)

La relation (11) nous donne encore, pour x =0,

By o, Berr o . Bawk
(12) AR A TR S oy TR Bl
avec
%!
k— (Jn e,
¢ = Golo) =

“et qui constitue la relation de récurrence entre les nombres G%.

Si dans (11) on remplace n succesivement par o, I, 2, ...#n, on obtient un

systéme d’équations aux inconnues G%(x), duquel on tire l'expression suivante

pour le polynome GF(x)
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xz"  Bryr Brer B
nl Grulht2)! G+ )
o ﬂ Biiy Biina
r—1)!  El (k+1)! (k+n—1)
Ll n+1 -
(13) e = (5) " | = B
" B \w=2y1 ° k!
B,
1 (o] (o] ?

2. Si k=0, on peut trouver une expression remarquable pour les poly-
nomes Gn(x) = Gy(z). En effet, on déduit successivement de la relation (11)

oy L (. B
"‘(“"‘)”Bo(‘ Bo)

I I 2 B}
GQ(.’L') - Fo I::Ez — ITO(ZBIIL' -+ Bg) + El] :

1
Désignons par 4F la différence premiére de la fonction F'(r), c'est-a-dire,
w
I'expression

1
AF =F(x+ w) — F(x)

(&)
et en général
m 1 m—1
AF=4\ 4 F
OyWg. .. Oy v \Wy. . 0y
nous aurons
P

L 1
Z,A,-(z;cuu + wf) = ZA;J%Z
1

1 ny

2Bz + B,

P 2
2Bi=2 (Z A,-wi) = D di(zw}) + 2 D) A Aj(2wi00))
1 P

P 2 » 9 Ld 1 (2)
NAdida® + 2 Z,AiAij2 = (Z A,-sz)

1 ) 1 W5 1 wg

ol l'on convient de remplacer les puissances symboliques
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1\ 2 2 1 1 2
(d) par 4, A4 X 4 par A4
on a done

P Bye) = Sdudet + (S des)”

wy 1

Je dis que, d'une maniére générale, on a

1 2)
(14) n!BOGn(x’)zx"—i-‘ZAdx +—(2A .Jx") —
0

En- effet, supposons cette relation vraie pour les valeurs 1,2,...2—1 de »;
nous allons montrer qu’elle est encore vraie pour ». La relation (11), qui pour
k= o s'écrit

' b B, xt

(114) B, Gy(x) + 1_‘1 Gna(x) + - + — G,o(x) =
devient, avec nos hypothéses
(11v) n! Bi Gu(x) = By — (!)B1 I:c”' ——ZA doc"_l +

n

(2) B, [x“ — Z Aldx"_ +- ]
n
” 7L

= Bya" — [(”) B,z + (”) By + (") B,.]
I 2 "

1
+I[( )BIZAJx" Ly 22Aidx"_2+~-]
Bo AT N wy
_L[(n)B ZAJ n—1 (2)+,.,]
Bl\i/ ! 1%_90

5 (VR A B
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mais on a

(") B,a + (") Byav 4 -+ (") B, =
I 2 n

2 A; [(n) 2w + (72) " w; + - (n) (u;’] =
1 2 n

S Azt o) — ] = D did

(‘)l‘

Je dis qu'on a la relation générale
1 (m) n 1 {m) n 1 {m)
09 (B = () Sa(S ) () S a(Sade) s
L’)“ wj (.Uj

Nous pouvons la supposer vraie pour les entiers 1, 2,...m; en lui appliquant

1
Popération ZA,J dans les deux membres, on aura visiblement
Wy

(Z A,‘Jl;l?")("HI)I (’Il) Z A; (2 ‘4i411'"_])("l+1) + -

wy

et avec cela, (11p) n'est autre chose que (14).
Une telle relation a été donnée par M. R. Raclis pour ses polynomes par-
ticuliers R? (z) (loc. cit. 7).

3. On trouve une expression semblable pour la solution de I'équation fone-
tionnelle (1) lorsque g(z) est un polynome du m¢ degré, toujours dans I'hypo-
thése k =o0. En écrivant

m . m

oo+ 1) = 25790 = 2 gL Gl

0 0

on voit aisément que la solution principale de 1'équation (1) avec g(x) polynome
est le polynome

m

(16) plx+h) = 2 99(x) Gilh).

0

Nous n'avons qu'a remplacer dans cette relation, les polynomes G;(h) par
leurs expressions (14); on aura
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Byl +h) = g(a) L /@) [h S ZA Jh]

I ()l«

44 1 1 (2)
) [h2 — L Ak + (Z Aizlhg) ]
A " B, B p

ll)l'

——é;[ZAi(g'(x)dlh.+ 9@ fe )]

Wy 2 - Wy
3 (2

mais
h, R, .
gle) + g'@) + 59" (@) + - = gle+ h)
1 44 1 1
g'(x)thrg (‘x)dhg-k--- =dglz+h)

et on démontre, par induction, la relation générale

(17) Bogle+h)= gl +h) — ZAdqx-rh (ZA,ng+h)))----

(’)l
le développement s’arrétant de lui-méme au (m + 1)° terme.

4. On peut déterminer une valeur approchée du polynome. GX(z) pour =
trés grand. Désignons par o la plus grande des quantités w;, ou leur plus
grand module si quelques unes sont complexes, par A la somme des modules
des coefficients A;, de sorte qu'on aura

(18)

4
jw;:l < ZlA,1|wi < Aot
. 1
La relation (11) nous permet d’écrire pour les valeurs successives de n et compte
tenu de (18)
| By G (%) | = %! z>0

IRl

Awrtl x )
! I = = 2! L Mt
<k.[Aw Il+(k+1)!k'] MAw [I!+k+1]

| B: G |<k'[~|B|+
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| BiGi(x |<kl[|BL| |Bk+1| | BiGH) | + Ig:szIIB G )|]
ks [AQ“’”Z‘! * A]fcfllﬂ (afn Lil) 1?; fgﬁ]
On trouve de méme
| Bi i) < bt A% [:T * "kwfi KZ:S‘I) * (k_i%)?] '

Je dis qu'on a, d'une maniére générale
(19) | Byt Gi(a)| <

< FAnert [ R (k’+u:;c(1;_l_ IR +2 w) T"“—’O‘ET! o (2’;:(10)"] ’
Il suffit de supposer cette relation vraie pour les valeurs o, 1,2,...n de-n, pour

démontrer qu'on obtient une limitation analogue pour le polynome GE ().

De la relation (11) on déduit pour le polynome G%_ (x),

| Byt @y, ()]

Bii] | Bn+L+1, . ]
] n+1 I k+1 +1 0k o TR B. G*(x
<w[1Bc s+ Bl e+ S I
n+1 7 n—1 n—1_.n
| An+1 ki) | T IR S wx Zi,,,,f,’f,)
< kAo [(n+1) +k+l(n!+(k+1)(n—l)'+ +(lc-i~1)"

w 2 xn 1 w xn——‘) 2n—2 wn—-l
*w+m(w—n T Om—a *@4w%)+“]

n+1 o n—1 noan+1
| Anttgkintny | L0 OXT 20T Ly ,;LL]

< kAo [(n+1)!+(/c+1)n!+(lc+1)( o T G
expression de la méme forme que (19), qui est ainsi générale. On a encore
wan_l 2% "
Brt1gk < k! A"k z' _ L4 ‘__]

| B Gia)] < 1 Ao [ T =0t T Gy

:k!(zl‘:jr"k:_l)"[ (’“+ Nz (k+1P2* (bt I)"“’"].

1! (zw)?2! T (ze)n!
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En posant

(20) @ = —

la derniére inégalité devient
= . | G;(x)l < a M"er®

et elle va jouer un réle important dans la suite.
Si z prend aussi des valeurs négatives on remplacera = dans le second
membre de (21) par |z|.

5. Définissons encore les polynomes @;(w) par la relation
x* _ —
(22) E(@) =n! Gtx), G*x)=o0 pour n <k
p

qui montre qu'on peut obtenir G¥(x) en appliquant au polynome Gt . (x) Vopéra-
tion E deux fois de suite.

P .

De la relation (22) on déduit

(23) 0! G(a) — (Z) Byt + (

3
Appliquons l'opération E aux deux membres de la relation (8); on a
‘ P

(24) (w4 Byt = (n— B)1 2 GH(h) G _ ()

n—i
i=k

et comme, d’'aprés (23), on a n! @ﬁ(o) == By, nous obtenons pour h=o0 la rela-
tion (10), pour 2 =0 la relation

(25) a* = (n — k)1 % G, G¥(x)

qui constitue la relation de récurrence entre les polynomes é,’j (x) et pour z=h=o0
la relation

n
B; [O
(26) doige —
n—1
. _ = ! l 1
32—33617. Acta mathématica. 62. Imprimé le 20 december 1933.
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suivant que » >k, n==F% et qui d'ailleurs n'est autre que (12). De la relation (25)

(e 1 . . L
on déduit l'expression suivante pour les polynomes G,(x)

o —k

a1 ' k
— Gk GI; o Gn—.‘—
(27) Gr®) = i (n—k— )t -
(Gn)n (o] (YL
1 o o Gt
On a aussi
dGn
(28) 16200 _ gt (0

qui, avec (25), montre que les polynomes @ﬁ(x) sont des solutions particuliéres
des équations différentielles

dn—k y

. ¥ dn~' —1 xn—k
(29) G:vz-—l; (]x,f_"'k’ + Gn—l—l 1/

! kg — T
dan—i—1 T T Gy (n—k)!

On aurait trouvé de méme, que les polynomes G*(x) sont des intégrales parti-
culiéres des équations différentielles
Bayr d'y Bryia d" 'y By x"

e+ midz et k—nlde— T T Y T

(30)

6. Nous pouvons déterminer une valeur approchée du polynome Gix ) pour

n trés grand. On peut écrire la relation (23), compte tenu de (18)
I Gl < (3) [ Bellob+ (5 ) Buallaop=r 4+ B

e oot

( " .)<12!(n_.k) ’ 1<n—k
F+e )

mais on a

done
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|(;i,t(7c)| < Aot [|x|""° + (n:k) ol 1+ 4+ (Z:z) w""‘]

(31) | Gu(@)| < Adwt(|z] + o)+,

II. Formules sommatoires.

7. Nous allons mettre en évidence quelques développements particuliers en
série de polynomes GE(x).
Considérons le développement

o
er = 2£t’

!
o U*

T

et appliquons lopération E dans les deux membres de cette relation; en désig-
D

nant par O(f) U'expression

(32) O(t) — AO + Aletwl =+ A2eth + -+ Apetwp
rencontrée aussi par M. Bochner dans ses recherches, on obtient.

(33) Ot)ets = Zk, t Gi(x)

et le deuxiéme membre représente une série convergente si, d'aprés (31), on a
(34) [tlz] + )| < 1.

On déduit de (33)

(33) o) =25t
ce qu'on pouvait obtenir directement de (32).

(3o« (2

les coefficients des termes en ¢ (4 >k) sont tous nuls, en vertu de la relation (26),
celui de ¢ étant égal & un; on obtient ainsi la relation

Formons le produit
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N
6 B e

Multiplions les deux membres de cette relation par e'f, on a

ter [t A

LA 3 ki)

o= (3%) » (Zew)
Dans le deuxiéme membre, le coefficient de # n'est autre, d'apreés la relation (9),
que le polynome G%(z), donc

fer 5,
) = 2t GF(x)

(37 0(t) ; ,z(
et I'inégalité (21) montre que le deuxiéme membre converge si

(38) |tM)<1.

8. L'inégalité (21) montre encore que la série

(39) Gla =25 6@

converge pour toute valeur de x et de t et représente, par suite, une fonction
entiére. On ne peut pas déterminer 'expression finie de la fonction génératrice
G(r,t); elle est probablement’ une transcendante étroitement liée a la fonction
bien connue de Bessel, car on peut l'exprimer & l'aide de cette fonction. On a,
en effet, d'aprés la relation (9),

Mais, en considérant la fonction de Bessel J(1, Z), on a

t t2 2
J(r,tx) =1+ zﬁc"+~'i
il 2l2!

' o

on en déduit
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n!nl

> B2 g, ta)
0

o a1 d
Zlnl(n—l)!“'oﬁ"("t””)

de sorte quon a aussi

(40) G (x, t) = Z G*

On a d'ailleurs

x B ot . d’“J(il, tx)
(41) f}‘]G(x,’ f) = =B da¥
et aussi
t d —
(42) EG(x, 1) = 2 G(x) G(0).
p k

On peut encore regarder la transcendante entiére G(z,f) comme la solution d'une
équation intégrale du type de M. Volterra '

t - .
| !
(43) Gz, t) + 4 N(t—s)G(x,s)ds=J:J(I,tx),‘ l:kﬁ
Bk Bk
0
dans laquelle z est considéré comme paramétre et

By B+ "t Biis
(E+ 1) al(k+2) 2!k + 3)!

(44) N{u)= u® +

En effet, U'identité

t

L algrperin
f(t—s) Sds =1 g

0

o :
montre que le coefficient de % dans le premier membre de l'équation intégrale

considérée est
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B'+n 13
(k 41: n)! G (x)]

,_I‘)L"_ﬂ,, 2

KU B oy ‘
Bk[k! w@) (G £

1

c'est-d-dire, d’aprés (11), justement hTB qui est le coefficient du méme terme
! By

dans le second membre de (43).

La série qui représente le noyau N(u) est entiére, car on a, d'aprés (18)

Attt w]ul w®|ul? ]
| NGl < 5 x)![‘ Y k2 T 22
Akt 8K|u| w
< Ty, K=

(43) N6l < 20 -

Comme la solution de ’équation intégrale (43) est dans ces conditions, d’apres
la théorie de M. Volterra, une fonction entiére, on aurait déduit cette propriété
de la fonction G(z,t) sans connaitre 1'inégalité (21).

9. Nous avons considéré deux développements particuliers en série de poly-
nomes Gk(x) et étudié leur convergence. Mais si nous nous donnons une fonc-
tion arbitraire ¢(z), dans quelles conditions peut-elle étre développée en série de
ces polynomes?

La réponse est donnée par les formules sommatoirés, qui, quoique connues
du temps d'Kuler, ne se sont revélées comme de puissants instruments de re-
cherche que depuis les travaux de M. Norlund.

M. Bochner a donné une formule sommatoire, attachée & 1’équation fone-
tionnelle (1), & I'aide des polynomes P,(x); sa méthode s'inspire des procédés de
M. Norlund.

Je vais établir la formule sommatoire pour les polynomes G*(x) par une
autre méthode, de laquelle on déduira facilement la formule de M. Bochner et
toutes les autres, qui se rattachent i des équations fonctionnelles plus particu-
liéres que (1).

Nous allons imposer 4 la fonction donnée ¢(x)la condition d’avoir des déri-
vées jusqu'a un certain ordre m + 1. La formule de Taylor

o
W6) pla+m =gl + " g'a) + o+ o gl + f B9 (e + s
)

nous permet d’écrire
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+B +2A f (p("‘“ (x + s)ds.

Posons ¢(x) = f¥(x) et remplagons dans (46) les E par les expressions don-

nées par la relation (11) dans laquelle on a fait m=h; on obtient, aprés avoir
groupé convenablement

plo+ 1) = G| Terlel o+ et o) 4 B g
+ G¥(h) [%’?f(kﬂ)(x) + (/{:l;-lli+11)!f(k+2)(x) 45 0 ?ﬁ"_—%)‘ (k+m)(x):|
w0 | e | + [ e g0

0

ou encore, vu la relation (47), dans laquelle on remplace m successivement par
m+k,m+k—r1,...

m+k h
— o)
(9 o+ )= 3650 Bt + [ 1 gm0y

J !

m+k
P — 8 m+L-—

_ZGk ZA f o - 7)' ¢m+1(')c+s)d
J=0

0

En désignant par E; la derniére double somme, on a

m-tk
._Sm-i-k——-]
B 2160 zA‘f mi kg 9=
=0

0
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p i m+k
(wi_s)m+k—] ]
— {m+1) L 7 =
%A,fw (x+8)[j§0(m+k—-])' (k)| ds
0

Posons

[&] 1

h
m P
(49) R;;H—f("—“i) q)("‘+1)(x+s)fls——2.4ifGmH(h—s+wf)qa('"“)(x—{—s)ds
0 0 :

!
m! =

la formule sommatoire (48) devient

m+k

(50) @l + k)= 2 GX(h) Ef‘”()+RZ‘,,+1» S9(2) = g(x)

J=0

qui, pour k=0, se réduit a la suivante

m

(51) o+ )= DGR EpI(a) + Rusr.

j=0 )4

On peut donner d'autres formes au terme reste RY_ . D'aprés (11) on
peut écrire

=0

» h
Rt = ZAifGf;l+k(h——s+w,-)tp(’"“)(x-*-s)ds’—

0

ey

~—2A1f Folh—s+ o)™ (z +s)ds

h

P
=2Ai[fG,’;;Hk(h—s-}-w,f)q)("’“)(x—i—s)ds—-

=0
0

f b alh—s+ o)+ )ds |
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(52) m+1‘2Azf kplh—s+ w) @™V (x + 5)ds.

U)l

10. Supposons maintenant que w;, h, x soient réels et 0 <h<w, w étant
la plus grande des constantes w;; lorsque s varie de h 4 w;, h—s¢ + w; varie de
w; & h. Désignons par G:;L(x) la. fonction définie pour toute valeur réelle de x
par 'équation
(53) & Gn(x) = o
et qui dans Vintervalle 0 <z <w coincide avec le polynome G%(z); on peut alors
remplacer dans (52) le polynome G%(h—s+ w;) par la fonction Gy(h—s+ w;)

R = 2A1f Gm+L — s+ w)p™ ) (x + s)ds.

wy
Décomposons l'intégrale en f + f ; on aura

Eop
R:;H—l = ZI A G];rz+n(h — 8+ wi)q;(m+l)(x + S)ds

t=0
0

—f—ZAf mtk(h— s + w) @™tz + s)ds.

wg

La premlere 1ntegrale est nulle, d’aprés (53); dans ce qui reste, décomposons en-

core l'intégrale en f f on aura

0

P
Rt = ZAzemﬂ(h-s + )z + s)ds

=0
@®

+ZAlme+k — s+ w)p™ iz + s)ds.

33—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 17 janvier 1934.
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La premiére intégrale est encore nulle, d'aprés (53); en faisant dans I'autre

le changement de variable s=w;+ ¢, on obtient comme expression du terme reste

o

14

R, = f Grvi(h—1) Z Pt (z 4+t + w)dt

=0
0

ou encore

w

(54) R = f G ralh— ) Bgm (g + fdt.
r

0

L’étude de la convergence de cette intégrale a été faite par M. Bochner a
'aide de la valeur asymptotique de la fonction P, (x)~ e, (i ().
Nous en verrons plus loin les conditions nécessaires.

TII. Léquation EF = g(x).
P
11. L’équation fonctionnelle (1)

(1) EF = g()

a été résolue, suivant le procédé de M. Norlund, par M. Bochner, a l'aide des
formules sommatoires. Nous nous proposons d'examiner ici d’autres modes de
solution, obtenus en étendant quelques-uns de ceux connus pour les équations

particuliéres
(1) F(z+ 1)+ Flz)=g(x).

Remarquons d'abord que si les écarts w; ont des rapports mutuels commensurables,

I'équation (1) peut étre écrite
(1”) AF(x) + A, Flx + w) + A F(x + 20) + -+ + Ap Flx + pw) = g(x)
et une telle équation est ramenée 3 une suite d’équations de la forme élémentaire

(55) @iz + 0) ~ hinglz) = gia(z)
1=0,1,2,...p—1

avec @y(x) = g(x), les 4; étant les racines de 1'équation caractéristique
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(36) S(A) = AgA? + A 27" + -+ Ap=0.
La résolution successive des équations (55) nous conduit & la solution de l'équa-.
tion (1”). ' 7
Mais nous allons écarter ce cas particulier, en nous maintenant dans I'hypo-
thése la plus générale en ce qui concerne les w;.
Nous commencerons par chercher une solution formelle de 1'équation fonc-

tionnelle (1), quelle que soit la fonction donnée g(x). Posons 4,G(x) = g(x) et
introduisons un paramétre A; l'équation (1) s'écrit

(57) p@) — A{d oz + o) + dyp(r+ o)+ + dppx + w)] = G().
Cherchons & y satisfaire par un développement de la forme
(58) p(x) = @,(2) + Ao (x) + A pyla) + -

nous obtenons les relations

(@) =A4,Glx+ o)+ 4,Gx+w) + -+ Ay Gz + w)

Pa(a) = A,z + 0) + dypi(z+ @) + -+ Apgy(@+ wp)
()
Pul®) = A @nal@ + 0,) + Adyprrl@+ w5) + - + Appa—il@ + wy)

Nous pouvons mettre les fonctions @.(x) sous une forme assez simple: on a

) =BG () — 4,6(a) = (E—A) G(2)

P

2

pule) = By o) = dog ) = F [g“mx) - A0G<x)] - AOJI’?G@) + 426

= B G(x) — 24, G (@) + 43G(2)
» P

ou encore

Or, on aura en général
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(59) pnla) = (}pf — AO)(") G ().

En effet, cette relation étant supposée vraie, on a
pule) = 60— (7) Bt 6la) + (2) atBrrite) =+ (= o (1) 26
P I P 2 p n

z

En appliquant aux deux membres l'opération (E! AO) on aura facilement
P

Pri () = B41 G z) — (” N ‘) A ErG(z) + (" : ‘) A B —
p P

p

ou encore

z (n+1)
. (E _ Ao) ()
P

ce qui prouve la généralité de (59). Le développement formel de la solution de

I'équation fonectionnelle (57) sera par conséquent

* x (n)
(60 Aogle) = Sir (B 40) "9t
0
et il n'y a qu'a y faire 4;A=—1 pour obtenir celui de la solution de (1).

Supposons, pour en faire une application, g(x) =" et posons u(f)==0(t) — 4,;
on aura '

z (n)
(E_Ao)‘ é&r = etxun(t)
r
done
Aop(x) == {1 +Au(t) + 2212(t) + -]

qui converge si
GRS

o)
|A0l<2

qui devient, pour djd=—1

et qui conduit a la solution, déja trouvée, de l'équation (1)

w(x)=—0%'
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Supposons encore que 1'équation fonctionnelle (1) se réduise i la suivante
gz +w) £ plr) = g(z).

L’expression (60) de la solution formelle devient ici

Aop(x) = g ('il)ng(;c + nw)

dans laquelle Ao= * 1 et on retrouve ainsi les séries

o

(61) — Dgle+nw), D(—=10gx+nw)

0

étudiées par M. Norlund.

12. Dans le cas général de l'équation fonctionnelle (1) on peut encore
mettre la solution formelle sous une autre forme: remplagons, dans (gp), l'ex-
pression de @, (x) dans @,(x), ensuite celle de g@,(z), ainsi obtenue, dans ¢(z)
et ainsi de suite; on parvient a l'expression suivante pour l'approximation géné-

rale @u(2)

(62) pulz) = 2 ATTAR? L Apirg(w + Qu)
avec

(63) ' Qni=mnjm, + npawy + -+ npoy

t=1,2,...p
les n;; étant des entiers positifs, non tous nuls et tels que
(64) N1+ e + o+ mpy =0
En posant encore

(65) AT AR L AP = A,

on obtient la solution formelle de I'équation (57) sous la forme

(66) Agp(x) ———né i [é Aniglx + .Qm‘)]
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Une expression de cette forme, mais avec moins de précision en ce qui concerne
les coefficients, a été donnée par M. Bochner.

13. Il s’agit maintenant d'étudier les cas de convergence de l'une des
deux séries (60) et (66), qui représentent la solution formelle de l'équation fone-
tionnelle (57).

Comme ces séries en sont uniques, elles devront conduire, en cas de con-
vergence, & la solution principale, telle qu'elle a été définie par M. Norlund et
trouvée par M. Bochner pour 1'équation fonctionnelle (57).

Or cette solution principale est aisée a retrouver, en partant de la formule
r +1> écrivons I'équa-
tion fonctionnelle (1), dans laquelle on a remplacé la fonction g{z) par son

sommatoire (50) avec l'expression (54) pour le terme reste R*

développement (50); on a

m+k x )
EI' (o + ) — 2(» ) + fG,L;l+k(lz—t)E¢("'+1)(:c+t)dt
P
0

S (@) = glx)

ou encore
® L MR i %
EF(x+h)=E [ 2 GHR) fU () + ] Grsilh— 1) @V (e + t)dt]
b P Lj=p J
d’ou il s’ensuit
m+k x
(67) Flz+h) = Z. GE(R) f9() + f(;'ﬁwk(h—t)g(””’l)(x-{- t)d¢

0

parce que les deux membres ne différent que par une fonction arbitraire, qui est
solution de 1'équation

E.F———o
r

et qui est identiquemment nulle, puisque F'(x + h) est la solution principale.
De sorte que, si les séries (60) et (66) convergent pour A,i= — 1, leur
somme commune doit se réduire an deuxiéme membre de (67).

Remarquons d’abord qu'on a

EF— (1— AO) F+ A,F.
p

P
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@
Appliquons maintenant 1'opération FE, écrite sous cette derniére forme, aux deux
»

membres de la relation (60); on aura

x > [ (n+1) * T (n)
Ao Bl = Din (g— Ao) o) + 4, D in (g— Ao) ola)
0 0

p
ou, en remplacant 1 par — :41—
' 0
x (n+1)
(68) Ay Egla) = Ayg(x) + lim ir (E y ) o).
P n=o

Cela établi, appliquons & la fonction ¢(x), donnée par (60), la formule som-

matoire (50) avec l'expression (54) du terme reste R* : compte tenu de la rela-

m+1)
tion (68), on aura
m+k V
x (n+1) .
Ayp(x+h) = 2 Gk [ oW x) + lim A» (E—— Ao) f(f)(x)]
n=ow P

o«

, (n+1)
+ [ Ghnti= [ g4 o+ i (B— ) g+ 0] a

n=x
0

et il est facile de voir que, pour que cette relation conduise & la solution prin-

cipale (67), il faut et il suffit que l'on ait

x (m)
69) - tim 27 ( B Ao) ) = o
n=ow P
j=o, 1,2 ...k+m+1.
Cette relation a lieu, d’aprés (62), lorsque

(70) Hm A4y fOz + Qu0) =0

Po—

Or, soient A, w les plus grandes valeurs absolues des constantes A;, w;; on a
[4nil < 4", 2, < on.

La relation (70) a lieun en méme temps que la suivante

(71) - lim (LA)" 9z + nw) = o
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posons x + nw=1y, cette relation devient

(72) (AT " tim (14 ) = o

y==x

11 suffit done d'avoir

(73) lim xa(xA)f fIx) =0

=
ce qui a lieu lorsque

{7)
(74) limf—/l;(lﬁ)=o, j=0,1,2,..m+k+1
== &

n = arbitrairement grand

pour que les relations (72), (71), (70) et, par conséquent, (69) aient lieu, ce qui
nous conduit de la solution formelle (60) & la solution principale (67) de 1'équa-
tion fonctionnelle (57).

La relation (73) contient aussi la condition pour que l'intégrale (54) ait
un sens.

On peut aussi arriver 4 la solution principale en la définissant comme la
limite pour 77 =0 de la série

© »
(75) Z A® [Z 4411ie—n(r+'q"i g(x + -an)]

0 i=1

7 tendant vers zéro par des valeurs déecroissantes, ce qui revient a considérer la
solution principale de l'équation fonctionnelle (1) comme la limite de la solution
principale de la suivante ‘

.

EF = e "g(x) n>o0

P

lorsque 7 tend vers zéro. On arrive i un tel résultat en suivant de prés la
marche indiquée par M. Norlund.

14. Un critére de convergence pour la série (66), dans le cas des variables
complexes étudié pour le cas particulier des séries (61) par M. R. D. Carmichael ™,
peut étre mis en évidence en étendant le procédé de ce géométre. Supposons
que la fonction donnée g{x) puisse se mettre sous la forme

¥ R. D. CARMICHAEL, American Journal, 1916, 1917. Voir aussi TA-L1, Journal fiir reine
u. ang. Math. 1933, H. 4, p. 87. )
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(76) g(x)zxp(“’e‘?(“’)(l—!—(;;+%§+---)

dans laquelle P(x), @(x) désignent des polynomes de la variable complexe z, de
degrés respectivement p et q (p+¢=2) et soit , un point pour lequel la série

F(T) = Z C’nig(m =+ -Qni)
0

converge. Posons
gl + Q)

an(x) = T

9(930 + 244) '

On peut écrire
g(x) ~ eP@ gzt () lim y(x) =1
p=

en posant aussi
Plx)=uy + pz + - + ppa?
Q) =19, + vix + - + vx?

et compte tenu du développement

x x 1{x\*
1og(1+:Qm)M-Qnt—£(-an) L

dont nous prendrons le premier terme seulement, on pourra écrire encore

g(ac + an) ~ 4 1°g971i+BP1 (:2) R lim Pl (l) =1

n=w n

avee
A=y Qi + pup1c s+
B=uyz Qi+ + vyqu Qs + -
donc
| o) | = |g@iﬂni ~ e”/‘p(*‘xﬂ)ggz‘_ll°g‘?ni+"'+ “’GQ(“'*"O"?ZTIP I
" Ig( o+ Qi *
avec
I
lim P2(~) =1
n—> O V(]
ou encore

34—33617. Aecta mathematica. 62. Imprimé le 19 janvier 1934.



266, M. Ghermanesco.

|.Q,§,'v,“:(x)| ~ n

p—1 . G—1 I
Dty (x—xo) 27  log ) ;+210g Qp i+ - - - v qla—2) 2, 1
e’y 4 P2 |

mais 2,;~nw*, donc

| 23ivail)| ~

(,’p'“” (a—axg) (0nW Y lognw+2lognw+ - - - + vq ¥ (2—20) ()T L P ( 1 )
: “\n

Si p=g¢q, la partie principale de l'exposant du second membre est
pup(z —zo)n?'logn. Pour que le second membre tende vers zéro, pour n in-
fini, il suffit donc que la partie réelle de l'expression w,(r—z,) soit négative,
¢’est-a-dire

Rupz) < Rlupa,).

Cela étant, la série dont le terme général est »,:(x) est comparable a la
suivante

qui est convergente puisque, en désignant par o’ la plus petite des quantités
positives w;, on a

Q> o'+ 0+ -+ ) =no
donce

1ot
Qi

dont le sécond membre est le terme général d'une série convergente.
Si p <g, la partie principale de I'exposant sera qv,{x —x,) 207" et on est
conduit & la méme conclusion.
Sip=g¢=1 il faut Ry, (x —x,)] < ~2.
Or, la série Zv,:;(x) étant convergente, il s'ensuit aussi la convergence de
la série
Svnilx) — o 1,i(20) |

et, d’aprés Dedekind, la convergence de cette série entraine celle de

Z Cnig(:lf' + -Qni)-
0

* @ désigne ici une valeur moyenne entre la plus grande et plus petite des w:.
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On peut donc énoncer la propriété suivante:
Sozt, dans le champ de la variable complexe x, une fonction g(x), admettant

dans le domaine du point & Uinfine le développement’ asymplotique swivant

— PR Ty B
glx) = xPWe (1 Pt et )
Plx), Qx) désignant des polynomes, a coefficients complexes de degrés respectivement
petq(p+qg=2).
Sotent pp, vy les coefficients des termes du plus haut degré dans ces deux poly-

nomes; en les déssgnant indistinctement par o, la série
= Cnig(x + -Qm')

sera convergente si, x, étant wun point de convergence, on a N(ox) < R(ox,), ou
Riox)—N(ox) < —2 st p=q=1.

15. La solution principale, telle quelle a été congue par M. Néorlund, a
I'avantage d’étre trés générale, puisquelle n’exige aucune hypothése concernant
la nature de la fonction donnée, g(x). Mais si V'on tient compte de la nature
de cette fonction, on peut obtenir une solution de l'équation fonctionnelle (1)
spéeialément attachée i la nature de g(r), en suivant des procédés employés par
maints auteurs antérieurement a M. Norlund. Les solutions, fournies par ces
procédés, me jouissent pas de la généralité et en méme temps des propriétés
caractéristiques de la solution principale de M. Norlund; elles sont toutefois
dignes d'intérét, autant par elles-mémes que par les procédés qui les découvrent,
d’autant plus qu'on peut en extraire toujours la solution principale, lorsqu’elle
est convergente.

Nous allons examiner de ce point de vue les cas ou la fonction donnée
glx) est entiére ou méromorphe. '

16. Supposons la fonction g(x) entiére, admettant un développement de
la forme

(77) glo) = 2~ a".
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d'ou la solution principale formelle
(78) Fla) = 2 an G5, ()
0

Etudions la convergence de la série du second membre. D’apreés l'indgalité (21)

on peut écrire
x *€X
\ . R |
Dl an Gt ()] < aet AR
0 0

La série du deuxiéme membre converge si

Gn+1
an

(79) lim

n=wo

<

=
M

ce qui entraine aussi la convergence uniforme de la série (78). Comme (78) est
une série uniformément convergente de polynomes, elle définit une fonction
entiére F(z), qui est la solution primcipale de 1'équation fonctionnelle (1).

Pour donner un exemple, prenons le cas, déji rencontré, g(x)=é'*. I’'équa-

tion (1) admet dans ce cas la solution, fonction entiére

= Z £ wak(l)
0

Si l'on avait pris g(x) = t*¢!*, la solution serait

x

JAES Z t"GE ().

0
Ces deux séries convergent si, d'aprés (79), on a
|¢M] < 1.

Un cas particulier de la condition (79) est

(80) lim ¥V a. = o.

Nn=ao

Tel est par exemple le cas pour la fonction de Bessel

x

glx) = =2

snlyly+1) (/+n—1)

l
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la solution correspondante de 1'équation (1) est

© (]k
— % n+k( )

yly (y+n—~1)

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante:
Si g(x) est une fonction entiére, admettant le développement

x'}b

et st

Uéquation fonctionnelle

17, Mais la condition (79) n'est pas remplie pour toutes les fonctions
entiéres, de sorte que la série (78), qui représente la solution de I'équation fonc-
tionnelle (1) n’est pas toujours uniformément convergente.

Il faut alors remplager les polynomes G¥(x) par d’autres fonctions entieres,
qui assurent l'uniforme convergence de la série (78), lorsque g(x) est une fone-
tion entiére quelconque.

Ce procédé a été indiqué pour la premiére fois par C. Guichard?® et ap-
pliqué ensuite par P. Appell* et surtout par A. Hurwitz®, dont nous étendrons
l'idée & 'équation fonctionnelle (1),

A cet effet, remarquons que la relation (37)
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permet d’écrire, & l'aide de l'intégrale de Cauchy

Y dz
81 GEx)=- - . ]
(81) 2 2l | O(z) gv*1
l'intégrale étant étendue & un contour renfermant a son intéricur le pole z =0
seulement. Mais la fonction 0O(z) admet comme zéros d'ordre % les racines de

I'équation (lorsque les w; sont entiers; autrement & = o)

e&—1=0
c¢'est-a-dire
=2k i (K=o, t1, 12, ... 1tn..)
puisque By= B,=B,= = B;_;=0, ainsi que ceux provenant de 'annulation
des facteurs de O(z), tels que
e +a, €—p, ty, 3y >0

et qui sont compris dans 'une des deux formules
z=DLa, * 2k + )i, z= L3 + 2k xi.

En suivant I'idée de A. Hurwitz, nous allons considérer la fonction entiére &% (x),
définie a 1'aide de l'intégrale de Cauchy

(82) - Sir) = | [ o de

278 | Ofz)zn*+1
l'intégrale étant prise de long d'un contour enveloppant cette fois les points

z=2kni, 2= La, * 2k + 1)wi, z2=Lg, + 2k i

F=o0t1,%2,...tn

I'intégrale sera alors égale 4 la somme des résidus, correspondant & chacun de
ces poles.

Il est facile de montrer que la fonction &f(z), ainsi définie, est une solu-
' x

tion de l'équation fonctionnelle (3). En effet, en appliquant 'opérateur E aux
~ P

deux membres de (82), on trouve

k) — L [ de @ fdez a2t
f@"(”) m‘]e Py zm'(n—k)!fz (n— k)!

Il s’agit maintenant de déterminer une limite supérieure pour l'intégrale (82).



-

Sur les équations aux différences finies. 271

Soit @ la plus grande valeur absolue des quantités Lea,, L8,; nous prendrons

comme contour particulier ¢, un carré, dont les c¢Otés ont pour équations
E=tat(2n+2)w, = tat(zn+2)n
dans le plan de la variable complexe
z=5§+ 1y

tel qu'il contienne & son intérieur tous les pbles envisagés plus haut et que nous

ramenerons au carré fixe I', dont les cOtés sont

§,:+I, n’:i[

par le changement
(83) z—al(t +4)=(2n+2)ws, =& +4dy,
on a sur I
la(t +4) + (2n+ 2)nd | > (2n+ 2)x|' | = (2n + 2)n
et si x reste dans une région R, finie mais arbitrairement grande,

e[ax(1+i)+(2n+2)nxz’] < eax(enmz’)2n+2 < eaxg‘zn-}-*z

1. _ dz
271 »

T AO + 2Ajewj[a(1+i)+(2n+2)nz']
1

de sorte que

e(w;g2n+2

(@n + 2p Tt

(84) IG5 <

Pour évaluer la derniére intégrale, remarquons que le dénominateur, qui
n’est autre que O{z), peut étre écrit

Of2) = (e — 1)k (e + ) (e —B) y=1,2,...

z devant y &tre remplacé par son expression (83).

Or, on a

|ea(i+l)+(2n+2)nz’ —_1 I = lea(i+1)+(2n+2)ﬂ(5’+in’)| — 1> |e(2n+2)n(§’+in')| — 1.

En évaluant le module de cette expression sur chacun des c¢btés du carré I, on
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trouve — tout aussi comme dans le cas particulier étudié par Hurwitz — qu’il
- 1
est supérieur a 5

On montre de la méme maniére que tous les autres facteurs de O(z) sont
supérieurs & des quantités fixes, ce qui conduit & la conclusion que O(2) est
aussi supérieure & une quantité fixe et par suite, l'intégrale qui figure dans
I'inégalité (84) est inférieure & une quantité A, ne dépendant pas de n, de sorte
que {34) devient
) |65l < (A

(2,’:] + 2)1;—1;' n,n-l:
inégalité fondamentale pour la suite.

18. Reprenons l'équation fonctionnelle (1), dans laquelle g(z) a le déve-
loppement (77). Il est facile d’en déduire quune solution de l'équation (1) est
donnée par

«

(86) Flo)= D an®*, ().

0

Etudions la convergence de la série du second membre. On peut écrire, d’aprés
I'inégalité (83)

o0 @®

. 27N
Dlan| |8, ()| < o 2 A et D] an) 2

o o (zn + 2)-” V2

Pour décider de la convergence de la derniére série, nous allons chercher
la limite de
2

! la"lzrz(n+ 1)

pour # infini. Or il est évident que le terme

&
2mx(n + 1)
tend vers zéro; il suffit que l'on ait
(87) lim 1 [a,| = const.

n=1x
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pour que la série considérée et, par conséquent la série (86), converge uniformé-
ment. Comme (86) est une série de fonctions entiéres et comme elle converge
uniformément pour toute valeur de x, sa somme F(x) sera une fonction en-
tiére en x.

La condition (87) et le développement (77) montrent que g{x) doit étre une
fonction entiére, de sorte que nous pouvons énoncer la proposition suivante

Etant donnée Véquation fonctionnelle (1) et les fonctions entiéres g(x), ®&F(x),
la fonction F(x), donnée par le développement

Flz)= 2 a8k, (z)
0

est une solution, fonction entiére, de Uéquation fonctionnelle (1).

19. La solution, ainsi trouvée, de I'équation fonctionnelle (1) n’est pas la
solution principale; cependant, on peut en extraire la solution principale, lorsque
la derniére est uniformément convergente. En efféet, séparons dans l'intégrale
(82), qui définit la fonction ®F(x), la partie correspondant au pdle z= o0, des
autres: la premiére est justement le polynome G*(x); quant i la partie restante,

elle définit une fonction g*(z), qui est solution de 'équation fonctionnelle (4),
x
Egtx)=o
»

de sorte qu'on peut écrire

(88) Sf(z) = G(x) + g5(2)

et la solution (86) de 1'équation fonctionnelle (1) devient

Flo)=2anGtx) + 2 angh(x)

et on reconnait, dans la premiére série dun second membre, justement la solution
principale (78), exprimée & l'aide des polynomes G*(r). Bien entendu, elle n’est
pas uniformément convergente si la condition (79) n'est pas remplie, de sorte
quon doit se contenter dans ce cas de la solution spéeiale (86), exprimée & 'aide
des fonctions entidres ®k(x), si l'on ne veut pas avoir recours & la solution
principale (67).

35—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 17 janvier 1934.
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20. On a mis ainsi en évidence une suite discréte de fonctions g*(x), solu-
tions de 1'équation fonctionnelle (4).

Pour en donner un exemple, considérons la fonction génératriee des poly-
nomes d'Euler-Noérlund?!®

e—t:c on > (’_ t)v
o e = 2. E"(x).
(c—i(u, + I)((J—t""’ + ‘) ((—-twn + ) ; »! /r( )
Cette fonction admet les pdles simples'®
T C T
wj .
j=1,2, n
avec les résidus

PX (,*—tL']I
0 (tk J)

Ol(t) = (e——[(-u + I) (e—-—!(u-_» + ]) S ((}—t"’n + I)

done

n

t4n
Er(x) = E"( + 12'2"2 ,ﬁk,,_

=0 L’—O Bt

21. Nous allons examiner maintenant le cas ou la fonction g{r) est méro-
morphe dans tout le plan, en étendant la méthode employée par Hurwitz* dans
le cas particulier de 1'équation fonctionnelle (1').

Remarquons d’abord qu'on peut écrire
g(x) = g,(x) + g5(x)

g.(x) n’ayant de poles qu'a droite de I'axe On et g,(x) n'en ayant qu'a gauche
de ce méme axe. D’aprés cette remarque il sufﬁra donc de déterminer les solu-
tions des équations fonctionnelles

EF,=g,(x)
P

% Loe. cit. 6 (troisieme mémoire).
'® On suppese que les ®; n'ont pas des rapports commensurables.
* Loc. cit. s.
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puisque la solution de 1'équation (1} s'obtiendra en ajoutant ces deux solutions.
On a, en effet, en posant F(x) = F,(x) + F,(x),

?fa(x) + §F2(x) = §F<x) = 01(@) + gulz) = g(x).

Nous allons résoudre ainsi 1'équation fonctionnelle (1) dans I'hypothése que g(x)
n'ait de pdles, par exemple, qu'a gauche de I'axe Oxn. Dans ces conditions, la
fonction g(x + 2,;) n'aura de pdles qu'a gauche de la droite

§: - Qni-

Elle est alors holomorphe dans tout domaine borné, situé a drozte de
E=—Qu:; en: et ¢ étant deux nombres arbitrairement petits, on peut déterminer
" un polynome gn;(x), tel que

dans toute région du demi-plan pour lequel on a

|z| < @, — 4,
£, étant le plus petit des ;.
Soit alors la série
et V4
— 1 n
(89) 7o) = 3 (5] 2 Aulgule) = gl + 20
n=0 0 i=1

et supposons qu'on ait choisi les ¢,; de maniére que la série

o

— 1 7 P
Z (Ao). ;Ani&n’

0

soit convergente. Soit B une région bornée du plan, ne s'étendant pas, a gauche,
au deld de la droite
§=—N+Jd
on aura dans cette région
lgnz(x) — g(ac + .Qqu)l << &ni

pourvu gue
Qni > N
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autrement dit, & partir du N¢ terme, la série F(x) converge uniformément;
quant a la somme des N — 1 premiers termes, elle représente une fonction méro-
morphe. La région R pouvant d’ailleurs étre prise arbitrairement grande, pourva
qu'elle soit bornée, on voit que la série F'(x) représente une fonction méromorphe
dans tout le plan.

Si maintenant on tient compte de la relation (66), on peut écrire, en posant

—1 n .r‘ L
ZZ(AO) A,.ill?gm'(a;)Z (1(.’7)),

(90) EF@) = gla) + G).

P

Or, la condition (74) étant remplie par la fonction méromorphe g¢(x), la série

22 (%:)"Amg(w + Q)

est uniformément convergente dans la région définie plus haut; comme il y en a

de méme pour la fonction F'(xz), il s'ensuit la méme conclusion, d’'apres (89), pour

F(x) = 2 Z (-;?I)"Ani gnic)

qui, étant une série de polynomes, définit par suite une fonction entiére. On en
déduit que la fonction G(x) est aussi une fonction entiére, puisque G(x)= EF,(x).
P

Cela établi, il suffit, d'aprés (9o), de retrancher de la fonction F'(x), donnée
par (89), la fonction entiére F,(x), pour obtenir une solution, méromorphe dans
tout le plan, de l'équation fonctionnelle (1). ’

On traite de la méme maniére le cas des poles situés 4 droite de 1'axe O
et on détermine ainsi une solution de 1'équation fonctionnelle (1) dans 1'hypo-
thése faite au début sur la fonction g(z).

22. Etudions maintenant le cas ol l'équation fonctionnelle (1) admet des
solutions périodiques. Ce probléme a été traité pour la premiére fois par M. E.

Picard pour l'équation fonectionnelle particuliére!”

Flz + w) — uF(e) = Ple).

' E. PICARD, Acta mathematica, 1894, t. 18.
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Sa méthode s'étend, dans ses lignes générales, aussi a l'équation fonction-
nelle générale (1).

Supposons la fonction g(x) entiére, x étant complexe, admettant la période
{w et proposons-nous de déterminer une solution de 1'équation fonctionnelle (1)
admettant aussi la période 7w.

Nous pouvons supposer, sans nuire & la généralité, w réelle et positive.

27
Posons X =¢ “ ; la fonction entiére g¢(x), de période 7w, peut se déve-
lopper en série de Laurent'®

dans tdute couronne de cehtre 0.
Comme la solution cherchée F(x) de 1'équation (1) doit étre entiére, puisque
g(x) Vest, on aura aussi

o

(91) | Flz)= 2, [cw X+ ;1(2] .

=0

Remarquons qu'on a

X(x+a) = X(x)e®

de sorte Qu’en posant

2k =tw
on aura
Flo+w)=2|eetn X + - e
¢ = v evtw; X

et l'équation fonctionnelle (1) devient

-]

Z|eobox+ 20| - S o+ =

=0 v=0

Egalons les coefficients des mémes puissances de X; on en obtient

ay b
o) T 0ps” T 00—

18 F. PICARD, Trait¢ d’Analyse, (t. II, 3¢ éd. p. 140).
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a condition qu'on ait
(93) O(vt) # o

pour toute valeur entiére, positive, négative ou nulle, de ». La solution de
I'équation (1) sera ainsi

< dy by
A )= Xl‘ - G
o4 Pl = 3 gy 3+ o)
et une limitation de O(v{), analogue & celle faite au § 17, nous montre que
cette série est uniformément convergente, pourvu que la série (91) le soit.
Supposons maintenant qu’il y ait une valeur de l'entier » pour laquelle la

condition (93) ne soit pas remplie; on voit facilement que I'on a dans ce cas

xX
Eet =t 0vt)=o0
D
de sorte que si, par un moyen queleconque, on a trouvé une solution périodique

f(z) de Y'équation fonctionnelle (1), la solution générale en sera de la forme

Fx)=f(x) + Adevtr,
A étant une constante.

On peut ainsi énoncer la propriété suivante:

Elant donnée Uéquation fonctionnelle (1), dans laquelle g(x) désigne une fonc-
tion entiére, admettant la période tw (0 > 0), cette équation admet en général une
solution wnique, fonction entiére et admettant la méme période, s'il »’y a aucun

entier, positif, négatef ou wul, satisfaisant & la relation

(95) 0(27”) =0

w

Dans le cas contraive, il y en a une infinité, obtenues en ajoutant & une solution
2vaz
particuliére la fonction Ae »

23. On peut ramener quelquefois la résolution de 1'équation fonctionnelle
(1) & celle d'une équation intégrale. Naturellement, la solution n’'en sera pas
unique mais, sachant résoudre l'équation intégrale obtenue, on en déduira une

solution de l'équation fonctionnelle qui a servi pour point de départ.
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Supposons connues les quantités F(o)=4; (¢=o0, 1, 2,...m) et cherchons
une solution de 1'équation fonctionnelle (1) ayant des dérivées continues jusqu'a
un certain ordre m + 1.

De la formule de Taylor (46) on déduit

: i  + o) o
Flotoy=k+ EE0, 4 Broly o el
N 51 : m!
zt+wy
+ w; — 8™
N f @+ 0= 8" (g 45
- !

0
de sorte que l'équation fonctionmelle (1) devient
) . @t wy
2 < x? Cat ( + w; —s)™
Bolg t M EL + 3, EX + ot i B 4 D4, [ T2 (g ds = g(a)
p 1! p 2! pm! =

0

m!

ou encore, vu les relations (22),

@+wz n
(96) Z 4 f o — p)ds = gle) — 24,85 = /()

=k

qui est une équation intégrale du type de M. Volterra, dont le noyau possede
une ligne de discontinuité dans le domaine d’'intégration.

On peut écrire encore cette équation

z x+w;
2 Ai(ﬂt%ifi)lwmﬂ Vds + ZA f x + ;:'|.._ﬁ) Fni(s)ds = f(x)
=0 : =1
ou encore, vu la relation (22)
x x+oy;
(97) f Gz —s) Fm+1(s)ds + ZA f z ;:lT_L) Foti(s)ds = f(x).
i=1 :
0 x

Pour résoudre cette équation intégrale, nous allons y introduire un para-
métre 4, de sorte qu'on pourra éerire
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r rtw;

(98) f G (7 —5) D(s)ds + 1 2, 2+ o f'S)m@(s)ds = flx)

m!
0

avec Fm+l(x) = @(x).
Si nous cherchons & satisfaire formellement i cette équation intégrale par

une série en 1
(99) @ (z) = Dy(x) + L@, (x) + 12 D,(x) +

nous sommes conduits a la résolution d'une infinité d’équations intégrales de
M. Volterra, de premiére espéce

£

(100) / Gl — ) @y (s)ds = f(x)
x » 2+ ey
(101) [ Gz —5) @uls)ds = — Z Aif (z+ ;':’i"_ )" @, (s)ds
.“ =1 ’ :
R=1,2,....

Or ces équations sont résolubles, puisque Gy{r —z)= G4(0) = %’ # 0, mais elles
n'admettent pas en général des solutions uniques, puisque les seconds membres
ne sont pas nuls pour x=o0, comme l'exige la théorie de M. Volterra, & ce qu'on
s'attendait, comme nous l'avons déja remarqué, puisque la solution de l'équa-
tion fonctionnelle (1) n'est pas entiérement déterminée par la connaissance des
(m + 1) quantités Z;. Cependant, on peut résoudre ces équations intégrales et de
leurs solutions. on déduira une solution de 'équation fonctionnelle (1).

La résolution des équations intégrales (100) et (101) se raméne facilement
a celle d'une infinité d’équations différentielles linéaires, puisque le noyau com-
mun Ge(z—s) des équations intégrales considérées est un polynome: On n'a

qu'a intégrer par parties dans les premiers membres et 4 poser aprés

&£

f 0, (2)dx = ()

0

pour arriver a ces équations différentielles.
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24. Considérons enfin I'équation fonctionnelle suivante
(102) @ol@) Flx) + @, () Flx + w,) + - + @p(z) Flz + wp) = g{x)

avec les mémes hypothéses sur les écarts w;; g{x) sera censée satisfaire a la con-

dition (74), tandis que nous supposerons les fonctions @;(x) telles que

(103) lm gi(z) = A;
A; étant des constantes.
Posons
(104) @i(x) = A: + Pi(z),  lim yilz) =o.

Pour résoudre 1'équation fonctionnelle (102), nous allons introduire un paramétre
A en l'écrivant
x

EF(@)= g(x) + 1) Flo) + Yu(@) Flae + o) + - + Y@ Flw + wp)

p

et en cherchant & la satisfaire par un développement formel en série suivant les
puissances de A

F(x) = Fylx) + AF(x) + A Fylx) + .

Nous obtenons les équations d’approximation

(105) | FE0) =gl
(106) F;F1(x) = Y, () Fy@) + , Folw + @) + - + Yp(@) Fy(z + p)

et en général

(107) EFy(2) = gal2)

avec

(108)  gul@) = Wolw) Fus (@) + ¥, (@) Fama (& + @) + -+ + Yp (@) Faa (# + ).

La premiére équation, qui donne Fy(z), n'est autre que I'équation fonctionnelle
(1), que nous venons d'étudier; sa solution est donnée, par exemple, par la rela-
tion (67)

36—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 17 janvier 1934.
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m+k ®
(100) Folx + By = D) G (h) () f(}ﬁl+k(h—t)g(m+‘)(.7c+t)rlt
=0 .
avec f®(x) = g(x). On en obtient ainsi la solution principale.
" Passons ensuite i 1'équation (106): elle est de la méme forme que (1); on
n'a qua y remplacer g(x) par g,(x), donnée par (108) & l'aide de )'expression
trouvée pour Fj(x); on a

m+k ©
(110) + h) = Z G5 (h) S () féf;,+k(h — gm0 + )t

0

qui est valable lorsque g¢,(x) admet une dérivée d’ordre (m + 1) qui reste continue
a partir d'une certaine valeur a de z et qui satisfait i la condition

lim x1+agwlm+1)(x) =0.

==
Cette condition est remplie si les ¥;(x) admettent des dérivées de V'ordre (m + 1),
continues pour x=a et si les produits z* "'y (x) (v=0, 1, 2,...m + 1) restent
bornés quand x croit indéfiniment, ce qui arrive, par exemple, lorsque les ¥:(x)
sont holomorphes autour du point & l'infini et nulles en ce point.

Or, d’aprés les propriétés de la solution principale F,(x), on déduit qu'elle

admet des dérivées continues jusqu'au (m -+ 1)° ordre, satisfaisant aux conditions

F(m+l—v)(‘,l.)

(111) lim ° =0, ¥y=0,1,2,...m+ 1.

xm-v-l

D’autre part

gt (@) = [Wz( )Fo(x + w)lm+1)

llM*e W M"@

m+1
2 (’I?Z + 1) 'l/f(r m+l—r ((L‘ + wt)

done
p m+1

(m+1—r){ .. .
lim g™+ () = lim ) ) (m + I) @yl )(F“ , x“(} +‘f’i)) =

T=® j=0r=0

Un caleul analogue nous aurait conduit, en resserant de plus les hypothéses sur

g™ (z), A la limite plus précise
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(112) lim zl+egim+l(x) = o

rT=®

et on légitime ainsi l'expression (110), donnée pour la seconde approximation
Fi(x+h).

L’algorithme par lequel on passe de la fonction Fy(x) a F,(x) peut étre
itéré pour passer de Fi(x) a Fy(x) et ainsi de suite. On détermine ainsi, de
proche en proche, les approximations successives I',(x + k), qui nous donnent la

solution principale cherchée de V'équation fonctionnelle (102)

Flx+h=Fyz+h)+ AF(x+h) + A2 F,(x+h) +

le développement étant uniformément et absolument convergent pour A suffisa-
ment petit lorsque x reste compris dans un intervalle fini quelconque (a, b), c'est
ce qu'on démontre aisément en majorant les diverses approximations Fy(x + k).
Ce probléme a été traité aussi par M. R. Raclis (loc. cit. 7) dans le cas

. xT

particulier ot Vopérateur général F se réduit a
»
»q

A
Qe -0y ﬁx{gz‘ 'ﬁq

IV. Systémes d’équations fonctionnelles.

25, Ce qui pfécéde permet la résolution, dans certains cas, des systémes
linéaires d’'équations aux différences finies.
Nous allons en donner quelques exemples.
Considérons le systéme d’'équations fonctionnelles
(113) EFi(x) + anFy(x) + anFy(x) + - + aip Fplx) = g:(2)
p .

t=1,2,...p,

E ayant la méme signification que dans 1'équation fonctionnelle (1), tandisque
P

les a;; sont des constantes, 3 déterminant non nul
Dy =\airaia - ayy| # 0.

On peut résoudre le systéme (113) encore par la méthode des approxima-
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tions successives. Cherclrons en effet, a y satisfaire par des développements de

la forme

(I 14) 1"1'(.’17) = ‘io(ﬁ) + llfh(x) + /:21’;'2(33) +

aprés avoir introduit le paramétre . dans les équations (113), ce qui permet de
les écrire
x

{(xr13) EFi(x) + AMan Fy(x) + anFyx) + - + aipFp(x)] = gilx).

4

Nous obtenons, pour les premiéres approximations Fjo(x), les équations

fonctionnelles

(116) | {;‘ o) = gi(x)

qui sont de la forme (1) et dont les solutions principales sont données par (67)

m+k ©
(117)  Fole +h)= 2 G0 A () + f Ghurelh— " Ve + fdt
j=0
. - o

1=1,2,...p,

solutions valables dans les mémes conditions que pour 1'équation fonctionnelle (1),
c'est-d-dire, ayant une dérivée continue de l'ordre (m + 1) et, en ce qui concerne
les fonctions données gi(x), devant satisfaire & la condition (74).

Une fois les fonctions Fio(x) déterminées, on passe aux Fi(x), qui sont

données par les équations

(118) EFn(2) = — [an Fyo(@) + anFyl@) + -+ aip Fpo(a)]
P

également de la méme forme que (1) et dont les solutions principales s'écrivent
d’aprés la relation (67); en effet, les seconds membres satisfont aux mémes con-
ditions que ceux des équations (116), vu les propriétés des fonctions déja dé-
terminées, Fyo(x).

De cette maniére, on obtient de proche en proche les approximations suc-
cessives Fin(x), qui conduisent & la solution principale du systéme d’équations

fonctionnelles proposé (115), représentée par les développements
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(119) Fi{x+ h)=Fiplx+h) + AFulx +h) + A2 F(c+ k) + -

dont la convergence absolue et uniforme s’établit, pour les petites valeurs de 2,

en majorant les diverses approximations Fi,(x).

26. On peut trouver, toujours a l'aide des approximations successives, une
solution du systéme d'équations fonctionnelles par un procédé qui n'exige aucune
intégration, finie ou non.

Désignons par 4;; le mineur correspondant a 1'élément @;; dans le détermi-
nant D, et multiplions les deux membres des équations fonctionnelles (113) .re-
spectivement par A;;, j étant fixe et en faisant varier 7 de 1 & p. En posant

P
Gyla) = 2 Auigile)
=1
le systéme (113) se transforme dans le suivant

(120) E[AyjF(x) + AsjFy(x) + - + Ay Fp(@)] + Dy Filz) = Gjl)
| Y4
J=1,2,...p

que nous écrirons encore, en y introduisant un parameétre A

(121) Dy Fjlx) = Gyjlx) + }“é[AljFl(x) + Ao Fyla) + - + Ap; Fpla)]
J=1,2,...p.

Si nous essayons a y satisfaire par des développements en série de 4

(122) Fj(w) = Fyo(2) + 2 Fja(x) + 2* Fjalx) + -

nous obtenons comme premiéres approximations

Dy Fjo() = Gy(w);

on aura ensuite
Dijl(x) = E[Alij(x) + A2J'on(w) + o+ AM'FPO(W)]
D

j=1,2,...p
ou encore

DiFj(x) = E[A1j Gy (@) + A2iGylw) + - + Ap;j Gpla)].
p. . .
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En général,

Dpﬁ}n(x) = [Al)Il n-l( ) + 1’11" n~l( ) sk Apjl’vp,n—l(f’«')]-

P

Supposons les fonctions ¢;(z) décroissantes, a partir d'une certaine valeur
de x, x=a, de maniére qu'elles tendent vers zéro, lorsque x croit indéfiniment;

on pourra donec écrire, pour x =a

IJl I\M>

M étant la plus grande valeur absolue des diverses fonctions gi{x); désignons

encore par A la plus grande valeur absolue des constantes Aij, Adi; on aura
| Dp || Fyola)| = | Gisl@)| < pAM.

On aura ensuite

x L4
| E4i;Gilw)| < A Q| 4:iGilw + w,)| < (p+ 1) A*M
p 0

donc
Di| Fjfx)l < (p+ 1) A(p A M);

on obtient de la méme maniére

| D Fyalr) | < (p + 1)* A2 (pA M)
et en général

| D2 || Esnlad| < 420+ 1(p 4 20,
Les développéments (122) des fonctions Fj(x) convergent, par suite, si la série

2'I)‘In 411 ])
ID In

0

converge, ce qui a lieun si

(123) |]~|< IDI)I .

(p+1)4

27. Ces considérations peuvent étre appliquées & des systémes plus géné-
raux que (113). Tel serait le systéme d’équations fonctionnelles
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(12 EF@) + anF @) + apFola) + - + a3, Fy ) = g5(a)

F23

j.:17 27"‘_292.7

les p; étant des entiers positifs, différents ou méme égaux (quelquesuns), en
nombre égal au plus grand d’entre eux.

De méme, le systéme plus général

(123) @iol@) Filz) + i1 Filz + w) + - @ipFilx + wp) +
+ Qir(2) Fy(w) + @ua(z) Fyla) + -+ + Dip(a) Fy(w) = g:l)
t=1,2,...p
dans lequel on a
lim @iilx) = 45, 11[2 D;i(x) = a;;

x=0w

se traite par les mémes procédés, employés pour une seule équation.



