SUR LE PROBLEME D’APPROXIMATION DE S. BERNSTEIN
ET SES GENERALISATIONS

PAR

IVAN VIDAV

d Ljubljana

Soit K (u), — oo <u< oo, une fonction continue et soit C, 'espace des fonctions
/(u), continues sur la droite entiére R de nombres réels, et telles que f(u)—>0 pour
u-> + oo, Dans un mémoire récent M. H. Pollard a donné des conditions nécessaires
et suffisantes, portant sur K (u), pour que 3 toute fonction f(u) € C, et & tout nombre
positif & corresponde un polynéme P (u) tel qu'on ait |f(u)— P (u) K (u)| < &. Voici
le théoréme démontré par M. Pollard:

Pour que la suite {u" K (u)}5° soit compléte dans Uespace (', il faut et il suffit que

(I} Il existe une suite de polynémes p, (u) telle que

A) lim p, (w) K (u) =1; B) |pn (W K ()| =M, — o0 <u<oo.
o (n

(III) K(u) =+ 0, — oo <u< oo,

La condition (III) est une conséquence immédiate de (I A). D’autre part, en
appliquant le théoréme de Weierstrass sur l'approximation des fonctions continues,
on voit que (III) entraine (I A).

On peut généraliser le probléme d’approximation polyndémiale en prenant, au lieu
de la droite entiére R, un ensemble fermé quelconque E de points de R. Clest
M. 8. Mandelbrojt qui a posé cette question et qui a donné le premier [3] des con-
ditions suffisantes, portant sur la fonction K (u), pour que la suite {u" K (u)}§° soit
compléte sur lensemble E. Au lieu de la condition (II) on suppose dans ce cas la

divergence d’une intégrale plus compliquée (voir la condition II* dans le théoréme
20— 533807. Acta Mathematica. 91. Imprimé le 1 novembre 1954.
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III). Alors, si — log K (u) est une fonction convexe de log u, la suite {u" K (u)}§ est
compléte sur E.

Sur le conseil de M. S. Mandelbrojt j’ai cherché & remplacer la derniére de ses
conditions (la convexité de — log K (u) par rapport & log u) par une condition ana-
logue & (I) de M. Pollard. Je suis parvenu & démontrer les théorémes II et III ou
se trouvent des nouvelles conditions suffisantes pour que {«" K (u)}§° soit complet
sur E.

Au cours de mes recherches jai trouvé que la condition (I) est trés forte: elle
est déja suffisante dans le cas ou 1/K (u) n’est pas une fonction entiére. Or, on
sait que la suite {u” K (u)}§ est compléte sur R, si ~ log K (u) est une fonction
convexe de log u et si lintégrale (II) diverge. Il s’ensuit de la remarque ci-dessus
que ce fait n’est pas un cas particulier du théoréme de M. Pollard. Cela s'applique
de méme au théoréeme de M. S. Mandelbrojt, qui ne résulte pas immédiatement de
mon théoréme III.

J’ai déjd indiqué les principaux résultats de ce travail dans deux notes parues
dans les Comptes Rendus de P’Acad. des Sci. ([7] et [8]).

Qu’il me soit permis d’exprimer ici mes remerciments les plus sincéres & M. S.
Mandelbrojt pour son aide constante et pour les idées qu’il m’a donné pendant ce

travail.

1. Nous démontrerons d’abord quelques lemmes qui nous seront utiles dans

la suite.

Lemme 1. Soit f(u) une fonction continue et bornée sur (— oo, o) |f(u)| < M.

Soit o (u) une fonction non décroissante telle que ¢ (o) — ¢ (— os)<oco. Posons

_[tHwdsm

)y 2= Y. 1
P 2=x+y (48]

H (2)

En tout point x ou la dérivée o’ (x) existe (donc presque parlout), on a
|H(z+iy)| < A+ B|log|yll, 2)

ow A et B ne dépendent que de x et de M, mais sont les mémes pour toute fonction
f(u) telle que |f(u)|<M.
On peut supposer =0 et ¢ (0)=0 sans restreindre la généralité de la démonstra-

tion. Alors on aura
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l(u da(u f(u)da(u) fcl_(u)da(u).
u—1ty U—1iy u—1y

H(iy) =
Il résulte d’abord de do () =0 que
f (w)do(u)

U—1y
D’autre part, on obtient par l'intégration par parties
f (v)d o (w)

u—1iy

Comme ¢’ (0) existe, le quotient | o (u)/u | reste borné pour || = 1, donc | o (u)/u|= m
On en déduit

00

<M{d0(u)=M[a(O<>) — g (— )]

+1

1
do(w) _ o)—o(=1) o(u)du

l/u +of V1+y N V(u +y?)?

+1
/ = f/udu ] J‘ 5 A,,——_mlog]Jerer,
l(u+y)3 V(u?+y%)? Vu+J [y|

d’ou résulte immédiatement linégalité (2).

Lemme 2. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle-unité |z|< 1.

«) Pour qu'il existe une fonction o (), 0 =9 <27, & variation bornée, telle que

21
e'®+z
f@ = [ S iaom, o)
0
il faut et il suffit que f(z) soit une somme de fonctions f,(z), holomorphes pour |z|<1
et telles que Uune des fonctions R ([f, (2)], I (fn (2)] ait le signe constant dans le cercle
|z| <1.

B) Dans ce cas, lim f(re'?)=f(e'®) existe p.p. et on a
r—»1

2n
(J)’Iloglf(e"’)]|d0<oo (4)
st f(z) £0.

a) Si o(#) est non décroissante, la fonction f(z), définie par l'intégrale (3),

a la partie réelle positive pour |z|<1. Comme on peut toujours écrire o ()=
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=0, () — 0, (9) +i[0; (&) — 0, ()], les fonctions oy (#) étant non décroissantes, il en
résulte que la condition est nécessaire. Supposons, d’autre part, que R [f, (2)] =0 pour
jz|<1. Alors, d’aprés un théoréme de Herglotz [1], il existe une fonction non

décroissante o, () telle que

2%

2n
td id
na>=f§m{§dauﬂwwluamr=fgméfd&nw»
0 0

¢

2 I{f, (0)]9. Il s’ensuit done que la condition

oll nous avons posé an (¢) =0, (9) +
est aussi suffisante.

B) Posons f(z) =f,(:)— fo (&) +1[f5(2) — /4 (2)] ou E[f.(2)120, n=1,..., 4, pour
]z|<1. Les fonctions 7, (2)=[fx (2) —11/[fx () + 1] sont holomorphes dans |z|<1 ou
on & |7, (2)| <1. Par suite, d’aprés le théoréme de Fatou, lim 7 (re'?) =17 (¢'?) existe

r—»l1

p.-p. D’autre part, on aura

_ (ti—71) (1-7) (1—-17 +i(rs—7)(1—-7) (1—-7) _ P (2)
/@=2 (=) (1= 79) (1~ 79) (1 —7y) 72 (2) (5)

f(z) est donc le quotient de deux fonctions holomorphes et bornées dans |z|<1.
Par conséquent, lim f(re'®)=f(e'®) existe p.p.
Soit maintenant @ (2) une fonction holomorphe et bornée, non identiquement

nulle pour |z|<1. De la formule de Jensen on déduit que
2n
J(r)= flog |p(re'?)| dd
0
est une fonction croissante de r, donc ([3], p. 19)
2n
[log |p(£?)|d 9> — oo
0

en désignant par ¢ (¢'®) = lim ¢ (r€'®?) (voir aussi [5), [6]). De (5) on déduit log f (¢'?) =
r-»1

=log ¢, (¢'®) — log @, (¢'?), d’ou il résulte que l'intégrale (4) converge.
Si nous faisons la représentation conforme du cercle-unité sur le demi-plan

supérieur y >0, nous pouvons énoncer le lemme ci-dessus sous la forme suivante:

Lemme 2*. Soit f(2) une fonction holomorphe dans le demi-plan y> 0.
«) Pour qu’il existe une fonction o (u) & variation totale bornée, telle que
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-+oo

fl *do (w), y>0, (6)
w—

il faut et il suffit que f(2) soit une somme de fonctions f, (2) holomorphes pour y=>0 et
telles que Vune des fonctions R[fn (2)], I [fn (2)] ait le signe constant dans le demi-plan y=> 0.
B) Dans ce cas, im f(x+iy)=f(x+i0) existe p.p. e on a
y->+0

"Cl1og] f+i0)]]

e dx<oo, (7

st f(2) =0.
Les rayons du cercle-unité se transforment dans les cercles qui sont ortogonaux
sur Vaxe réel. Pour prouver le lemme 2* il suffit donc de démontrer le fait suivant:

f(2) étant une fonction représentée par I'intégrale (6), on a
lim {flx+a() +iv]—f(x+iv)}=0 *
v 10

pour tous les x ol o (x) est continue, 8i « (v) est une fonction continue telle que le
quotient |« (v)/+?| reste borné pour v— +0.

On peut évidemment supposer z=0. Posons

1v) (u a—w)

fla(@)+etv]—f@Ev)= a(v)f(u(l+u2)da(u) (v){f+f+
-R —o0

+ r (1+4u®)do(w) }

J (u—itv)y(u—a—iv)

(8)
Or, on a

‘ J’ (L+u’)do(u)
(u

-y (u—a—1v)

+h
%~f(l+u2)|da(u)|.
Y

La fonction ¢ (u) étant continue pour u=0, I'intégrale & droite tend vers zéro avec
h—>0. Comme le quotient |a (v)/v*| reste borné, la premiére intégrale a droite dans
(8) est <& pour h assez petit. Le nombre h étant fixé, les deux autres membres
dans (8) tendent vers zéro avec v—0, d'olt résulte (*). Le lemme 2* se trouve ainsi
démontré.

On peut énoncer 2* B) aussi sous la forme suivante:
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Lemme 2**. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le demi-plan y >0 telle que

/@h=f@ﬂ9’ 9)

u-—-z2

—o0

o (u) étant une fonction & wvariation totale bornée. Alors lim f (x+iy)=f(x+10) existe
y—>+0

p. p. et Uintégrale (7) converge, st f(z) + 0
D’aprés le lemme 2* a), il existe une fonction g, (u) telle que

4

8

(1 + uz)do’l( )
u-—-z

f() =

ét‘—a

2*%* egt, donc une conséquence du lemme 2*.1

2. Soit & un ensemble fermé quelconque de points de l'axe réel et soit K (u),
u € E, une fonction continue sur E jouissant des propriétés suivantes:

(I*) Il existe une suite de polynémes p, (u) telle que

(A) lim p, (u) K (u)=1; (B) |pn(w)K(v)| £ M, wek.

n—»o0

Nous démontrerons d’abord le

Théoréme 1. S™:l existe une fonction o (u) ¢ variation totale bornée, constante sur

CE (complément de E) e non équivalente a une constante sur E, telle que

1 On trouve la fonction g, () de la manié¢re suivante. D’abord on a

400 +00 400
[ do(u) [ (1+uz2)do(u) J udo () -
u—-z J (1+ud)(u-z) 1+u? %)
-0 -—0oc
D’autre part, on trouve pour I[z] > 0,
l+uz) du
— =74,

(l +ul) (u—=z)
Done, en désignant par ¢ la valeur du deuxiéme membre & droite de (**),

Fdo@) [+ uz) do,w)

U~z u—z
—00 —00
ol nous avons posé
do(u) ci du

YT e T T
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+o00
["E@do@)=[u"K@mdo@=0, n=0,1,2,... (10)
E -0
la fonction K (u) satisfaisant & la condition (1*), alors la suile de polyndmes p, (2),
z=2x-+1y, converge uniformément dans tout domaine fini vers une fonction entiére p (z)
et on a 1/K (x)=p(x), z€k.
Supposons, en effet, qu’il existe une fonection o(u), non éguivalente & une con-

stante sur E, vérifiant les relations (10). Posons
Kuy=K (u)+it K, (u), o(u)=o0,(u)+ic, (),

K, (u), K, (u), o,(u), o,(u) étant des fonctions réelles de la variable réelle . Con-

sidérons la fonction

(11)

+ 00 + e
H(z) = {K(u)d" fK 1401~ K doy . [ Krdoy+ K do,

. n—2z
—o0 - oe

Comme, d’aprés (I* A), K (u) = 0, u€ E, l'intégrale H (z) est une fonction holomorphe
pour y>0 et y<0 qui ne se réduit pas a zéro dans les deux demi-plans. Done, au

moins P'une des intégrales & droite est 3 0. Supposons par exemple

+ 00
G(2) - f]\ dul. Kydo, 0. (12)

— 00

La fonction @ (z) est holomorphe partout dans le plan de la variable z & l'exception
peut-étre des points de 'ensemble E. Dans le cas E=R (ensemble E est la droite
entiére), l'intégrale (12) peut représenter deux fonctions analytiques distinctes pour
y>0 et y<0. On a évidemment G (z)=G (z). Des relations (10), que nous pouvons

écrire sous la forme

+00 + 00
fu" (Kydo,— K,da,)=0, fu" (Kidaoy+ K,do)=0, n=0,1,2,... (10%)

on déduit d’abord (voir [4], p. 873)

z"G(z)=f u (Kld;,:zx2da,)

—oQ
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+00
K,do,—K,do
pn (2) G (2) = fpn (u) _1_%%3_2 [= 8. ()] (13)
D’autre part, on tire de (I*) que
' oy = @ o = Ko () ;
lim p, (w) Ky (u) = Ku) Jim i (u) K, (v) = K " €E

et
| P (W) Ky ()] = | pa (@) || K ()| = M, |pa(w) K, ()| = M.

En vertu de ces relations, la suite S, (z) converge uniformément vers

s K d
f 1 5?- —2 00 (14)

—2)
dans les deux demi-plans y>% ¢t y-< -k pour tout h>0. 1l résulte donc de (13)
que P, (2)= S, (4)/CG (z) tend vers p(z) =8 (2)/C () pour tout point z=z iy, |y|>0,

tel que (:( ) 4 0. Or, nous verrons que la suite p,(z) converge vers une fonction
entiere dans tout le plan de la variable complexe z.

Partout ot la limite ' (x +30) existe ona ¢ (x- i0)= § (x1 0). Soient maintenant
x, et x,, ;- ay, deux points de I'axe réel tels que: 1) les limites (7 (x4 ¢0), k=<1, 2,
existent et sont différentes de zéro. Donc, si d > 0 est assez petit, on aura
| G (aet-iy)| om0, k-1, 2 pour |y| =48, 2) Bn posant o (u) - a, (u) —fy (u) et
Ty (U) = oy (1) — fip (u), o (u) et Py (u) étant non décroissantes, les dérivées oy (Tn),
ﬂ; (x.), k, n=1, 2, existent et sont finies. Désignons par y, un arc simple de longueur
finie joignant les points x,1- 19 et x,--10, situé tout entier dans le demi-plan y> 0
et qui ne passc par aucun zéro de G (z), et par y, un arc joignant x; —¢d et a, — 10,
ayant des propriétés semblables dans le demi-plan y<0. Les deux segments x=x,,
lyl =6 et x==,, |y| = 4, et les arcs y,, y, forment une courbe fermée C. Sur cette
courbe, le module |G (2)| est borné inférieurement par un nombre positif m. D’autre
part, d’aprés le lemme 1, en tenant compte des propriétés des points z,, x, et de la
forme de la fonction S, (z), il existe deux constantes P et §, indépendantes de =,

telles que, sur C, on ait | S, (2)| = P+@]|log|y||. Donc, il résulte de (13) que, sur C,
P @

<X 5

[P @) < -+ [logly]|- (15)

Les polyndémes p, (z) étant partout holomorphes, on a
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N ,V(C)dC
Ppa(2) = f s (16)

2w,

C
La suite p, (z) converge sur (. Il s’ensuit de l'inégalité (15) que l'intégrale (16) con-
verge aussi. Donc, dans le domaine limité par la courbe (', la suite p, (z) tend vers

une fonction p(z) et on aura
pE) = o AOLLS
P = 2m1 [ {—2
C

II en résulte que p(z) y est une fonction holomorphe. Comme, évidemment, tout
domaine fini du plan z peut étre entouré d'une courbe C semblable, on conclut que
la suite p,(z) converge partout vers une fonction entiére p(z). On déduit alors de
(I* A) que 1/K () =p(x), x € L et le théoréme I est démontré.

Nous pouvons donner au théoréme I aussi la forme suivante:

Théoréme I*. Si la fonction continue K (u), u € E, satisfaisunt & lu condition (1*),
w'est pas Uinverse d’une fonction entiére, alors a toute fonction f(w), continue sur K,
avec f(u)—~>0, u-> +oo, et @ tout nombre positif ¢ correspond un polynéme P (u) tel que
Von ait |f(u) - P(u)K (u)|-e, wek.

Supposons maintenant que 'ensemble E soit la droite entiére E. On sait que,
dans ce cas, la condition (I1) est nécessaire pour que la suite {¢™ K (u)}§° soit compléte.

D’ont T'on peut tirer le

Corollaire: 8¢ K (u), continue sur (--ov, o), n'est pus Uinverse d'une fonction

enticre et 8l existe une suite de polyndmes p, (u) satisfaisant & lu condition (1), alors

+ o0 | 3
fl 'O'gl|ffu(zu)”du: co. (17)

Si 1/K (u) est une fonction entiére, alors la condition (I) peut étre satisfaite

4
sans que l'intégrale (17) soit divergente. C’est le cas pour K (u) == /(l + - +—8~'~ + )

= 2/(cosh Vu +cos V), ot (I) est évidemment remplie, mais (17) converge.
Soit maintenant 1/K () une fonction entiére. Si la suite {u" K (u)}§ n’est pas

compléte, il résulte des considérations ci-dessus que Fon peut construire les fonctions

8(2) %0, G(z) £0. Donc p(z (2)/G (z). D’aprés le lemme 2** on conclut que
]og|(}'(ar:+1,0)||dx<oo ot |log|S(x—H’0)|_|dm<C>o
1+2° 14 a* :

— -0
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Parce que K (x)=1/p(x)=G (x+10)/S (x+i0) presque partout, il s’ensuit que

Par conséquent, la suite {u™ K (u)} est compléte, si K () satisfait aussi i la condi-
tion (IT). Nous avons ainsi démontré le théoréme de M. H. Pollard. Dans la dé-
monstration nous n’avons pas utilisé les résultats obtenus par Loomis sur la trans-
formée de Hilbert.

Si la fonction K (u), K (—u)=K (u), est telle quon ait 1/K (u)=Cy+ Cyu®--
+C,ut+ -+, ou C,,=0, alors la condition (I) est toujours remplie et la condition

(IT) est suffisante. Mais dans le cas général, (I A) et (I B) sont nécessaires aussi pour

¥ soit complete. En effet, pour la fonction K (u) = ¢ #' ¢ Teost

que la suite {u" K (u)}
les conditions (f A) et (II) sont remplies. Comme on a K (rn)=1 pour n= +1,+3,
45, ..., il n'existe pas un polynéme p(u) non constant tel que | p(u) K (u)| reste
borné. Donc la suite {u"e *'5¥}% plest pas compléte quoique lintégrale (17)

diverge.

3. Soit maintenant Pensemble E + R, Dans ce qui suit nous supposerons que
1/K (u) est une fonction entiere et que le point «-=0 n’appartient pas a E, ce qui
ne restreint pas la généralité des considérations.

Désignons par D un domaine simplement connexe du plan z jouissant des pro-

g p p 1 J 1
priétés suivantes: a) D contient le demi-plan y -0. b) Les distances de tous les
points de D qui sont situés dans le demi-plan y <20, aux points de I'ensemble K sont
bornées inférieurement par un nombre positif §>+0. Le domaine D peut d’ailleurs

I |4 p
se recouvrir partiellement.
Si K (u) satisfait 4 la condition (I*) et si la suite {u” K (u)}5 n’est pas compleéte

sur E, alors les fonctions S(z) et G(z) existent et ne se réduisent pas & zéro.
1 . N _
Posons donc -K(Kldal ~K,do,)=d¢(u), @(u) étant une fonction & variation totale

bornée. Alors nous aurons

+ o0

SM:JM’{) (18)

Uu—=z

Soit @ (u) =@, (w) — @, (u) + 1 [, () — @4 (u)], les fonctions @, (x) étant non décroissantes.
Si, dans (18), on remplace @ (u) par cette expression, on aura S(z) =38, (2) — 8, (2) +

+4[8; (2) — 8, (2)], ot on a posé
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+00
Sk(z)=j%‘@‘f7u), k=1,2 3, 4.

-0

La fonction Sy (2) est holomorphe dans le domaine D. La partie imaginaire I [S, (2)]
est positive pour y>0 et, d’aprés les propriétés du domaine D, I[S; (z)] est bornée
inférieurement dans D: soit ISk (2)]= — M. En effet, soit z¢ D un point situé dans

le demi-plan y<0. 1l résulte de la propriété b) que

+ 00 - oo + o0

d 1
161y [ G100 = b [apw = - [ap,

— o0 — o0

+ o0

si |yl <1, et I[Sk(z)]= — fd(pk(u), siy < —1.

-0

On peut représenter conformément le domaine D) du plan z sur le demi-plan
7> 0 de la variable {=£+4 49 de maniére qu'a z==0 et z=co correspondent --0 et
L=o00. Soit {={(2) la fonction qui réalise cette représentation. Sy (z) devient une
fonction holomorphe dans le demi-plan 7> 0:8,[2(5)] < 2% (£). Comme on peut écrire
DhO) =12k (C)+ M) M, ot I[2: )+ M] :0 pour 5.-0, il existe, d’aprés le lemme
2%

une fonction o, (f) & variation totale bornée telle qu'on ait

H

‘ +ocl " P
S () - f b e,

Donc, en posant o (t) = o, (t) — oy (t) 42 [oy (£) - &, (£)], nous aurons

Les mémes considérations sont valables pour la fonction Gz ({)]=I'({). 1l existe

done une fonction f(t) telle que, pour %> 0,

+ o0

re - f‘ “f— dB ().

t—

Par conséquent, > (& +¢0) et I"(&+140) existent p. p. et on aura > (£+¢0)/I"(£+10) =
=p[2(§)]=1/K[2(£)]. On déduit du lemme 2*, que
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i oo

|log | K [z (£)]]] -
f '~~*"*"T4j*£2——‘ d§< . (19)

- 00

Nous avons donc démontré

Théoréme II. Soit K (u) une fonction satisfaisant a la condition (I*). St pour un

domaine D quelconque avec les propriétés a) et b) on a

-t o0

[log | K (=] ;. _
f 14+ 52 di= ’ (20)

-0

ow 2=2(5), S=E&+1in, est la fonction qui réalise la représentation conforme du domaine
D sur le demi-plan 1 >0, alors la suite {u" K (u)}y est complite sur Uensemble E.
Choisissons maintenant le domaine D de la maniére suivante: Soit A un nombre
positif et posons Ep=U;.z[xe k xe’], ol [xe ", xeh] désigne lintervalle fermé
d’extrémités xe " et xe". Désignons par V la classe des fonctions v (x), — oo <z << o0,

continues, jouissant des propriétés suivantes: 1) v(x) posséde une dérivée v (x) telle
o
que fx[v’ (@)dxr oo, 2) vix)—} pour x€E, et } Tw(x) i I—¢e pour x¢ Ky, od

Y

¢-71 est un nombre positif.

Désignons par (', larc du cercle z ite '” avec —qmv( -t)-:0 - @we(t), la fone-
tion e (f) appartenant a la classe V. Soit D le domaine Uy ;.0 C¢. 11 est aisé de
voir que D a les propriétés a) et b). Done, (19) est valable lorsque {u" K (u)}¥ n’est
pas complet sur K.

D’aprés les résultats obtenus par M. Warshawski (9] et Mme Lelong-Ferrand 2],
la fonction (2} qui rdalise la représentation conforme du domaine D sur le demi-
plan >0 jouit de la propriété suivante: En posant |z|=7, on a dans tout le
domaine D
dt )

D o(oiY =D

[£@)]=A40+e) exp U[U(
Tq

d et 7, sont des constantes, ¢ est une fonction de z telle que ¢ ->0 uniformément
avec r—>occ. On suppose, bien entendu, que »(¢) appartient & la classe V.

Tout point u de I'ensemble E est le centre d’un segment de longueur 2|u|(1—¢ *)

qui fait partie de la frontiére de D. Par suite, on pourra prolonger la fonction { (z)

dans le demi-plan y <0 & travers ce segment et on aura { (Z) = £ (z). Décrivons autour

h

du point u comme centre un cercle de rayon x|u|=a, ot 0<x<l—e”*. La fone-

tion £ (z) ne s’annulant pas pour z=+0, il résulte de la formule de Poisson que
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27
1 i _ _ o
log £ (2) = Q—ﬁfzzw‘;g’— Z; log | (w+ae?®)|dd+i-I(log ¢ (w).
0

On peut dériver le membre & droite sous le signe de l'intégrale. On en obtient

pour z=1u
2n
2 EZ; :;l‘&fe"”bg [{(u+ae?)|dd. (22)
0

D’autre part, il résulte de (21), en tenant compte de la propriété 1) de »(z), que
I'on a
1
log | £ (2) | =4+ o () £ (- log |z|+0(1), |z-u|=a,
ou A est une constante et o(l)—0 uniformément avec r—>oco. Il s’ensuit de (22) que

2

) 1 f.m i 1 ( YRY
: et witae?|dd P

V male ) o (- W) e log |utae|d - o(l)e ' dd

{

¢ (u
¢ (u .
) 1]
Q’olt Ton obtient, ¢ (u)+~& étant réelle,

dé& N 1 d_u

du
e : 7. 2
E v trv(-u) u o) u’ wek (23)

Désignons par E Tensemble des points de 'axe réel & qui correspond & E. Comme
£=0 nappartient pas a E, on déduit de (19), si la suite {u" K (u)}¢ n’est pas
compléte, que

[|log| K[ (&)]]]-& 2d& < oo,
E

Il résulte maintenant de (21) et (23) que

fu

. dt l du
!lloglk(u)||'e"p{~f[v(t)+v(7t>m’|Z|\°°' 4

Nous avons donc démontré

Théoréme III. Soit K (u), ueE, une fonction continue et soit v(r) une fonclion

appartenant a la classe V. 8i K (u) salisfait aux conditions (I* A}, (I*B) et &
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du
(IT*) Ef|]og|K(1 exp f[v v ~t]t} |u| = oo,

alors la suite {u™ K (w)}3 est compléte sur Uensemble E.

La condition (IT*) est analogue & celle de M. Mandelbrojt, qui a supposé, au

lieu de (I*), que — log K (u) soit une fonction convexe de log u.

(1.

12}

[3].
[4]-

[6].

[l

(8]

{9).
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