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1. Pour représenter les solutions des problémes aux limites relatifs & des équa-
tions aux dérivées partielles linéaires totalement hyperboliques, on peut recourir &
deux catégories de méthodes nettement différentes. D’une part, on peut exprimer la
solution par des intégrales définies; d’autre part, on peut représenter la solution
cherchée par une série de solutions particuliéres, simples, de I’équation donnée. Les
premiéres méthodes utilisent un théoréme de réciprocité, une solution élémentaire et
une solution auxiliaire convenablement choisies de ’équation (ou seulement une fonc-
tion de Riemann pour une équation & deux variables indépendantes); les secondes
méthodes, qui occupent une place importante dans le développement de la Physique
mathématique, utilisent le plus souvent des séries de fonctions orthogonales dont la
plus connue est la série de Fourier.

L’objet des recherches actuelles est de chercher & établir une liaison entre ces
deux catégories de méthodes. Pour limiter les difficultés, nous avons considéré ici
seulement des équations du second ordre & deux variables indépendantes; mais la
méthode s’étend évidemment a des équations plus générales.!

Dans le premier chapitre de notre travail, nous avons rappelé comment on peut
obtenir la solution du probléme aux limites au moyen de la fonction de Green-
Riemann ou encore & l’aide de développements en série de fonctions orthogonales.

Dans un second chapitre, nous avons étudié une solution particulidre H, (, ¥; ¢)
de I'équation donnée et montré comment on peut en déduire la solution du probléme
posé en utilisant la méthode des singularités. Nous avons ensuite montré que cette

1 Cf. F. BUREAU [1 &, b). Les chiffres entre crochets renvoient & 'index bibliographique.

1 —~533805. Acta mathematica. 89, Ymprimé le 17 février 1953.
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fonction H, (x, y; t) n’était différente de zéro que dans une partie seulement de son
domaine d’existence et que par suite, l'application de la méthode des singularités
conduisait 3 la formule que l’on obtiendrait en appliquant la méthode de Volterra-

Tedone.

Dans un troisiéme chapitre, nous avons construit 4 'aide des fonctions fonda-
mentales liées & notre probléme, une fonction K, (z, y;t) dépendant analytiquement
de s. En appliquant alors la formule de réciprocité, nous avons obtenu une relation
dépendant analytiquement de s et vérifiée par la solution du probléme aux limites,
En effectuant le prolongement analytique pour s, on obtient la solution cherchée.

Nous avons montré ensuite que notre fonction K;(z, y; ¢) est liée a la fonction

G (x, t; y, t) de Green-Riemann; d’une maniére précise, on a la relation
KO (x: ?/, t) :éG(.’E, t; y7 0)
Enfin, dans un quatriéme chapitre, nous avons montré que si les 4, (k=1,2,...)

o0
sont les nombres fondamentaux liés 4 notre probléme, la fonction Y A;°, analytique
k1

en s, peut &tre prolongée analytiquement pour Rs> —} et qu’elle posséde dans ce
domaine un seul pdle simple s=3 avec le résidu }.

Remarquons encore que la fonction K, (x, y;!) peut étre construite pour des
équations plus générales et a plus de deux variables indépendantes; on obtient ainsi
une méthode réguliére permettant de construire la solution d’un probléme aux limites
pour une équation (ou un systéme) aux dérivées partiélles totalement hyperbolique.

Observons enfin que cette fonction K, (x,y;t) est construite en utilisant des
solutions fondamentales d’une équation elliptique associée a 1’équation donnée et que

ses propriétés dépendent de P'étude d’une équation parabolique.

Cuaritre 1.
Le probléme aux limites.

2. Dans lintervalle fini 0 <z <!, considérons des fonctions continues, k (x), a (),
Uy (), 4, (%) telles que

1° k(z)>0, a(x)>0;

2° k(x) posséde des dérivées i’ (x) et A’ (¥) continues.

Posons

L, (v)= d—d:i[ (z) g—:]—a(x)v (1.1)
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et proposons-nous de rechercher une solution u(z, ) de 'équation aux dérivées par-
tielles du type hyperbolique

2
D)= S5 ~ L (w)=0 (12)
vérifiant les conditions suivantes:
1° En ¢=0, nous avons
ou
u (13, O) = Uy (.’E), a_t ($’ O) = (x)7 (1'3)

2° Quel que soit ¢>0, nous avons
u(0,8)=u(l, t)=0. (1.4)

Nous admettrons que wu,(z) vérifie les conditions (1.4).
Un changement de variable et d’inconnue permet d’ailleurs de supposer k(z)=1
dans 0 <z <l!; c’est ce que, pour abréger, nous ferons désormais.

3. Dans ce qui suit, la formule de réciprocité relative & I’équation Du =0 jouera
un réle important.

Soit dans le plan (y, ), un domaine S limité par une courbe C; désignons par
do Vélément de surface de S, par ds I’élément d’arc de C, par n = (n,, n,) le vec-
teur unitaire! porté par la normale intéricure & C.

Les fonctions u (y, 7) et v(y, T) étant continues ainsi que leurs dérivées partielles
des deux premiers ordres, posons

M (u, v) =v Py (u) — u Py (v), (1.5)
Puu)= gom= o, (1.6)

P, (u) éant la dérivée conormale de u. Nous avons alors la formule de réciprocité

js'f[w(u)—up(v)]da= --CfM(u, v)ds. .7)

A. La fonction de Green-Riemann.

4. La solution du probléme mixte énoncé ci-dessus peut &tre construite de la
maniére suivante, Dans le plan (y, ). menons par le point P=(z, t), les carac-
téristiques PA,, P B, [limitées respectivement aux droites 04, (y=0) et LB, (y=1)]

10nady=nyds, dt= —n,ds.
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et les segments de droites qui en dérivent par des réflexions successives sur 04, et
LB,. Nous obtenons ainsi deux lignes brisées P4, A, Ay ... A; PB, B, B, ... B,
composées d’un nombre fini de segments, les points 4 et B étant situés sur Oy
[cf. fig. 1]. Ces lignes déterminent dans la bande 4,0L B, du plan (y, 7), des aires

N s
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\\O //L'
N/

Fig. 1.

polygonales (en général, rectangles ou triangles) que nous
noterons I, II, IT*, III, etc.

Désignons encore par OO0’ et LI’ respectivement
les caractéristiques passant par O et L et paralléles &
PB, et PA,.

Cela étant posé, appelons R (z, t; ¥, ) la fonction
de Riemann définie de la maniére suivante:

1. Considérée comme fonction de (y, 1), la fonc-
tion R vérifie ’équation

®u

- L ()= 0; (18)
ot
2. Sur les caractéristiques P A, et P B, (prolongées)

issues de P=(z, ), on a

dR = 5§dy+ 5;-d'r=0;

3. On a
Rz, t;x, t)=1.

D’ailleurs, si I’équation est auto-adjointe, ce qui est le
cas ici, R(xz, t; y, ) est symétrique par rapport aux
couples P = (z,t) et M = (y, 7). Puisque a (z) ne dépend
pas de ¢, la fonction R ne dépend que de x, y et t —1;

nous ’écrirons encore pour cette raison R (z, ¥; ¢t — 7), aucune confusion n’étant possible.

Dans la bande limitée par le segment O A4, et les caractéristiques 4, 4, et 00’

prolongées, définissons! une solution v, (¥, t) de I’équation (1.8), nulle sur 04, et
égale & R(x,t;y, 7)—R(x,t; 4)) sur A; A,. D’aprés un résultat classique, cette

fonction v, (¥, 7) existe et est unique.

De méme, dans la bande limitée par le segment L B, et les caractéristiques
B, B, et LL’' prolongées, définissons une solution v (y, 7) de ’équation (1.8), nulle
4 Rz, t; 9y, ©)— R(x, t; B,) sur B, B,.

sur L B, et égale

1 Cf. J. HapaMARD [7 ¢; 7 d, spéc. Appendice II pp. 453—486].
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Enfin, dans l'angle B, D, A, déterminé par les caractéristiques B, B, et 4, 4,

prolongées et se coupant en D;, définissons une fonction w, (y, T) en posant
wy (y, T)=v,+ 07 — R.

A partir de la fonction v, (y, 7), définissons de méme des solutions v,, v3, w,
de D’équation (1.8) & l'aide des caractéristiques B, By et A, 4,, comme v, v}, w, ont
été définies & partir de v & Paide des caractéristiques 4, 4, et B, B, et ainsi de suite.

A présent, considérons la fonction G (P, M) de Green-Riemann définie comme
identique 4 v dans I, & v, dans II, & »{ dans II*, & w, dans III, & v, dans IV,
4 v3 dans IV*, & w, dans V, etc.

Cette fonction G (P, M) considéréc comme dépendant de M est une solution de
Péquation (1.8); elle s’annule sur O A4, et LB, et est discontinue le long des carac-
téristiques 4; 4, 4, ...; ByB, B, . ...

Appliquons maintenant la formule de réciprocité en prenant pour u la solution
cherchée du probléme mixte et pour v, la fonction G (P, M).

En supposant que le contour C est parcouru dans le sens direct, nous avons

1. Pour une caractéristique paralléle 3 P A4,,
M(u,v)ds=d(uv)—2udv;
2. Pour une caractéristique paralléle & P B,
M (u,v)ds= —d(uv)+2udv.

Il résulte alors de la formule de réeciprocité
!

2u(P)= t{ug(4) AdaG—uy(B) A7)+ / lGul—%ggl dy, (A)
O
A4 G désignant le saut de la fonction G (P, M) en A.
D’ailleurs, la fonction % (x,t) donnée par (A) est effectivement une solution du
probléme posé et cette solution est unique.
En particulier, dans le plan (y, 1), les caractéristiques (fig. 2) passant par ’origine
O et par le point L= (I, 0) déterminent un triangle O M L. Une solution de I’équation
(1.2) en un point P=(z,¢) intérieur 3 ce triangle est déterminée si l’on donne dans
Iintervalle 0 <z <l, les données de Cauchy wu,(z) et u; (x). Dans le triangle O M L,
le probléme posé est donc un probléme de Cauchy et sa solution est donnée con-

formément & la formule précédente, par



6 Florent Bureau.

iT
M
P{x 94
2N
// I \\
// i \\
yd ! N
ya ] -~
0 A x 5 L
Fig. 2.
2u(P) = (ug R)a -+ (uo R) 5 + f [ulR—uogg] dy, (')

o R(z,y;t) est la fonction de Riemann et ol 4= (zx—¢,0) et B=(x+¢,0).

Remarque. On peut dire que la fonction de Riemann est égale a R (z, y;¢) dans
le triangle P A B et identiquement nulle ailleurs.

B. Les séries de fonctions fondamentales.

5. Comme il est bien connu, on obtient des solutions simples u (x, t) = v () w (¢)
de D'équation (1.2) vérifiant les conditions (1.4), en recherchant les solutions de

I’équation
A2 w
'Ez'zé' -+ }. 0 =1() (1'9)
et du systéme
L, (v)+Av=0, v(0)=v(l)=0, (1.10)

A étant une constante; la solution triviale v(z)=0 est évidemment exclue.
Les solutions »(z) du systéme (1.10) considérées icil, sont supposées continues
ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres. Il résulte des hypothéses faites

que les relations (1.10) sont incompatibles pour A =0, c’est-d-dire que le systéme
L (v)=0, »(0)=2v()=0 (1.11)

n’admet aucune solution non identiquement nulle, continue ainsi que sa dérivée pre-
miére dans tout 'intervalle (0, ).

1 Cf. E. L. INcE [8, spéc. chap. XI]; R. CouraNTt und D. HIiLBERT [4, passim].



Séries de fouctions fondamentales. 7

Dans ces conditions, Vopérateur L;(v) étant auto-adjoint, il existe une fonction

de Green G (z,y) symétrique en z et y, continue dans (0, 1), dont la dérivée premiére
G . . . , "
----- est discontinue en un point y de (0,!) de maniére que

x

oG @ y) [

-1; L12
ax o y-0 ( )

cette fonction G {x,y) est positive et est une solution du systéme (1.11) en tout point
x de (0,1) distinct de z=y.
On sait d’ailleurs que le systéme non homogeéne

L, (w)=—f(x), vO0)=v({)=0 (1.13)
ol f(z) est continue par fragments dans (0,[), admet une et unc seule solution qui
s’ éerit
2
v(@)= [ 6@ v ) dy. (1.14)
0

6. Il est bien connu que le systéme (1.10) posséde des solutions v, (z) pour une in-
finité dénombrable de nombres caractéristiques (Eigenwerte) 4, (n=1,2,...), (Ans1> 24)
simples, réels et positifs (0 n’est pas unc valeur caractéristique) ayant pour seul point
limite + co; ces fonctions fondamentales (Figenfunktionen) v, () véniient les relations

1
[vn@eat@dz -0, (mstn)

0

et sont univoquement déterminédes si nous supposons que
!
l i (&) do |
D

pour n=1,2 ...; Vensemble des fonctions v, (x) forme unc smte orthogonale, nor-
male et fermée.
Si 4 n’est pas une valeur caractéristique, le systéme (1.10) posséde une et une

seule fonction de Green G (x, y; A); la solution du systéme
L.(0)+2Av=~f(z), v{0)=v(l)=0 (1.15)

!

v@)= [ G0/ ) dy. (1.16)

[

s éerit

Si 4 ne coincide avec aucun des 4,, la fonction G (z, y; 1), méromorphe cn 4, s’exprime

4 'aide des fonctions fondamentales v, (x) par la relation®

! On observera que les pdles de G (z, y; 1) sont simples.
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G@uh=3 ””(f) 2l (1.17)
La série
6(6,40) =6 (5,9) = 3 =22 (1.18)

est d’ailleurs absolument et uniformément convergente et il en est de méme & fortiori

des itérées successives

G(H.l) CL', fG IL' OL G()(d '!/ — i —v'l(?v/); (r=1,2,...);

nous avons posé GV (xz,y)=G(z,y).
Rappelons encore la relation

G, y;4)— -1 fj 2) v ly)) (1.19)

d’aprés (1.18), on a aussi

Vn (x)=/1,,ofG(x, ) vn () dy, n=1,2,...). (1.20)

7. Les expressions asymptotiques des A, et des v,(x) nous seront trés utiles.

l
En posant K= -, nous avons
n

An= s (nz+c-’.~ °‘—@), (1.21)

v,.(x):]/;tgl—( [sin%lx— ﬂ%c) cosn;lw+ Zi:f—;i)‘l, (1.22)

¢ étant une constante et les «(n), B(z), ¥(n, z), des fonctions bornées de leurs

arguments.

8. A présent, considérons le systéme

®u
W_L’ (u)=0, ]

u(0,t)=u(l,t)=0 quel que soit 1201

D)= (1.23)

dont la solution est donnée par

- l _ l u(y,t) (1.24)
u(x, t)= Gx,yy Ly [u(y, t)}dy= G(z,y) =—dy.
of f at
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. Pu(zt . \ . .
Supposons la fonction —l;—(;;) continue dans (0,1). D’aprés le théoréme de Hilbert-

Schmidt, on sait que la fonction u(x,t) donnée par (1.24) est alors développable en
une série absolument et uniformément convergente de fonctions fondamentales.

Nous poserons

ya®) = [u(y, t) va () dy

et nous écrirons

u@ 0 = 3 on()pa 1) (1.25)

cette série étant absolument et uniformément convergente dans 0 <z <, ¢ variant
dans un intervalle fini quelconque.
D’autre part, la formule de Taylor

%u(z, 1)

7 dt

t
u(z t)=u(z,0)+tu (x,0)+f(t —1)
b
permet d’écrire en tenant compte des conditions initiales (1.3) et de I’équation donnée
¢
w(®,t) = up (@) +tuy (@) + [ (¢~ 7) Le [u(z, 9)]dT.
0

En multipliant cette relation par G'(z,y) et en intégrant entre 0 et I, il vient

i 1

fG(x, y)u(y,t) dy=fG(x, y)ug(y)dy + t_"(}(z, yu(y)dy +

+ [ G,y [(t—7) Ly [u(y, )] dvdy.

0 0
La derniére intégrale s’écrit en permutant les intégrations et en tenant compte
de (1.24)

¢

——_‘.(t—r) u(xz, 1) d1;
0
nous obtenons ainsi

] t

[6@nuw0dy=[6@uwdyt[6@yu@dy-[t-u@ndr (12)

D’ailleurs, la série (1.25), absolument et uniformément convergente, peut étre
intégrée terme & terme; d’aprés (1.20), nous avons

o0

fG(x, Ve 0du=3 v [G@nmdy -3 2GE0.
0 0

ne=l
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A présent, supposons les fonctions wu,(x) et u,(x) développables en séries absolu-
ment et uniformément convergentes des fonctions fondamentales v,(z) et posons

= 2“" vn (@), f n¥n (%), (1.28)

les a, et les b, étant les constantes de Fourier

3 i

= [u @) va @) dy,  bu= [u () va () dy; (1.29)
0 0
il vient
1
[ Gz, y) uo(y)dy = Z a””" ), (1.30)
E) n=1
: = b
fG(x, y)uy (y) dy = Zl n ¥ { (1.31)
[1]

En utilisant (1.27), (1.30) et (1.31), la relation (1.26) s’écrit

¢

f ?—}(f—) [wn(t)—an-—tb,,+2nf(t—r)1p,, (‘C)d‘L’J==0.

n-1

Cette série étant encore absolument ct uniformément convergente, on en déduit

t

Yo () =an +tby, —Z,.‘(t—t)wn( ydr, (n=1,2,...).

En dérivant cette relation, on voit que les fonctions y, (t) doivent vérifier le systéme

Y (&) + Anya () =0,
Yu(0)=an, 'I);(O)=bn;

il vient done
. b, . =
Pn (t)=an cos VAt + —= sin Vaat
Van
et par conséquent

o0 . o
)= 3 anva(z) cos VAnt + -v,. (x) sin VA, t (B)
n=l. n=1 V
Pu(z,t)
ot
4o (x) et u,(z) développables en séries absolument et uniformément convergentes des

Rappelons que nous avons supposé la fonction continue et les fonctions

fonctions fondamentales v, (x).
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9. Dans les paragraphes précédents et sous les conditions rappelées, nous avons
admis que la solution du probléme posé existe et nous avons montré que cettc solu-
tion a alors nécessairement la forme (B).

Réciproquement, supposons que 'on construise & priori la fonction % (z, t) donnée
par (B). Il faut vérifier, ce qui est souvent négligé, que cette fonction remplit
toutes les conditions du probléme posé; en d’autres termes, il est nécessaire de faire
la synthése de la solution.

A cet effet, on remarquera que les coefficients de Fourier

an=0f[f(y)vn(y)dy, (n=12,...)
d’une fonction f(z) vérifient les relations
1° |an|<1'—?f!, n=1,2,...) (1.32)
si f(x) est bornée et intégrable dans (0,1);
9° |aa] <%ﬂ, (m=1,2,...) (1.33)

si f(x) posséde dans (0,!) une dérivée /' (x) hornée et intégrable;
M, et M, sont des nombres positifs indépendants de n.

Cependant, cette synthése résulte aussi de ’existence et de l'unicité de la solu-
tion donnée par (A). Nous verrons en effet, dans les chapitres suivants que ’on peut
déduire la forme (B) de u(x,t) & l'aide d’'une méthode utilisant la formule de réci-
procité et le prolongement analytique.

10. D’aprés (A), la solution du probléme mixte peut étre exprimée par une
intégrale définie portant sur les données du probléme; d’aprés (B), si ces données
sont représentées par des séries convenables [cf. (1.28)], la solution peut aussi se
mettre sous la forme d’une série.

Dans (A), chaque élément des données influe directement sur la solution; au
contraire, dans (B), les données® semblent n’intervenir que globalement par les inté-
grales exprimant les coefficients a, et b,.

On peut se proposer d’établir une relation entre les deux formes (A) et (B) de
la solution de notre probléme. Ainsi, il parait intéressant de rechercher si la fonc-

1 11 convient cependant de remarquer qu'il y a en général une infinité de coefficients
anp et bn.
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tion de Green-Riemann G (P, M) p:ut étre représentée dans l'intervalle (0, ) par une

série des fonctions -
sin Vi, .

Vin

Vn () Vn (¥)

En particulier, on peut rechercher si la fonction de Riemann R (z,y;t) peut

étre représentée dans lintervalle (0,1) par une série des fonctions

sin V. ¢

V2 (%) Va (¥) Vi

cette série étant différente de zéro dans une partie seulement (zr—t<y<ax+1¢) de son
intervalle de définition (0, ).

CHarITRE II.

Application de la méthode des singularités.
A. La fonction! H, (x, y3 t).

11. Supposons les nombres fondamentaux simples rangés par ordre de grandeur
non décroissante (Ax <Ax,1). Désignons par C, la circonférence du plan des A ayant
pour centre A=0 et un rayon compris entre A, et Ady,1, (Ap#A4p.1); 1l v a exacte-
ment » nombres caractéristiques intéricurs a Cy.

Proposons-nous d’étudier la fonction

» e L
H¢ (x,y,t)—‘“.an(l)dl
s
avec
G (z, y;l)‘_eitl'f _e-ztl'j

A 2iy;

FQ)=

n étant un nombre entier au moins égal & 1 et G (x, y; 4), la fonction de Grecn dont
il a été question ci-dessus.

Puisque les A, sont différents de zéro, la fonction F () est analytique et uni-
forme dans ct sur C,; elle posséde des poles simples cn A=A, (k=1,2,.. .,j)) et
un pdle multiple d’ordre % en A=0.

1 Une fonction analogue & Hy a été rencontrée par S. ZAREMBA [14] dans 'étude du probléme
mixte pour I’équation des ondes & quatre dimensions.
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De l'expression (1.19) de G (z, y:2), on déduit que le résidu de F (1) en A =21, est
Uk (x) ve (v) ) sin Vl—kt
Ak Vi

Pour calculer le résidu de F(A) en 4=0, remplagons sin z par son développement

el $2GH
sin z = —1)T
2 g

et recherchons le coefficient de A"~! dans le développement de

I FA)=6 e, 1)9%KA‘

an voisinage de A=0. En posant
G (.’l«', y; }‘) = T__z_olr GT (z: y)?

les G, (x,y) étant les itérées successives de & (2, y), nous obtenons

w  ® Aa+rt2q+l

A F rg qzo 2q+1) (Yr(x’y):
L 13 0 < t2q+1

=3 E 3 () gy e @,

Le coefficient de A" ! dans le développement précédent étant

n-1 t2q” n-1 t2(n——r)—l

2 g G @0 = DT pg g G @ )

nous avons

» 1 N n-1 2(n-r)-1
@ o % () v (y) sin Vit -t ot
Hn (Z, Y t) kgl lz V}T’; + ( 1) TZO( 1) 1'1(2 n— 2 7') (Z, y)‘

La seconde somme du second membre est indépendante de la circonférence C,; si p
grandit indéfiniment, la premiére somme est absolument et uniformément convergente
par rapport i z,y,t [pour O0<z, y<I, t quelconque}, si 2n+1>1 ou n>0, puisque
|sin Vaxt|<1 et que |vy(x)| est borné dans Vintervalle (0, ).

12. Nous poserons

Hy (2, y;0) = lim HiP (x, y; £) =

) n-1 2(n-r-1
- _kglvk (xz)l,’?k 'SmVVikt (I 2 1)I‘t(2n an @y @1

Lo (2, 9)=6" (@, y), (r=0,1,...); G (z, y) =G (x, y).



14 Florent Bureau.

Pour mettre }’expression précédente sous une autre forme, remarquons que l'on a
les formules suivantes [ef. (1.18), (1.19), (1.20)]

G(x, ?/) = G(za Y; 0) = GO (x, y)a
1

1
Gl y)= [ Gra(@.2) G p)dz= [ G2, 2) Gz y)dz, (r=1,2,..)), (22)
0

0

1
ve () =4k [ G (@, 2) ve (2) A2, (h=1,2,...).
(1]
En écrivant

= v (@) ve (y) sin Vit

Ka(x,y;t)= kZ, T Vi (2.3)

on trouve
1

o /1
Ku(z,y;0)= 2 ”"n(_%).i‘.“_‘:fi-‘ f Gz, 2) v (2)dz =
1 Ak Vax .
] —
v X v (y) vk (2) sin Vit
= | ¢ ————dz =
a/ A2 Ve
!
- /(:‘(x, 2Ky 1 (2,95 8)dz (2.4)
¢
et par conséquent
f 1n~1 t2<n—r)~l
Y e . =1\ Y e , 2.5
Hate i) = [0 K sloyide (=10 3 (=1 iy =550 ). (29)
0

13. Nous nous proposons de montrer que la fonction H, (z, y;t) satisfait aux
conditions suivantes:
1. Elle vérifie ’équation aux dérivées partielles donnée si x#y;

2. Elle est nulle pour x=0, =1 quel que soit ¢;

oH,
*é—t_ (x’ Y, 0) —0)

4. Elle est continue le long de z=y; sa dérivée premiére par rapport a x est

3. On a H,(z,y;0)=0,

discontinue pour z=y et l'on a

aHn(x,y’t) r y:0 n 821!--1
wen i =(—-1)" ==
ox v 0 I'(2n)

(2.6)

Considérons d’abord K, (z,y;t). La fonction G {x, y) étant, sauf en x=y, une

solution de Véquation L, (u)=0, nous avons [cf. (1.14)],
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3
LKy (2, y;t)=Le [ G (3,2) Kuoy (2, 43 ) d2= — Kot (2, 93 0);
0

en dérivant terme & terme, la série (2.3), il vient

62

52§K,, (@, y;0)= —Kn_1(x, y; 1) (2.7)
ce qui montre que
d;{f" —-L.K,=0.
D’autre part, puisque L, G, (z, y)= —G;-1 (x, y), nous pouvons écrire

S e == 3 () e @

B I'2n—2r) ’ <1 I'2n-2r) e
de plus, nous avons

62 n-1 t2(n~-r)—1 n-2 t2(n-741)~l

ey z:] (=15 @n=2n) Gr (2, y) = TZO (=17 Fion =20+ 1)] Gr (z, y)

ce qui devient en changeant r en 71,

n-1 t2(n—r)—l
“rzl (- 1)y FEn=27 Gr 1 (2, y). (2.9)
Les relations (2.8) et (2.9) montrent que H, (z,y;t) vérifie I'équation donnée.
La série intervenant dans (2.1) est absolument et uniformément convergente si
n>0; chacun de ses termes étant nul pour z=0 et 2=10, il en est de méme de
cette série.

On a pour la méme raison, H, (z, y;0)=0.
. aHn s 2 s M « M ~
Pour obtenir Gy on peut dériver terme & terme l'expression (2.1), si n:1;
0

la série obtenue est encore absolument et uniformément convergente et il vient®
pour (=0
oH < Ve (z) v
o @y 0= - 3 2EBY g -0,
ot k1 Ak
Enfin, H, (z,y;t) est continue sur y =2z car la série intervenant dans (2.1) est ab-
solument et uniformément convergente ainsi que G(z,y) [cf. (1.18)] et ses itérées

==}

LOn & Guer (2, 9) = G (@, g) = 3, W),
k-1 }*k.



16 Florent Bureau.

successives (en particulier pour z=y). La dérivée premiére de H, par rapport a ¢
est continue car on peut dériver terme 3 terme et la série obtenue est encore absolu-
ment et uniformément convergente si n > 1.

La dérivée premiére par rapport & x s’écrit

aﬂ" - — S f‘.);‘ (z)_:_)’f (y).sx_i;l@_t + (- 1)"*1 "il(_ 1y 12("‘?4 - _QG’ (@, y)
ox k-0 lk Vﬂ-k -0 P(?n 2’/’) ox

Or, les dérivées des itérées @, (z,v), ..., Gr (x,y) de G (2, y) sont continues; mais on a

a—g (x’ y_) =Y 10

-1
ox r=y-0

d’ou le résultat annoncé.

B, La solution du probléme aux limites.

14. Dans le plan (y, t), considérons le rectangle O LC D limité par les axes Oy
et Ot, une paralléle LC & Ot passant par L=(l,0) et une paralléle DC a Oy
passant par le point P = (z,¢) en lequel nous nous proposons de calculer « (z, ). Soient
encore EH et F@, deux paralléles & Ot ayant respectivement pour abscisses x—e
et z+e¢e; ces droites déterminent dans O LC D, deux rectangles OEHD et FLCG.

Appliquons la formule dec réciprocité dans chacun des rectangles OEHD et

T

D

e - —— ]

R )
’1"""]"""""""‘4\

ol V&

Fig. 3.
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FLCG en prenant pour u la solution cherchée et pour v la fonction H, (z, y; ¢t — 7).

En faisant tendre & vers zero il vient
1. Dans OEHD, (H,=0 sur OD),

[ 0w+ 2200y | ay +

OF .
_ L, oulyT) o0H, (x,x—¢e;t—1) e
8 f[Hn (g, z—e; t—1) _*ay u(y, 1) P dr=0;

EH

2. Dans FLCG,

f[Hn(w,y;t)ul(y)*-Qﬁ%ﬁ oy )J dy +

FL
) L, ouly,T) 8Hn(x,x+e;t—r)] B
I—f[H,. (x, x+e;t r)—ay u(y, T) P dz=0.

GF

En additionnant ces deux relations, en remarquant que H, (x,y;!—7) est continu
sur y=x et en utilisant la relation (2.6), il vient

Sk Iy (PR CLE Y [[H (@30 )+ 2050 o(y>de. (2.10)

En dérivant la formule précédente, 2 n fois par rapport & {, on obtient la solution
cherchée u (z,t).
En utilisant la définition [ef. (2.1)] de H.(z, y;t), le second membre de (2.10)

peut s’écrire

Pony (t)— Zbk ,,x ) sin Vi Z o (@) o s Vagt=Pon_1(t)+ D (z, 1),
k= Ak W»k Ak

ott Py,_;(t) désigne un polyndéme en ¢ au plus de degré 2n—1 et ol les a; et les
br sont respectivement les coefficients de Fourier de u,(z) et de u, (z) [cf. (1.29)].

Il vient ainsi
2n

u (z, t)=(—1)"_1%;¢(x, t). (2.11)
Il reste & effectuer
1°) La dérivation indiquée au second membre de I'expression précédente;
2°) La synthése de la formule obtenue.
Puisque la solution wu(z,t) existe et est unique, elle est donnée par la formule
précédente dans laquelle on peut d’ailleurs supposer n=1.
Remarquons encore qu’une dérivation formelle effectuée sous le signe de somma-

tion donne la formule (B).
2 — 533805. Acta mathematica. 89. Imprimé le 17 février 1953.
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C. Une autre expression de H, (x, y; t).

15. Dans le plan (y, t), les caractéristiques passant par D'origine O et par le
point L = (I, 0) déterminent avec Oy un triangle OM L. Pour éviter des difficultés,
nous nous bornerons & considérer des points P = (z,t) intérieurs & ce triangle. Pour
ces points P, le probléme posé est un probléme de Cauchy [cf. § 4].

Les caractéristiques passant par le point P [cf. la figure 2] déterminent avec
Oy un triangle AP B, A et B étant intérieurs & l'intervalle (0 <y <!). Nous nous
proposons de montrer qu’il existe une solution v (z, y;¢t—17) de I’équation (1.2) véri-
fiant les conditions suivantes:

1. Elle est nulle sur les caractéristiques t—t1= 1 (v —y);

2. Elle est continue dans le triangle A P B;

3. Ses dérivées premiéres sont continues dans le triangle 4 P B sauf éventuelle-
ment sur la droite y=ux;

4. Sur la droite y=ur, la dérivée premieére par rapport a y posséde la dis-
continuité

ov(@yst=) " T gy -0 (2.12)
oy v z-0 I'(2n)

16. Dans le cas de I'équation des cordes vibrantes, cette fonction est facile a
construire; il suffit en effet de poser
1°. Dans le triangle Az P

(-1

N e gy — )20,
ooan PEm T TTYTE

vlx, y;t—1)=
2°. Dans le triangle Pz B
vz, Y t—1)= (=)™ (t—t—y+2z)*"
'Y 2:2n 1'(2n) y )
On voit aussitdt que la fonction ainsi construite est continue sur y =1 et vérifie
la relation (2.12).
Plus généralement, notre probléme! revient & trouver une solution de I’équation

(1.2) s’annulant sur une caractéristique passant par un point P=(a, b) et telle que

1 Ce probléme est & rapprocher du probléme consistant & déterminer une solution de I’équation

Py Pu

a—é + —6——2 =0 dans un domaine S limité par une courbe C, connaissant les valeurs de « sur une
04 Y

du
partie C, de C et celles de T sur C — ().
n
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17

- T

N M(x,y)

0 P @ A =*

Fig. 4.

L. ou , ., .
sur z=a, sa dérivée PP prenne une valeur donnée. Par exemple, pour I’équation
T
Pu Pu
a2 94t

égale 4 —2¢ sur z=0.

. ., Ou
0, la solution u(x,#)=(t—x)® est nulle sur t=2x et sa dérivée 72 est

Pour simplifier, proposons-nous de¢ construire une solution de Péquation

KA B,
axay » Y ’

connaissant sur le segment OA4 de Oz les valeurs f(z) de w(z, y) et sur le segment
OB de la bissectrice =y, les valeurs g(z) de — = — — e Nous admettrons que

les fonctions f(x) et g(x) sont continues sur O4 et que la fonction a(z,y) est con-
tinue dans le rectangle O A BC [cf. fig. 4].
Pour démontrer I’existence de la fonction %, nous utiliserons la méthode des

approximations successives.
2

. 3 . o°u g " e e, e
La solution de I’équation 520y ={ vérifiant les conditions indiquées s’écrit

y

u(x, y) =1 (@) + /() =1 (0) —6{ g (@) da. (2.13)

. . a .
Si g(0)=0, la dérivée 5—g= —g(y) est nulle pour y=0 et la solution u(z,y) se
raccorde avee la solution identiquement nulle le long de Oxz.
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La fonction 4 (x,y) étant supposée connue, recherchons une solution de I’équation

%u
oz oy

=4 (z,9),

ou _
an
des paralléles aux axes et considérons le rectangle M N PQ et le triangle ON P. La

nulle sur Oz et telle que 0 sur y==z. A cet effet, menons par le point M (z, y)

solution cherchée s’écrit

u (@, y)=20££A(a, Bydedp+ [[ A, pdadp

PQMN

c’est-a-dire
K] « y x

u(z, ) =2 [do [ A, fdp+ [d [ 4 p)da. (2.14)

0 0

. A 0 Ju
En effet, on voit aussitdt que #=0 pour y=0. Pour calculer 6% - a—y, on re-

marque que ’on peut permuter les intégrations dans la derniére intégrale de (2.14)
il vient
T

v v
ou ou ou ’ )
a-;i~—6x~—éy——jA(J:,o:)doc~jA(y,oc)doc—fA(cx,y)doc
0 0 v

ce qui se réduit & zéro pour x=y.
17. A présent, considérons le systéme

azu, i 62uk
bay =0 apay t@VWn  (B=23,.)  (215)

et déterminons les solutions u,; par les conditions

1. Pour u,:
u, = [ (y) sur Oz,
du,
—t =g (z SUr r=1y;
i — 9@ s s
2. Pour wuy:
u =0 sur Oz,
ou _ sur z=
on Y.

La solution u, (z, y) est déterminée par (2.13) et la solution u (z,y) par (2.14) avec

A (@, y)=a(, y) ur-1.
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auk 6uk
Uk 0Uk
ox “~ oy
on utilise les considérations habituclles. Soient M et K respectivement un maximum

Pour démontrer la convergence absoluc et uniforme de > ux, 2

de |u, (z,y)| et de |a(x, y)| dans le rectangle 04 BC. On vérific aussitét les inéga-
lités (k> 2)

ke T Y
el < LK o =y
a Us . xk—2 yk—l
Ukl < M AN A
oz | M E T GooT =D
La relation
v z
3uk ‘ )
W = a(y) a’) Uk-1 (y) O() do+ a’(“: y) Uk -1 (“s y) d“
) M
nous donne
9 s <MKz,
oy
O] _ pp g1 ™" z/"‘z(w+y);
2y *k-2)! k-1)!
on en déduit le résultat annoncé.
2
En partant des relations (2.15), on voit aussi que la série > 6%;/ est absolu-

ment et uniformément convergente.

L’unicité de la solution u (z, ) s¢ démontr> par le raisonnement connu.

18. A présent!, menons par le point P, unc paralitle DC & Oy; elle forme avec
Ov, Oy et la paralléle LC & Or, un rectangle O LC D. Considérons aussi une paral-
l6le IN & Oy, le point I ayant pour ordonnée t=-t, (0<t; <t). Soient encore EH
et FG@ deux paralitles 4 O7 ayant respectivement pour abscisses z—e¢ et z-te
(e positif et trés petit); ces droites coupent IN respectivement en J et en M.

Cela étant dit, définissons une fonction @D (z, #;t{— 1) en posant
H,(z,y;t—1)—v(r,y;t—7) dans le triangle 4 P B,
D(z,y;t—1)= Hy(z,y;t—1) dans la partie du rectangle OLC D
I extéricure au triangle 4 P B.
Si y coincide avec z, on remplace H,(x,y;t—1)—v(x, y;¢—7) par sa limite pour
y—x, z, et t—71 restant fixes.
La fonction @ (z, y; t—7) considérée comme dépendant de y et de 7 posséde les
propriétés suivantes:

L ¢f. fig. 5 page suivante.
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1. Elle est continue dans le rectangle OLCD et sur sa frontiére; ses dérivées

premiéres restent bornées au voisinage de la droite y =z, singuliére pour H,;

2. Le long de t—7v=t(x—y), @ reste continue; ses dérivées jusqu’'au second
ordre restent aussi continues; dans le rectangle OLC D, la fonction @ vérifie I’équa-
tion proposée sauf éventuellement sur y=z;

3. Sur 2=0 et z=1I, on a D(z,y;t—1)=0;

4, Pour y>%z et T=¢, on a D@(z,y;0)=0 et aa—(f(z,y;O)=O.

A présent, appliquons la formule de réciprocité aux fonctions @ (z,y;t—17) et
@i (2, 93 1~ 7) = v (y) sin Vi (1, ~7),

t, désignant un nombre quelconque distinct de ¢; nous prendroné pour domaine S,
respectivement les rectangles Ry;=IJHD ct R;y=MNCG. Nous obtenons puisque
dv=0 sur IN:

1. Dans le rectangle R;:

_ 2P _ 500 [(_ oo ?ﬂc) —o:
f(wkaT @at)dy+m "”‘ay l—@ay dr=0; (2.16)

17
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2. Dans le rectangle R;;:

od 6¢‘k) [( od 6<pk) _ 9
f(tpkar @ 3y dy+~ <pkay ] @ay dr=0. (2.17)
MN GM
Additionnons les relations (2.16) et (2.17) et faisons tendre & vers zéro. Puisque
0 . -
D, g, Pk, —a%‘ sont continues sur la droite z =y, nous avons

lim(f+f)=0.
>0 17 MN

De plus, sur la droite 7=¢,, nous avons

a —
P (0,0 =0, T = Vv

En rassemblant ces résultats, nous obtenons

[ @@y t—t) vl) dy=0
IN

pour toutes les valeurs entiéres et positives de k.
Les vi (y) formant un systéme complet et fermé, nous déduisons aussitot de ces
relations
¢(I, Y, t—tl):o

quel que soit ¢, différent de ¢ et qucl que soit y (et aussi z) dans VPintervalle (0, ).

Il résulte alors de @ (z, ; 0)=0 ct 6;: (x,¥;0)=0 que @ (x, y; t— 1) est identique-
ment nul.

En particulier, nous avons

[ v(r,y; t—7) dans le triangle 4 PB,
Hy(z,y;t—1)=1 dans la partie du rectangle OLCD I (2.18)
l extérieure au triangle A PB.
19. En tenant compte de ce dernier résultat, la formule (2.10) s’écrit
B

(;(1.2);; 6/. -0 u(z,v)de =J. [v (@, y; £) uy (y) -+ a—v(z’ty; t)uo(y)] dy

avec A= (x—t,0), B=(x+¢,0). Cest la formule que ’on obtiendrait en appliquant
la méthode de Volterra-Tedone.
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Cuarrtre III1.

Les séries de fonctions fondamentales et la solution du probléme
aux limites.

A. La fonction K, (x, y;t).

20. Les résultats obtenus précédemment montrent comment on peut obtenir &
laide de la fonction H, (z, y;t), la solution du probléme aux limites sous la forme
d’'un développement en série de fonctions fondamentales.

Cependant, la solution du probléme posé peut encore &tre exprimée au moyen
de la fonction de Green-Riemann. Pour établir une liaison entre ces deux formes
de la solution, nous utiliserons la fonction de la variable complexe s, (Rs = o),

définie par

Ki(z,y;0) = é o (”;i”k ®), Sinvz_lk t, (3.1)

Puisque |vg (x)| et |sin VA, ¢| sont bornés et que A est de 'ordre de k2, on voit
o0

en comparant K, (z,y;t) & 2k ®”'Y que la série (3.1) est convergente pour ¢>0
k=1

et par suite que la fonction K (z, y;t) est analytiquc dans le demi-plan Rs>0.
En dérivant terme & terme la série (3.1) par rapport & {, on obtient la relation

327’
T K (x,y;t)=Ks »(z, ;1)

valable lorsque Rs>}-+p, p étant un cntier positif,
D’ailleurs, on vérific encore facilement que la fonction K (x, y;t) satisfait aux

conditions suivantes:

1. Elle vérifie 'équation aux dérivées partielles proposée si Rs est assez grand;

2. Elle est nulle pour z=0, x=1 quel que soit ¢;

oK, N
3. On a K, (x,y;0)=0, “6KT (z,y;0)=(s (x, ) ol nous avons posé’

b y) - 3 M), (3.2

4. Elle est continue dans le domaine O0<z,y<lI, t>0 si Rs>0.

1 La fonction {; (z,y) a été introduite par S. MINAKSHISUNDARAM pour d’autres équations et
dans un autre but. Cf. [10, 11, 13].
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Appliquons la formule de réciprocité dans le rectangle O L C D (fig. 3) en prenant
pour u(y, 7) la solution du probléme posé et pour v(y, 7) la fonction K;(z,y;t—1)
(Rs assez grand). Il vient

a) Sur OL:
ny =0, ng=1; Pn(u)=1u,(y),
v 0K (muyst—1)| 0K (zy3t).
Pn(v)— oT 1:0_ ot ,
b) Sur LC et DO:
v=0, u=0;

¢) Sur CD:

1, =0, ng=—1; Pa{u)= —2—1:, K (z,y;t—1)-:=0;

0K,
t=1 ot

(, y;0)={s (, 9).

La formule de réciprocité nous donne alors

1

[swntEniv- [{uw e we 8. oy

.

Nous obtenons ainsi une relation dépendant analytiquement de s et vérifiée par
la solution % (y, ) du probléme aux limites. En cffectuant le prolongement analytique
pour s et en calculant la valeur pour s=0 des deux membres de la relation précé-

dente, nous obtiendrons le résultat cherché.

21. La fonction (s(z,y). La fonction {,(z, y) définie par (3.2) est analytique
en s pour Bs>}. Pour s=1, {;(x, y) est la fonction de Green G (. y); pour s entier
et plus grand que 1, & (x, y) se réduit aux itérées successives de G (z, y).

La relation
3

ve (0) =i f Gy, 2) v (2) d
0
permet d’éerire

1
L@, 9)= [ @ (9, 2) & (@, 2) d.
0
Pour étudier la fonction £ (z, y), considérons la série

O(z,y;t—1)= E v () vp (y) e 2 ¢, (3.4)

k=1
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Cette série est absolument et uniformément convergente par rapport a z, y, ¢, T lorsque
O<z, y<l, O0<d<t—-1<Aa,

0 étant un nombre positif arbitraire; il en (st de méme des séries obtenues en
dérivant terme a terme la série (3.4) un nombre quelconque de fois par rapport a
tetar

En outre, la fonction 0 (z, y;t—1) vérifie les équations

ou ou
Le(w)= 7> Lu(w)=— - (3.5)

Plus précisément 0 (x, y;t— 1) est une solution élémentaire de I’équation (3.5) et 'on a

-2

0(e, 43 t=7) = — e ¢ 494 O (a, y; L~ 7), (3.6)

O (z,y;t— 1) restant fini si ¢ tend vers 70 ct pour toutes les valeurs de x et y
appartenant & Uintervalle ouvert (0,0); si z ou y coincide avec unc des extrémités

0 ou I dc cet intervalle, 0 (x, y;¢— 1) est identiquement nulle.!

22, Une limitation plus précise de @ (x, y;!) nous sera trés utile.

. . d . .
A cet effet, écrivons ’équation L, (u)= 6? de la maniére suivante:
C =" T @ (3.7)
W) == g = . 3.
ot ozt

Nous admettrons que le coefficient a(x) cst continu dans Uintervalle --co - g« + 00
et que |a(x)| <M, M étant une constante.
Pour obtenir une solution élémentaire® U,(z, y;t) de I’équation (3.7), posons

Uy (&, y;t) = —7=e

ct construisons les solutions wug (z, y; 1) des équations
L (we) = a(x) we 1, (k=1,2,...)

détermindes par les conditions
i (x, 0) =0, (k=1,2,...).

1 Cf. E. T. Corson [3].
2 Cf. J. Hapamarp [7 a]; M. GEVREY [6, p. 192].
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Nous avons

t o0

we @,y )= [dn [uo(@, Et—n)a@ wer &y dé,  (k=1,2..);

0 ~ 00

en utilisant la relation!®
-]

uo @, s 1y +4) = [ g (@, &30 uo (€, 95 t5) dE,

o6

on trouve facilement I'inégalité
k L,k

M®i
|uk(w,y;t)|<’k—,uo(x,y;t), (k=1,2,..)),

o0
d’olt il résulte que la série > ui est convergente, vérifie ’équation (3.7) ct se com-
K¥=0
porte comme ug (v, ¥;¢) au voisinage de z=y, {=0. Cette série représente donc une
solution élémentaire U, (z, y;t) de 1'équation (3.7).
D’ailleurs, nous pouvons écrire
UO (x: y; t) = U+ w, (38)

avec
lw (2, y; )] <uq (@, y; 8) (¥ —1) <Mt e ug (z, 45 1); (3.9)

w reste fini au voisinage de la droite £=0 et s’annule avec f.

23. Déterminons maintenant une solution G (z, y;t) de I'équation (3.7) (en x
et t) vérifiant les conditions suivantes [cf. fig. 3]:

1. Elle se comporte comme U, (z, ¥;!) au voisinage du point x=y, t=0;

2. Elle s’annule sur OD et sur LC;

3. Elle tend vers zéro lorsque la quantité positive ¢ tend vers zéro.

A cet effet, posons
Gz, y;0)=Us (@, y; 1)~ 9 (x, y; V).
La fonction g (z,y;t) est une solution de Péquation (3.7) prenant sur le contour
DOLC, les mémes valeurs que U, (z,y;t). Cette solution g est unique et 'on a
l9 (@, y; )| < K max | U,],
K étant un coefficient ne dépendant que de a(z) et max | Uy| désignant le maximum
de |Uy| sur le contour DOLC.

Cela étant rappelé, supposons® 0<t<T et soit d, la plus courte distance de y

aux points 0 et I; nous avons d’aprés (3.8),

! @. DoETscx [5, p. 618].
2 ¢ est fixe.
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Y
4t
max | Uol < eMT e—‘::,:
2Vnt
et par conséquent
e 4t

K, -étant une constante ne dépendant que de a(z) et de 7.
D’autre part, d’aprés (3.9), |w| vérifie anssi une relation analogue & (3.10).

Ainsi, nous pouvons écrire
Gz, y;t)=uo(z,y50)— g, (2,95 ),
a}

e 1t
—

avec
lg; (z, y; t)| < K,
Vt

K, étant une constante ne dépendant que de a(x) et de T.
Or, la fonction de Green G (z, y;t) s’exprime a ’aide des fonctions fondamen-

tales vy (x) par les relations (3.4); par suite, si  est un point quelconque de U'inter-
valle (0,1), si ¢t varie dans un intervalle fini quclconque et si d, désigne la distance

minimum de y aux points 0 et I, nous avons
d2
(3.11)

10 (@, y;0)] < it
Vi

¢ étant une constante indépendante de z et de ¢.

24. Considérons & présent 'intégrale
I (z, y)=f0(x,y;oc) o da (3.12)
0
puisque
f e Mo Tdo= Ls) ,
A
0
(3.13)

nous avons
L (z,y)=I'(s) & (x, y).

a) Supposons d’abord z7y. Désignons par T’ une quantité positive; décomposons
I'intervalle d’intégration (0, o0) en les deux intervalles (0, T') et (T, o) et écrivons
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o T )
/-]
0 0 T
ou
I (z,y)=IP (z, y) + I (z, y). (3.14)

Lorsque «> T et puisque |vx(z)| <M, nous avons

|0(x, Y “)l < M2 e he Z oAk 2 - ha [1 4 1 z 1 J <
k=1 ® k=2 A — Ay

l o0

1
2 —Aa et
< M?e [1—%1,’22%_}hl

] <M*eh, (3.15)

M* étant une constante indépendante de z, y, «. Il en résulte que

-]
[1® (@, 9)| < M* [ e e ' da, (0=Rs),
T
et par suite que IS (r,y) est une fonction entiére de s.

D’autre part, d’aprés (3.6), nous avons

T " T
v _@ewt

I (z, y) = ~1] ¢ e ot Mg - f@(x,y;a) o« Tda =
2V n P
0

= I® (z, y) + IP (x, y). (3.16)

Or, la premiére intégrale I® (z,y) est une fonction entiére de s, comme le montre
le changement de variable (z—y)?=4ap.

Pour vérifier que la seconde intégrale If¥ (z, y) est aussi une fonction entiére
n

de s, remarquons que l'on a ol <e®, 8l ¢ et n sont positifs. Il en résulte que le

nombre positif n étant fixé arbitrairement, nous avons, si « est assez grand,

4" nlec
10 (@, 43 0)| < —gz=a” (3.17)
v
ou encore puisque 7' est fixé,
1Oz, y; x)| <Ko s,

K étant une constante indépendante de «.

Il vient alors
T

| I (z, y)|<KJ a" M dy =K

Tnv!aA'I,

n+o—-—§
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et I (z, y) converge dans le demi-plan Rs> —n+3. Ceci revient 4 dire, puisque le
nombre positif n est fixé arbitrairement, que I’ (x, y) est une fonction entiére de s.
Ainsi, si £y, l'intégrale I (x, ) est une fonction entiére de s,
b) Supposons z=y. L’intégrale I® (z,y) est encore une fonction entiére de s.

D’ailleurs, nous avons

1 + 0 (z, z; a);

2V

si 2 est un point intérieur de lintervalle (0, 1), d, est différent de zéro et la relation

0(z, z; @) =

(8.11) est encore valable. Il en résulte que I$®(x,z) (cf. (3.16)) est encore une fonc-
tion entiére de s.
D’autre part, nous avons

Ainsi, la fonction I, (z, )= I"(s) {s (z, ) est une fonction analytique et réguliére

de s dans tout le plan & distance finie sauf au point s=3} ol elle posséde un péle
simple avec le résidu ——=-

Puisque I“(@)=V§i, nous avons au voisinage de s=1}, le développement
s (@, @)= oo ~—— + 2y (g, x),

Zs (x, ) étant une fonction holomorphe de s au voisinage de s=1}.
En résumé, si x7#y, (o (x,y) est une fonction entiére de s; st x=y, {,(z,y) est
une fonction analytique et réguliére de s dans tout le plan d distance finie sauf au

. . s L. 1
point s=1 ou elle posséde un pole simple avec le résidu P En outre, £, (x,y) posséde

; . | 1
des zéros pour les valeurs de s, (s=0, ~1, —2, ...) annulant la fonction entiére 5 -

T'(s)

B. Le prolongement analytique et la solution du probléme aux limites.

25. A présent, étudions le prolongement analytique de

Fy(z)= bf f) e (@ v) dy

f(y) étant dans (0,!) une fonction bornée continue sauf éventuellement en un nombre

fini de points de discontinuité de premiére espéce.
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Nous désignerons par M, une borne supérieure de |f(y)| dans (0,1).

Nous supposerons en outre qu’a tout point z de l'intervalle (0,1) o la fonction
/(y) est continue, on peut faire correspondre un nombre positif &, tel que si y varie
dans Pintervalle (x—¢, z+¢), on ait

[/ (@)= ()| <N|e—y], (3.18)

N étant une constante finie; cette relation a évidemment lieu si f(y) posséde en
y=x une dérivée bornée.

D’aprés la relation (3.13), le prolongement analytique de F;(x) revient & celui de
Js(z)=T = f/ (z,y)dy = f[l“’ (z, y) + I (2, 9/ (y) dy = TP (@) + I ().

Des relations (3.18) et (3.15), nous déduisons
! oo

|:7(2) |/MM*f’ “Aa "ldydot

T

ce qui montre que JP (x) est une fonction entiére de s.
D’aprés la relation (3.16), nous avons

IP (@ Hl“” (2, )+ 18 (&, 0] [ (9) dy = I (2) + T (2).

Si d; désigne le minimum de la distance de z aux points 0 et I, nous avons
d’aprés (3.17), »n désignant un nombre entier positif arbitrairement fixé,

M4 nle M4 nlel Trie '
(4) nt+o-— /g .
198 @) < o ff dydas ;" n+to—}

Ainsi, J¥(x) converge dans le demi-plan Rs> —n+3. Le nombre entier et positif n

étant fixé arbitrairement, ceci revient & dire que J{¥(x) est une fonction entiére de s.

26. Pour étudier JP (z), considérons un nombre positif ¢ assez petit pour que
z—¢ et zt+e étant intérieurs & Dintervalle (0,1), la relation (3.18) soit vérifie.
Décomposons Pintervalle (0,1) en les intervalles partiels (0,z —¢), (- ¢, z +¢),

(x+¢,1); nous avons avec des notations évidentes

I (@ f f j IO(@) + IO (x) + I (2).
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Considérons d’abord J®(z). En posant z—y =2z, nous avons

T
I® (z) 2anfx—zoje fag* gy da

et par conséquent, » étant un entier positif quelconque,

x

|75 ()| < 2]5 /]e 4"oc ”dzda<——4”n"/j "M drda<
n

M4 n! T“"“/*[ 1 1 ]

= 21/;(27&-1-1) nto—3 & T g

Puisque & est positif et différent de zéro, cette relation montre que J® (z) est une
fonction cntiére de s.

Il en est de méme de J”(x) comme on le voit en posant y—z=z.
22
1o W a=o il vient successivement

[+ 4

w T
ff ‘"0! ”dadz=ffe “u ”'v"ldu(lv=l/;i—€»,
00
o T
) 1 T'“l/’
= fj ze “’a ”docdz=f] e v ndude = 2—--—~ (3.19)
00

27, En posant

+3
Si o est une quantité positive, nous avons en utilisant le méme changement de

variables

o0

ffe ‘“a"‘dadz—ff Yu ey dude.

D’aprés la relation!

1 Puisque a > 0, on a successivement

o0 a
j. -u -l __f o/ —uy e__'_a . ~u -3

e u du= [ u %de ")=—=+3f e "u *du,
a -] @ o0
? -] a‘
je_u1fa/’du< e'af /’du—2-f_;
: : Va

d’ou1 la relation annoncée.
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o
-a
_ _1 e
‘fe “uhdu| < ==
Va
a
oll a est une quantité positive, il vient
T )
2 —ﬂ 1 826 : 8
L < : fe 00 dy = g fe“"’w"“’+ " dw,
0 &2
4T

la derniére intégrale étant convergente quel que soit o.
Pour étudier Pintégrale J® (z), écrivons f(y)=7(x)+[f(y) —f(x)] et posons

e d @-
1 it s
Velz)= —— e 1t g hdyda, 3.20
@ ff (3.20)
z-8 0
z+e T

@-u)*

Ws(x)=5%7=t f] V@ —i@)]e = o "dyda;

1l vient

JP (@)= [ (@) Ve (2)+ W, ().

Or, nous avons d’aprés (3.18),

z2+e T ey
|W3(x)|5% [flx—yle— @ oo hdyda;
n L]

z-¢ O
en remplagant D'intervalle (x—e¢, z+¢) par (— oo, +00) et en décomposant ce dernier
en (—oo, z) et (z, +o0), il vient

w T .

W, (z)| < VJX_] f ze g hdadz
no 0

et d’aprés (3.19)
2N Tot'h

|Ws ()] < Ve o7t

Cette relation montre que W;(z) est une fonction holomorphe de s pour Rs> —4.
En décomposant lintervalle (z—e, z+¢) en (x—¢,x) et (z, z+ ¢e), nous obtenons

e T w T

V,(w)=—1_— /] e_‘_"a’“’“dadz-——L_Lg——!— /{e_‘_ﬁa""'dadz;

7, Vo~ V=,
o 0 g 0

3 —533805. Acta mathematica. 89. Imprimé le 13 mars 19563.
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la derniére intégrale étant convergente quel que soit s, représente une fonction
entiére de s.
En tenant compte de la valeur de L2, il vient en rassemblant les résultats pré-

cédents,
TS

IP (@) = s I'(s)

{(@)+ H, (),

H, (x) étant une fonction holomorphe de s pour Bs> —3}.

En résumé, nous avons

@) M@
B@=Te " Te

H,(x) étant une fonction holomorphe de s pour Rs> —3.

28. En particulier, supposons que lorsque ¢ varie dans un intervalle (0,¢,) fini
quelconque, la solution «(z,t) de notre probléme posséde les propriétés indiquées
pour la fonction f(z) [cf. (3.18)].

Considérons la fonction

1
U, (z,1) =0f u(y, t) & (z, v) dy.

D’aprés ce qui précéde, nous avons

_u(z,t) HY (z,t)

Us (1) s I'(s) I'(s)

H{ (z,t) étant une fonction holomorphe de s pour Rs> — 3.
Il en résulte que le prolongement analytique de U, (z,t) pour s=0 est u(z,¢)
et par conséquent la formule (3.3) devient

] Wi )
u (x, t) = pro}._;mal.f [u1 (y) Ks (2, y; t) + 4y (v) a—K—’%t’y—’t)] dy. (3.21)
0

29. Pour obtenir le prolongement analytique de
1

ful(y) K@ y;)dy= 3 lﬂ‘(ﬁ—s’,"—@ (3.22)

0

pour s =0, on peut utiliser les relations (1.29), vérifiées par les coefficients de
Fourier by.
En particulier, il résulte de (1.29) que la série (3.21) est majorée par la série

]
Agl Py (3.23)

A étant un nombre positif.
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Or, ¢ étant un nombre positif arbitrairement petit, nous avons |Ax|>k*"* si k
est assez grand. Il en résulte que la série (3.23) est convergente pour ¢> —} et par
suite que l’abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet (3.22) n’est pas
située & droite de Rs= —}.

Ainsi, pour Rs> —}, la série (3.22) représente une fonction analytique et régu-
liére de s et sa valeur pour s=0 est

had sin Vi t
b v S AR
:Zl o (2) Vix

De méme, si u,(y) posséde unc dérivée bornée et intégrable, le prolongement

analytique de
1

oK (x, y;t) , & axvg(x) cos Var t
f’uo(y) ot dy— kgl ll‘:

0
pour s=0 s’écrit

S ax i (x) cos Vi t.
=1

C. Le prolongement analytique de K, (x,y;t) et la fonction de Green-Riemann,

30. La fonction de Green-Riemann est liée a la fonction K, (z,y;?). Pour le
montrer, il est utile de transformer ’expression de K, (z,y;t).
A cet effet, considérons la fonction

& v {x) v
tag)= 3 ) (3.2
k=1 k
. sin V2, ¢ .
analytique en s pour Rs>} et remarquons que vy (x) _V—l__— est une solution du
k
systéme .
o°u
o L) =0,

u(z, 0)=0, g%‘ (x, 0) = vi (x)
et que par suite, nous avons [cf. (A)]

sinl/l—kt=

w

H
%jG@mmmwwwv (3.25)
[1]
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Dés lors, la série (3.1) peut s’écrire si Rs est assez grand,
K. (2,4 0= fG(x,t 2, 0) 3 20 ) fG (@6:2,0) 8 () dz. (3.26)
=1

Le raisonnement que nous avons fait & 1’occasion de la fonction u (z, t) est applicable

N . 0 .
ici puisque G (,t;y, 0) est bornée et a une dérivée a—i sauf au plus en deux points

de lintervalle 0 <z <!. Nous avons donc

G(z,t;y,0) 4 E; (z, y; 1)

Koz v 0= 577 T(s)

E; (z, y; t) étant une fonction analytique réguliére pour Rs> —3}.

et que linol s I'(s)=1, la relation
pary

. 1
Il en résulte puisque s=0 est un zéro de —ﬁs-)

Ko(z,y;t1)=3G (z, t; 9, 0).

31. Remarque. La formule (3.25) est particuliérement suggestive lorsque le
point (z,t) est situé & l'intérieur du triangle OM L (fig. 2). Dans ce cas, la fonction
G(z,t;y,0) se réduit & la fonction de Riemann R (z,¢; y, 0) et n’est différente de
zéro que si y est intérieur & Pintervalle (z—t, z+1¢).

Ezxemples.

. . o* .
a) Pour l'équation des cordes vibrantes 0 % =0 et lintervalle (0, ), on

u
of o4
obtient le systéme

d®v

12 +Av=0, v(0)=v(x)=0

qui posséde les valeurs caractéristiques A, =%?% (k entier et positif) et les fonctions

fondamentales vy (z) = l/f—t sin kz.

La fonction de Riemann se réduit & 1 pour z—t<y<z -+t et & zéro si y est &
I’extérieur de cet intervalle; la formule (3.25) se vérifie aussitot.
b) Pour I’équation des ondes amorties
Pu lu

Y = 22 +u, (3.27)

et P'intervalle (0, z), on obtient le systéme
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2
%—é;+(1+z)v=o, v(0)=v(7)=0

qui posséde les valeurs caractéristiques A, =k*—1 (k entier et positif, A, >0) et les
fonctions fondamentales vy (x) =]/72—r sin k.
La fonction de Riemann est ici
Rz, t;2,0)=1, (m)

avec I, (x)=J, (¢z), J, (2) étant la fonction de Bessel d’indice 0. Nous avons d’aprés (3.25)

. l/ 2 —————————
M—l—tsinkx=1 f I, Ve — (@ —2)*] sin kzdz.

T+t

Vi*—1 2

-t

En posant z—z=«, on trouve facilement

¢

in VE1
mka——~1“= [Io (V2 —a?) cos kada.

D’autre part, en remarquant que la solution

_ s8in Vk”—lte,,,,

u(x, t) = TF:T—

de I’équation (3.27) vérifie les relations

u (z,0)=0,

on obtient
T+t

f LIVE—(z—2)e**dz

-t

sin Vk”—lte,,u=

1

Vid -1 2

I

et on en déduit aisément la formule connue

t
el

t

Cette formule est d’ailleurs valable méme si %k est une constante réelle quelconque.

32. Conclusion. Nous avons obtenu la solution u(z,t) du probléme mixte &
P’aide de la fonction de Green-Riemann [cf. (A)] et nous avons remarqué que cette
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solution existe et est unique. Il en résulte que les autres expressions obtenues pour
u(z,t) [cf. (2.11); (3.21)] représentent aussi la fonction donnée par (A).

Pour abréger, supposons u,(z) identiquement nulle.

La solution u (x,t) s’écrit alors [cf. (2.11)]

aZn
at‘Zn

ulz, t)=(—1)""1 D (x,t)

avec
D, )-— bkvk’gx)-sm lﬁkt
i Ak Vi
ol nous pouvons d’ailleurs supposer »=1.

La série est absolument et uniformément convergente et il en est de méme de

8 8

la série obtenue en dérivant terme & terme par rapport & ¢, puisque |by|< 7 Il

vient donc
sin Vi, ¢t
Vi

w(e,)= S bk (@)
k=1

et par conséquent [cf. (A)]
H

3 [0 6@ 5502y~ 3 b

sin Vﬁ;t.
Vi

Nous avons aussi obtenu l’expression

1
u(z,t) = prol.oana,l.dful(y) K, (z,y;t)dy;

par comparaison avec (A), nous en déduisons

] i

1
éful(y)G’(x,t;y, 0)dy = prosl;oanal.ful(y) K,(z,y;t)dy.
()

0
Puisque pour y intérieur a (0,l), nous avons
KO(Z: Y, t)=iG($, 8; Y, 0):

nous avons aussi, si u, (y) n’est différent de zéro que dans un intervalle (@, b) com-
plétement intérieur & (0, ), la relation

DD | =

1 H
[uw6et00d- [wue) Ko
0 0
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CuariTrRE IV.
-]
La fonction!® > 1;°.
k=1

33. Pour abréger 1’écriture, nous supposerons I=z;; nous avons

28

12
Ak k+e %

ol ¢ est une constante et y (k) une fonction bornée de k. Nous poserons

rd0)
k b

Crp=¢C+

nous avons |cx|<C, C étant une constante indépendante de k.

St Rs=0>1, nous avons
F@)=T()3 2= fG(z) £1de
E=1
0

avec
)

G = 3 e,

=1

En effet, puisque

fe“k‘t"‘dt=&,
0

A%
nous avons
. 0o
-] o0
TS A'=2 [ehietde
k=1 k=1

-]
et le résultat annoncé s’en déduit aussitét, si 1’on peut permuter les signes 3 et f .

Or, posons
o 1
Fy(s)= 2 fe“’f‘t‘"‘dt,
k=1
[1]
o0
-]
Fy(s)= > fe"k‘t’“’dt;
k=1 t
nous avons

F (s)=Fy(s) + Fy ().

39

(4.1)

oo

1 Cf. 8. MINAKSHISUNDARAM [10]; H, WEYL [13].
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~Agt K2-et

Or, si t>1, les termes e sont majorés & partir d’un certain rang par e

K2-ey

(¢>0 arbitraire) et la série G(t) est majorée par la série > e~ Drailleurs, la

série Y e *"°* est uniformément convergente dans tout intervalle 1 <¢<¢, (¢, arbitraire)
et ! est continu pour toute valeur finie de ¢t. On peut donc intégrer terme 3

terme! et l'on a

F,(s)= IfG(z) £ de.

D’ailleurs, F,(s) est une fonction entiére de s.

. . 1
Pour étudier la fonction F,(s), remarquons que 'on a e *< ,, pour u>0 et par

suite (>0, Rs=0>1)
ta—Z.

Ie_"k ¢ ts"1|=e"‘"‘ £ l< .
Y
il en résulte que pour 0<t<1, 6>2, la série G (t)2°% est absolument et uniformé-

ment convergente et que
1

1 1,
o—1 ;2 A

IRl 3 o [ et
k=1 ko

ok
Cette derniére expression reste finie pour o>1 puisque > A;! est convergente. Ainsi,
k=1

on a encore

1
Fl(s)=l[G'(t) #lde  (Rs>1)
ce qui démontre la relation (4.1).

34. Pour étudier la fonction F,(s) de s, écrivons

- ~k2 k8 -
e "lc‘::e k t_e k t[l_e c,‘t]’

GO=3 e,

k=1
Gy (2) =kzle""” (1—e k),

G(t)= G, () - G, ().

Pour 0<t<1, nous avons
|1—ekt]|< A¢, 4.2)

A étant une constante numérique.

1 Cf. T. J. L. BromwiICH [2, p. 500, B].
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En effet, pour £>0, nous avons [cf. § 33].

[1- e | < Cte°

41

(4.3)

d’aprés la relation |1 —e™*|<ze®, (#=0). La relation (4.2) se déduit aussitét de (4.3).

Il en résulte
o0
|G ()| <At 3 e
K=1
ou encore

|Gy (1) | < At Gy (2).

Or, la formule de Poisson (z>0)

S ke 1 & -k
z e—k nr _ z e =
k=-0c0 X k=-oc0
t
nous donne en prenant t= —»
14
0 _k%a?

t

-]
> o kit =

k=—00

7_': o k2a?
1+2G’(t)=l/7[1+2:§16 ‘]-

. 1 oo
Puisque e7* < ,, bour >0, il vient (0<t<1)

11/ = 2t B
Gl(t)< 51/7 [1+2k21 Ez?] < VZ’

B étant une constante numérique.! On en déduit

e
k=~00
ou encore (¢>0)

|G, (t)| < ABVt
et par suite pour Rs=o>1,

1 1 1
[ewetdi=[6,) e de— [ G, ¢ de.
0 0 0

Or, d’aprés (4.4), nous avons

1
vig)| . AB
IJG,(t)t dt|<a+§

(4.4)

et 'intégrale considérée représente une fonction holomorphe de s pour Rs> —3.

2 2 n?
10na B=—V;puisque Zk_2=——°
3 k=1 6
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D’ailleurs, si {(s) est la fonction de Riemann! nous avons

oo

JA0) t’"ldt=fGl(t) t"ldt—fG’l(t) £ de=T(s) ¢ (2s)— [ G ()¢ de,
0 0 1 1

la derniére intégrale représentant encore une fonction entiére de s.
En rassemblant ces résultats, on obtient

F(s)= r(s)éa;’ —T(s)t(28)+ H{(s),

H (s) représentant une fonction holomorphe de s pour Rs=o> —1}.

Or, la fonction ¢ (2s), représentée pa,réjlk"28 pour Rs>}, est une fonction ana-
Iytique de s ayant & distance finie le seul pdle simple s=4 de résidu %.

Ainsi, la fonction représentée par la série ’ill;“ et analytique si Rs est assez

grand, peut étre prolongée analytiquement pour Rs> —}; elle posséde dans ce domaine
un seul pdle simple s=1} avec le résidu }.
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