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On se propose dans cet article d’estimer le taux de décroissance de 1’énergie locale de
I’équation des ondes. Plus précisément on considére © CR?, un obstacle compact de R? &
frontiere de classe C* et de complémentaire dans R? connexe, et A=(a"/)eC§°(6°)%,
une matrice & coefficients réels, uniformément définie positive, égale a 1'identité en dehors
d’un compact. On note A=3", . 9; a*19; le «Laplacien» associé & cette matrice. Soit

0 —ild
B=
(—iA 0 )

défini sur espace de Hilbert H=H}(6°) x L2(6°), ot H}(©°) est le complété hilbertien
de C§°(©°) pour la norme ||ull}= fq.|Vu|? (on note Vu=)",(AY/?);;0;u), avec pour
domaine D(B)={(uo,u1)€H: Aug€L?, uleﬁ&(ec)}.
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Pour Up€ H, on note U(t, x)=e*EB,, la solution du systéme (avec 2=0°)

{ (6;—iB)U=0 dans QxR;,U€H, 01)

U|t=0 = U0€H7

donnée par exemple par le théoréme de Hille—Yosida et pour R;, R2>0, Uy & support
dans B(0, R;), on définit son énergie locale a 'instant ¢ par

1
Eoe(U, )= 1 / |Vuol2(t) + s [2(2).
2 JanB(o,R2)

Elle est bornée par I’énergie initiale.

Depuis les travaux de P.D. Lax et R. S. Phillips {LP1] (voir aussi [LPZ2[), on sait que
pour toutes données initiales (Up) & support compact, ’énergie locale de la solution de
'équation des ondes associée & ces données (e?*PUp) tend vers 0 quand le temps tend
vers 'infini. Les résultats de R. Melrose et J. Sjostrand [MS] (voir aussi les travaux
de C.S. Morawetz [Mol], [Mo2]) impliquent (dans le cas ou A=Id) que, si I'obstacle
est non captif, cette convergence a lieu exponentiellement vite, en dimension impaire
d’espace et polynomialement en dimensions paires, par rapport & I’énergie initiale. Dans
le cas ol l'obstacle est captif, on sait (voir J. Ralston [Ral]) qu’il n’existe pas de taux
uniforme de décroissance par rapport 4 I’énergie initiale. Néanmoins, un argument simple
de compacité (voir H. Walker [Wal]) montre que pour des données initiales & support dans
B(0, R,) il existe toujours un taux uniforme de décroissance de 'énergie locale par rapport
& toute norme Sobolev plus forte que ’énergie initiale (1’énergie étant la norme H?, par
rapport & toute norme H® s>1). Le seul résultat précis dans cette direction que nous
connaissons est celui ol 'obstacle est constitué de deux convexes stricts ou d’'un nombre
fini de convexes stricts «assez» éloignés les uns des autres. Dans ce cas, M. Ikawa [I1], [12]
montre que le taux est exponentiel par rapport & des normes Sobolev assez grandes. Le
premier résultat que nous obtenons dans cet article est que le taux est toujours au moins
logarithmique.

THEOREME 1. -— Pour tout Ry, Ry>0 et tout k>0 il existe C>0 tel que pour
toutes données initiales (uo,u1 )€ D(B*) d supports dans (B(0, R;)NO°), si on note U=

etB(ug,u;), on a

(uo, u1)llp(B*)-

1/2
B (U(t))/2 = (/B(O,Rz)nec|VU0|2(t)+|Ul|2(t)) < log(20+t)k I

Nous allons obtenir ce résultat comme conséquence d’un autre résultat sur Pexistence
d’une région de la forme {A€C:Im A< Ce~¢l }, ne contenant aucun poéle de diffusion
(scattering).
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On définit la résolvante sortante pour le Laplacien avec conditions de Dirichlet dans
©° par la relation

+oo
R(E)f = / eu(t) f de, (0.2)

ol v(t) est le propagateur des ondes, c’est-a-dire v(t)(f) est égale & la premitre com-

posante de
((3))

Nous donnerons au paragraphe 2 une définition équivalente de la condition «sortante».
On vérifie facilement que R(£) vérifie le systéme

{ (A+M)R(E)f =,
R(¢)flae =0.

Il est classique que cet opérateur, analytique dans Im £ <0, posséde un prolongement
méromorphe comme opérateur de L7, (©°) dans Hj . (6°) dans C si d est impair et
dans le revétement simplement connexe de C* si d est pair, et que ses poles coincident avec
ceux de Popérateur x1R(\)x2 si les fonctions x; € C5° (R4) sont égales & 1 au voisinage de
O et du support de Id — A. Si 'obstacle est non captif, il est connu, depuis les travaux de
R. Melrose et J. Sjostrand [MS], que la résolvante ne posséde qu'un nombre fini de poles
sous toute courbe Im A< C log(|Re A|) (C arbitraire). Si A=Id et © est la réunion de deux
convexes stricts, alors M. Tkawa [I1], [I2], [I4] et C. Gérard [G] ont montré qu’il existe
C>0 tel qu’il n’y a qu’un nombre fini de péles dans une région de la forme Im A< C.
Enfin, M. Ikawa [I3] a montré que dans le cas de deux obstacles convexes (non stricts),

(0.3)

loc

il peut exister une suite de poles convergeant vers l'axe réel et un exemple explicite
de Ralston [Ra2] montre (dans un cas ol A#Id et © est une boule de R?) que cette
convergence peut avoir lieu exponentiellement vite, c’est-a-dire qu’il exhibe un exemple
oll on a une suite de péles vérifiant 0<Im X\, <e CRelnl Re),——+o00 avec C>0. Le
deuxiéme résultat que nous démontrons dans cet article est que cette derniére situation
est la pire qui puisse arriver.

THEOREME 2. — Il existe c1, c2,60>0 tels que la résolvante sortante ne posséde pas
de péles dans la région

{AeC:ImA<goe 2R AIN{|A| > ¢} (0.4)

Plus précisément, il existe x1 et x2, comme précédemment, et C,c3>0 tels que dans la
région précédente, la résolvante tronquée vérifie

lIx1 RO X2l ¢r2,mz) < CetesiReM, (0.5)
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Remarque 0.1. — La démonstration montrera en fait qu’on peut choisir les supports
de x1 et xo arbitrairement grands, quitte & augmenter la constante C.

Remargue 0.2. — L’exemple de Ralston montre que le théoréme 2 est optimal. Il est
certainement aussi possible, dans le cas ol il existe une trajectoire captive de type ellip-
tique, en construisant des quasi-modes localisés le long de cette trajectoire, de montrer
que ce résultat est aussi optimal méme si on impose A=Id. Par ailleurs, comme les poles
de diffusion sont (en dimension impaire) les valeurs propres du générateur infinitésimal de
Lax et Phillips, qui donnent une borne supérieure sur le taux de décroissance, ’exemple
de Ralston montre que le théoréme 1 est aussi optimal.

Remarque 0.3. — Pour des raisons de clarté et de simplicité de 1’exposition nous
avons limité notre approche 4 un cas modéle. La méthode présentée dans cet article
permettrait d’obtenir le méme type de résultat dans le cas d’un Laplacien associé & une
métrique riemanienne égale 3 la métrique euclidienne en dehors d’un compact. On pour-
rait également s’intéresser au cas d’un potentiel & support compact (s’il ne produit pas
de spectre négatif dans le cas du théoréme 1). Plus généralement la méthode présentée
permettrait d’aborder 1’étude d’un opérateur d’ordre 2 autoadjoint positif égal & —A en
dehors d’un compact et le cas de conditions au bord différentes (Neumann en particulier,
voir [LR2]).

Pour démontrer le théoréme 2, nous reprenons une idée de G. Lebeau et L. Robbiano
(voir [LR2]), consistant & utiliser les inégalités de Carleman, pour démontrer un résultat
sur le spectre du Laplacien dans un ocuvert borné avec conditions absorbantes sur une
partie (non vide) du bord. Intuitivement, notre situation est assez proche de la leur,
puisqu’elle revient en quelque sorte & imposer des conditions parfaitement absorbantes
sur une sphére a linfini.

L’idée de notre démonstration est d’utiliser la méthode de Lebeau et Robbiano pour
obtenir des estimations sur les solutions de '’équation de Helmholtz, Au+A2u=f avec f &
support compact dans une zone bornée (une boule qui contient I’obstacle et la perturba-
tion du Laplacien) ot on a & priori peu d’information. Le colit & payer pour ’obtention
de ces estimations est qu’on doit utiliser des fonctions phases vérifiant les hypothéses
d’hypoellipticité de Hormander et qui croissent donc trés vite quand on s’éloigne du
bord de l’obstacle. On montre ensuite, que, quitte & agrandir la boule, on peut stabiliser
le comportement de ces fonctions, puis on utilise le caractére sortant de la solution u
pour conclure.

Le fait que le théoréme 2 implique le théoréme 1 est essentiellement démontré par
G. Lebeau dans [Le]. Néanmoins, nous améliorons légérement son résultat en le rendant
optimal.
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Le plan de larticle est le suivant: dans une premiere partie nous rappelons des
résultats de G. Lebeau et L. Robbiano sur les inégalités de Carleman sur des domaines
a bords, dans la deuxiéme partie nous démontrons des résultats sur le comportement
asymptotique des fonctions de Hankel, dans une troisiéme partie nous construisons des
phases de Carleman et nous démontrons le théoréme 2. Enfin dans une quatriéme par-
tie nous démontrons un résultat abstrait (le théoréme 3) qui permet de montrer que le
théoréeme 1 implique le théoréme 2. Dans un appendice, nous construisons des fonctions
de Morse adaptées & notre probléme et nous rassemblons quelques résultats certaine-
ment déja connus concernant I’'absence de résonance sur le réel et le comportement de la
résolvante au voisinage de 0.

Nous tenons & remercier C. Bardos, F. Laudenbach, C. Margerin, L. Robbiano et
tout particulierement G. Lebeau pour les nombreuses discussions que nous avons eues
sur cet article.

Apres avoir terminé cet article, nous avons eu connaissance d’un résultat de C. Fer-
nandez et R. Lavine [FL] qui montrent un résultat pour l'opérateur de Schrodinger
—A+V dans R? (V & support compact) qui, énoncé dans un cadre semi-classique, serait

similaire au notre (dans un cas sans bord).

1. Inégalités de Carleman

Nous rappelons dans cette partie des inégalités de Carleman démontrées pour ’opérateur
de Helmholtz avec conditions de Dirichlet. Ces résultats sont essentiellement contenus
dans un article de G. Lebeau et L. Robbiano [LR1] quoique démontrés par ces auteurs
pour l'opérateur de Laplace.

Soient Q un ouvert borné, de classe C>® et P=—h2A—1, 'opérateur de Helmholtz,
de symbole principal semi-classique p(z, &)= t€ A(x)& —1 défini pour h€ |0, ho]. Pour toute
fonction peC>(R?), on définit 'opérateur P,=e?/"Pe~%/" de symbole principal p,=
p(x,E+ig)).

On supposera par la suite que la fonction ¢ vérifie les hypothéses d’hypoellipticité
de Hérmander :

Je>0: VreQ VéeRe, Po(x,6)=0 = {Repy,Imp,}>c (1.1

olt on a noté {f,g}=>", O, f 0,9 — Oz, f O¢,9 le crochet de Poisson de deux fonctions f
et g,
dp

| #0 et Vp#0 dans Q. (1.2)
O laq
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PROPOSITION 1.1. — Soit ¢ vérifiant les relations (1.2) et (1.1). Il existe C>0,

h1>0, tels que pour tout 0<h<h, et tout geC™(Q}) on a

/Q \Py(g) 2+ /8 lglonl? +[13 glonf?+ hnglen? > Ch /Q gP+RVIR  (13)

(=" désigne la variable tangentielle au bord et 8/8n la normale extérieure au bord).

PROPOSITION 1.2. — Soient ¢ vérifiant les relations (1.2) et (1.1), et TCOQ une
réunion de composantes connezes du bord de Q. Si on suppose que Op/On<0 sur T alors
il existe ¢>0, h1 >0, tels que pour tout 0<h<h, et tout g€ C>®(Q) vérifiant g|r=0, on a

/|P<,,<g)|2+h / (gloal2+ s gloal?+ hdnglonl? = Ch /|g|2+|hv.q!2. (1.9)
Q BO\T Q

Les analogues de ces deux propositions sont démontrés par G. Lebeau et L. Rob-
biano, dans le cas o P=-h2A dans [LR1] (propositions 3.1 et 3.2). La démonstration
dans notre cas (P=~h2?A—1) est la méme, mot pour mot. Nous allons, pour étre com-
plets en donner les grandes lignes.

I1 est classique que les estimations du type (1.3) et (1.4) démontrées localement se
recollent et que ces estimations sont vérifiées a I'intérieur. On peut donc supposer pour
la démonstration que la fonction g est & support dans un petit voisinage du bord. Il est
également clair que les hypothéses et les conclusions sont invariantes par changement
de coordonnées. On peut donc aussi supposer, si on choisit un systéme de coordonnées
géodésiques pour le Laplacien que 'ouvert Q est de la forme Q={(z’, z4) €R%: 24>0}, que
g appartient & C§°(K), 'ensemble des fonctions C*™ jusqu’au bord de Ri, supportées par
K={zeR%:|z|<D} et que 'opérateur P est, modulo un opérateur d’ordre inférieur, de la
forme P=—h202 +h?R(xq, 2, 8,+/i)—1 ol R est un opérateur différentiel d’ordre 2 (tan-
gentiel). Nous rappelons comment G. Lebeau et L. Robbiano procédent pour démontrer
les estimations (1.3) et (1.4) dans ce cadre. Nous renvoyons le lecteur & Particle [LRI,
paragraphe 3, pp. 347-351] pour les détails techniques.

On notera S7 I’espace des symboles tangentiels a(z,£’,h) de classe C* en z au
voisinage de K et £’cR%™1, vérifiant, pour 0<h<hy,

Vo, 3C: Vz,&,h, 10506a] < (1+]¢'[) 7! (1.5)

et on notera SgICSj le sous-espace des symboles qui possedent des développements clas-
siques :
N-1
Ja,€87™ ™, neN: a-— Z h"a, e SI—N.

n=0
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On notera &7 Pespace des opérateurs pseudodifférentiels tangentiels, A=0Op(a), aeSgl,
définis par

Op(a)u(za, ') = (2mh)! / el VMg (g, 2/ € h) u(za, y') dy' dE.

On notera aussi o(a)=ag le symbole principal de A et DIC £ le sous-espace des opérateurs
différentiels, polynomiaux en h.

On pose

~ P,—P: ~  P,+P:
Q1= “°2i ?—ImP, et Qo= “’2 ¥ =ReP,,

de symboles principaux ¢;=Imp, et g2=Rep,. On note, pour f,geC(K),
(ho)= [ fade, (F9)0= [ flaodlesods’
RY Ré-1

et [|£1l, I/ llo les normes associées. On a

1P, fII? = “@ﬁ“z'i‘nélf“z‘*‘i(élf, @2f)—i(@2f, @1f)

N N i (1.6)
=1 Q2 12 +11@1 I +i([Q2, @11 S, /)+RB(S),

avec (si Dy=ha, /1)

B(F) = (@1, Day o+ ((De @120, Q21), Flo

(1.7)
= (2(P;:dDzdfa Dflidf)0+(A1f7 Da:df)0+(A,1Da:dfa f)0+(A2f1 f)07

ol les opérateurs A; appartiennent & ’espace D".
Le symbole principal de 'opérateur i[éz,él] est h{Rep,,Imp,} et I'inégalité de
Garding permet de déduire de (1.6) (voir [LR2, paragraphe 3, lemme 2[) que

1P, fII?~Re hB(f) 2 ch(| FI*+ RV f1I?)+h? Re(Ds, f+G1 £, Gof)o,

olt Goe&P et G1€D?, ce qui montre les propositions 1.1 et 1.2 si on remarque que sous
les hypothéses de cette derniére proposition, si I'={z4=0}, le seul terme non nul dans
(1.7) est (20}, Dy f, Dz, £)o>0 et que Go flzy=0=0.

Remarque 1.3. — Si la fonction g est supportée & I’extérieur d’un voisinage (fixe)
d’une partie du bord de Q, T, alors il est clair que la proposition 1.2 reste vraie méme
si on ne suppose plus dp/In#0 sur I'g, puisque la démonstration est locale et qu’il n’y
a rien a démontrer au voisinage de I'y.
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2. Asymptotique des fonctions de Hankel

On étudie dans cette partie les solutions sortantes de 1’équation (A+A%)u=0 (A désigne
ici le Laplacien standard) & 'extérieur d’une boule B(0, R;). Rappelons d’abord la défini-
tion de telles solutions : on se place dans le systéme de coordonnées polaires ol on note o
la variable sur la sphére S%~! et on décompose toute solution de 'équation (A+A%)u=0
a Pextérieur d’une boule de rayon R>0 en harmoniques sphériques, c’est-a-dire sous la
forme

Uzzuu(r)gu(a)v (2'1)

oil (g,,v) désigne la base orthonormale de L?(S%~1) formée des fonctions propres pour
l'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére associées aux valeurs propres v2. Les fonc-
tion u, sont alors solutions de I’équation

a2 (2110 ) 4 (1- L =0 R (2.2
-+ r )t —)\27‘2 u,,(r)—— pour 7> fi, ) )
soit
u, (1) :C,,rl”d/2h”()\r)+C’,’,r1’d/2Hu()\r), avec u= 1/2+(%d—1)2, (2.3)
oll on a noté h, la fonction de Hankel d’ordre p,
+oo—im .
hu(r) =/ ersinhi—ut gy (2.4)
et
Hy(r) =hy(F). (2.5)

Définition 2.1. — On dit que la fonction u, solution de I’équation (A+X?)u=0 a
Pextérieur d’une boule de rayon R>0, est sortante si et seulement si dans la décomposition
précédente on a C],=0 pour tout v.

Il est clair que cette définition ne dépend pas du choix de R (la condition sortante est
une condition sur le comportement & I'infini des solutions de 1’équation de Helmholtz).
On vérifie aussi facilement que, pour r— +00, h,(r)~Cr~1/2e~%" de telle sorte que pour
u€HL_ la condition sortante implique d’une part pour Im A<0 que la fonction u est
exponentiellement décroissante et d’autre part pour A réel,

C

Iaru—f—i)\u(r, G')I < ;(—dm

|U(7‘a¢7)|<r(d_—1)/2,

(ces relations sont les conditions de radiation de Sommerfeld & l'infini).
On rappelle enfin, pour faire un lien entre résolvante sortante et solutions sortantes
de I’équation de Helmholtz, que pour gGL:‘:’omp et tout A qui n’est pas un pdle, la fonction

R(A)g est 'unique solution sortante du systéme (0.3).
Nous allons démontrer le résultat suivant :
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PROPOSITION 2.2. — Pour tous Ro>Ry>0, il existe C,C’,n, >0 tels que pour
tout AeC: |ImA|<1, |A|=Xg et toute solution sortante de léquation (A+A2)u=0 4
Vextérieur de la boule B(0,Ry) on a

/ —Im(8,u) do
r=Fa (2.6)

>|AlC / [ul?+]A"Vu? do — C'e " / w2 +]A"1Vu|? do.
r=Ry r=R;

Remarque 2.3. — Ce résultat montre que la condition a I’infini « sortante» se traduit
a distance finie par une condition de type absorbant sur le cercle de rayon Rz, modulo
un terme d’erreur donné par I'intégrale sur le cercle de rayon R;. L’hypotheése sortante

intervient donc de maniére essentielle dans la démonstration de ce résultat.

L’idée de cette démonstration est d’établir que I'inégalité (2.6) est vraie dans la zone
hyperbolique du cercle C(0, Rz), sans le terme correctif donné par l'intégrale sur le cercle
C(0, R;) et de montrer en majorant 'effet tunnel entre C(0, R;) et une géodésique de la
zone glancing du cercle C(0, R;) (donc tangente & ce cercle, donc qui ne rencontre pas le
cercle C(0, R1)), que la contribution de la zone glancing peut etre absorbée dans le terme
correctif. Enfin, il ne reste plus qu’a montrer qu’il en est de méme de la contribution de
la zone elliptique. En fait la démonstration est simplifiée par la possibilité de se ramener
a des calculs effectifs sur le comportement asymptotique des fonctions de Hankel, ce que
nous ferons. Ces calculs effectifs sont standard et connus dans la littérature sous le nom
d’estimations de Debye (voir par exemple [Wat]). Néanmoins, pour &étre complets, nous
en donnerons une démonstration, d’autant plus que nous n’utilisons qu’une version faible,
plus facile & démontrer.

Dans toute la suite, on considérera Re()\) comme un grand parameétre (dans une
optique d’utilisation du théoréme de la phase stationnaire) et Im(\) comme un parametre
variant dans un compact. On va, par exemple, démontrer la proposition 2.2 pour Re A>0.

Le symbole principal de I'opérateur de (2.2) est —Re()\)"20?+1-v%/ReA?r? (on
néglige Im )\). La zone hyperbolique de I’équation (2.2) est donnée par 1—v%/Re A%r2>0,
la zone glancing par 1—v%/Re A2r2=0 et la zone elliptique par 1—v%/Re A2r?<0.

LEMME 2.4 (estimation hyperbolique). — Pour tout a<1, il existe C, \g>0 tels que
pour tout [A|>XAg et tout v2<(Re))%a?R2, |Im \|<1,

Tm (8, uy (Ra) uy (R2) ) + AV 112/ X2 RS |u, (R)[?| < C(Re M)/ |u, (Ra)|*.
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Compte tenu de (2.3), il suffit de montrer, sous les hypothéses u*<(Re A)%a?r? et
ReA> Mg, |Im Al<1,

1Im(zi;gi:;)+\/l—)\—§; <CIA~H2, (2.7)
‘Re(Z:Ef\‘:g) } <CIA~V2. (2.8)

On a

h#()\’r‘) — /0 eArsinh t—put dt_+_/+ooeimr—)\rsinht—ut di —i /ﬂe—i()\r sin 8—pub) de. (2.9)
—00 0 0

Sous les hypothéses du lemme, les deux premiéres intégrales sont majorées (uniformé-

ment) par C|Re \|™! puisqu’elles n’ont (uniformément) pas de point critique et qu’on

peut donc intégrer par parties.

Pour étudier la derniére, on écrit, si fp=arccos(p/Re Ar), €|, m—a], >0, sinf=
sin fp+(6—6p) cos(6p) + (6 —0p)%ge,(6), avec des bornes C sur gg, uniformes par rapport
a fp€[a, m—a], ce qui permet d’obtenir, par le théoréme de la phase stationnaire (par
rapport 4 Re A),

hll()"r) —I—’L'C_i Re Ar4/1—pu2/Re(X)2r2 +iubo+1Im Ar/1—p?/Re(A)3r?

1 i
— 4 ——| < 7L
“V Rear \/—sinGO ‘ ClReA|
De la méme facon, on obtient

/ 2 . 75 1 2im
(A 1— K —iAry/1—p?/Re(A)2r +1;490\/
w(Ar)+ Re(A)2r2 ¢ ReAr V —sinfy

On en déduit les relations (2.7) et (2.8), et donc le lemme 2.4.

<C|Re)|™.

LEMME 2.5 (estimation elliptique). — Pour tout a<1, tout 0<R; <R3, il eziste
C,n, Ao >0 tels que pour tout |X\|>X et tout v2>(ReX)2a™2R?, |Im \|<1,

luy, (R2)| < Ce™™|uy(Ry),
[uy, (R2)| < Ce™™ |uy (Ry).

Compte tenu de (2.3), il suffit de montrer, sous les hypothéses p2>(Re A)2a=2R? et
|hu(ARz)| < Ce™™|hu(ARy)],

2.10
K (\R)| < Ce~|hu(AR). (2.10)
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On a

+oo
/ e—krsinh t—ut dt‘-l—
0

/ g~ i(Arsin 6—uf) da‘ <C. (211)
0

Pour u?<ReA?’r?a=2,0on a

0
} / e“si“ht—“tdt’ <C. (2.12)
—o0

Enfin, une étude locale de la fonction e*"sinthi—#t a4 voisinage de tg, le point critique
négatif de la phase donné par ’équation cosh(tg)=p/ReAr (to=—Argch(u/ReAr)),
montre que pour u?>>(ReA)?r2a=2, on a

0
‘/ e)\T‘ sinh t—put dt‘ > geRe Arsinh to—uto (213)
— o0 ]
et, pour p?>(Re\)?r?
0
‘/ e)vrsinht—/.ct dt’ < CeRe Arsinh to—pto (214)
—o00

D’aprés (2.11) et (2.13) au point R;, on a avec t;=—Argch(u/Re AR;)
c (tanht;—t1)
|h#(AR1)|>Ee” o (2.15)

et d’apres (2.11) et (2.14) ou (2.12) au point Ry, on obtient

|hu(AR2)| <

{ Cerl(tanhta=t2) i (Re X\)2R2 < u? et ty = —Argch(u/Re ARz), (2.16)

sinon.

De (2.15) et (2.16) on déduit la premitre inégalité de (2.10), la seconde se démontre de
la méme maniére.

Pour démontrer la proposition 2.2, on choisit a=+/R1/R2 (ce qui implique que si
p?>Re(M)2RZa?, alors on a aussi p?>Re(A)2R%2a~2). D’apres le lemme 2.4,

~Im Y Gw(R)u(R)2CA Y (R

v2<Re(A)2a2R2 v2<Re(A)2a2R2

et d’aprés le lemme 2.5, pour ¥2>Re())%a?RZ,

s, (R2)[?(140) +A ™ 0wy (Re) |2 < C(1422) e |y, (Ry) %, (2.17)
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ce qui implique

/ —Im(Oua)do= Z —Im 8,u, (Rz) @, (R2)
r=Ro >
2CAL Y wf(R)
v2<Re(A)2a2RE
A Y (RPN Ou(Re)
v2>Re())2a2R%

V2
> O Y (14 5 ) e (R)P

, v? _
RALIEDY (”W)qu(Rﬂl%lA *0ru, (Ro)|®

v2>Re())2a?R2

et d’apres la formule de Weyl et (2.17),

/ —Im(aruﬂ)da>C|)\|/ |uP+|,\-1v,,u;2—c'e—2€Re*/ [ul2+ A1V, ul?.
r=Ry r=Rj

r=R;

De la méme fagon, on démontre

/ —Im(é),uzi)da}C]M/ |,\—1a,u|2—c'e—2“‘“/ [u]2 4| A"V, ul?,
r=Ry r=Ra T

=R,

ce qui termine la démonstration de la proposition 2.2.

3. Démonstration du théoréme 2
3.1. Construction de phases

L’objet de ce paragraphe est de construire deux phases ¢, et @2 vérifiant les conditions
d’hypoellipticité de Hérmander sauf sur un nombre fini de boules, telles que d’une part,
la ol 'une ne vérifie pas ces hypotheses, 'autre les vérifie et lui est strictement supérieure
et d’autre part, loin de 1'obstacle (& I'extérieur d’une boule B{(0, R;)), les fonctions ¢;
et ¢, coincident, sont radiales et vérifient ¢'(r)=s¢, 3¢>0 arbitrairement petit. Le point
qui sera crucial par la suite est que la constante R; est indépendante du choix de s>0.

3.1.1. Construction sur un domaine borné. — Soit R>0 tel que ©C B(0, R) et A=Id
sur B(0, R)¢. On commence par construire les phases sur B(0, R). Pour cela, on rappelle
le résultat suivant démontré en appendice.
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PROPOSITION 3.1. — Soit R>0 tel que ©CB(0, R). Il existe deuz fonctions i 2€
C=(©°NB(0, R)) vérifiant B,1;|oe<0 (8, désigne la normale extérieure a ©°), nayant
que des points critiques non dégénérés, telles que sur C(0,R), le cercle de centre O et
de rayon R, on a Vi;-z>0 et auz points ot Vip;=0 (qui sont en nombre fini), on a
Vpir17#0 et i1>1; (par convention Y3=11). Enfin, les fonctions 1; sont radiales et
coincident au voisinage de C(0, R).

Il existe donc un nombre fini de points z; ;€0°, i=1,2, j=1,..., N;, une constante
e>0 tels que B(x; 5,2¢) CO°NB(0, R), B(x1,,2¢)NB(x2,5,2¢)=2 et sur B(z; j,2¢) on a
Yi<tiy1 (Ya=yn).

On notera Q;=0°NB(0, R)N(U,; B(z;,;,€))°. On cherche ¢; sous la forme eP¥i, avec
B grand. Pour vérifier que pour 3>0 assez grand les fonctions ; vérifient la relation (1.1)
sur €, il suffit de vérifier que si Q est borné et si €C(Q) vérifie |Vip|>c>0 sur Q,
alors, pour 3>0 assez grand, on a {Rep,,Imp,}>c >0 sur Q.

On a ¢'=Bef¥y’, p"=eP¥(82¢ ty'+[5yY") et si p,=0 alors €AY =0 et ‘€AE=
tpAp+1. Donc [¢|<CBeP?,

{Rep,, Imp,} =4 €AQ"AE+4% ' AP AP +4A' (¢, ¢, AY')
+4A (¢, €, AG) -4 A' (€, €, AY')
=47 B AP AL AV (B4 ("Y' AY') + 8% 1 Ay AY)
+4e%V B/ (Y, ¢, Ay') + 40PV A (AL, ¥, €) 4BV A (€, €, AY)
=43 (54 (*y'Ay')? + O(8%),
d’oui le résultat, puisque ¥'#0 et A>>cld, ¢>0. On remarque aussi, puisque 91/9r>0

sur {|z|=R}, qu’il en est de méme de ¢; et que la construction impose aussi 82p/dr?>0
sur {|z|=R}.

3.1.2. Stabilisation des phases a lextérieur d’une boule. — Il reste & prolonger ces
phases sur B(0, R)°NB(0, R1) (R, restant a fixer). Puisque les phases 1 2 coincident et
sont radiales pour R—a<|z|<R (a>0 assez petit), on cherche ce prolongement sous la
forme d’une fonction radiale. On passe pour cela en coordonnées polaires (r, g,6,7),
oll § est la variable angulaire sur S% 1. Dans ce systéme, on a p=0?+n?/r2—1 et
Po=0%—(¢")2+1?/r —1+2ip¢’. On impose que ¢'(r)>0. On a donc p,=0 = p=0 et
n?/r2=1+(¢’)?, et sur ensemble p,=0 on a

2 1+ (pf 2
{Rep,,Imp,} = 4<p’<p"cp'+4%go'= 44’ ((p”(p’-l———%). (3.1)

Or la solution & de 'équation k'k+1/r=0 vérifiant k(R)=¢'(R) est

k=+/(¢'(R))?~2log(r/R) .
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Fig. 1. Graphe de la fonction &’

Soit R;=Re®)*(R)/2_ Nous insistons sur le fait que R; ne dépend que de la valeur des
phases ; sur 'ensemble r=R, ce qui implique que R; ne dépend que de la matrice A et
de la géométrie de I'obstacle ©. Soit >0 vérifiant les conclusions de la proposition 2.2
(pour le choix de R;=R;+1). Dans toute la suite, les constantes R;, R; et 7 sont fixées.
Soit 0<s< 37. On définit la fonction @’ par (voir figure 1)
¢'(r) si R—a<r<R,
@'(r)=14 k(r) si R<r<Re /2 (3.2)
” si Rie=*72<r<R,.

Soient HeC*®(R.) égale & 0 pour r<R—1a et égale & 1 pour r>R——§-a, 0<HKLL,
H'>0 et heC$°(R), positive, d’intégrale égale a 1 et & support dans ]0,1[. On note
hy(r)=(1/n)h(r/n) et ¢,=(1~H)@'+hyx(H@'). La fonction ¢; (r) converge uniformé-
ment vers @’(r) quand 7 tend vers 0% et

(@)= (~H)F'+ hy s (H'')+ (1~ H) 3"+ by (HF"),

or, pour >R, ona $"” >—1/r@’ et pour R—1a<r<R, la fonction ¢ ayant été construite
de telle facon que ¢”>>1, on a aussi ¢” > —1/r@’. On en déduit, quitte & diminuer a>0,

d ~ ~ -1 -1
L)) (HB s (HF)+ (1= H) e (Hx ).

Le terme de droite converge uniformément vers —1/r@’, donc il existe ¢>0 tel que si
on choisit >0 assez petit, on a ¢} ¢} +(1+(¢},)?)/r2c>0, pour r&[R—a, R,]. Cette
construction permet ainsi, si on prend >0 assez petit, de prolonger les phases ¢; a
©°NB(0, Ry), avec Ro=R;+1, et d’assurer que les phases ainsi prolongées vérifient les hy-
potheéses d’hypoellipticité de Hormander, sont radiales sur B(0, R3)\ B(0, R ) et vérifient
pi(r)=3, Ri<r<Ra.

3.2. Démonstration du théoréme 2

Soient f & support dans QNB(0, R;) et u solution sortante de 1'équation de Helmholtz,
avec conditions de Dirichlet sur Q. Soient x;, i=1,2, & support dans (U, B(z,;,¢))",
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égales & 1 dans (U; B(z;,j,2¢))°. D’aprés la proposition 1.2 et la remarque 1.3 appli-
quées & la fonction e®/*y;u et & Q:i=(QnN(U, B(:,5,€))°)NB(0, R), on a, si on note

h=(Re(A\?))~Y2 et g;=h%([A, xs]u+x: f—i Im(7?) x;u),

/ /M gi+ / (a4 [V f2) |y, 26R/
Q.; r=Ry

> Ch / (xsul? + 1RV xsuf) 2"
Q;

(3.3)

On somme les deux inégalités obtenues pour i=1,2 et en utilisant que @;>;41 sur
Pensemble | J; B(zi+1,;,2¢) (et donc sur le support de Vx;+1), on obtient, pour 0<h<hyg,

hg assez petit,
[ (@ et P Tm)ul?)
QﬁB(O,Rz)
+”/ (e201/h 1 202/%) (24 (AT f2) < s
=Ry
>Ch / (¢201/h-4 £202/) (fuf2 1 |hTuf?),
QNB(0,R>)

ce qui implique, d’apres la proposition 2.2,

/ (€2/2 22 M) RA(| f17+ | Im(A%)ul?)
QNB(0,R2)

/ Im(8, ui)
r=Ry

>Ch (e2¢1/h 4 e202/) (Ju|? 4+ |hVul|?)
QNB(0,Rz)

+h2(e2¢1(32)/h+ eZLPz(R2)/h)

(@1 (R)-1/h | ((2pa(Ra)—)/h) / luf2+ R V2.
r=R;

Or, d’apres les théorémes de trace,
[ (vl ety
QNB(0,R2)
>c fu(e#/*+ €52/ PRV (u(eF /" - e M)
QNB(0,R2)
>Ch2/ (2 (291 (RO/h g g2ea(Ra)/hy,
T:Rl
Comme au voisinage de I'ensemble {|z|=R;}, on a Au=—MA%u. On a aussi

[ (u+nva) e ey
QNB(0,R3)

20’12/ |hvul2(e24p1(R1)/h+62‘P2(R1)/h),
T:Rl

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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donc, puisqu’on a choisi <37 (et donc 2¢(R;1)>2¢(Rz)—n), on obtient, d’aprés (3.5),
(3.6) et (3.7),

/ (291/% 1 2#3/M) A (| £ 2+ [ Tm(A2) 2ul?)
QNB(0,Rz2)

/ Im (8, ud)
r=R2

>Ch (e?91/h 4 e202/h) (ju|?+|hVu|?).
QnB(O,Rz)

+h2(62¢1(32)/h+ e2¢2(32)/h) (3.8)

Or

/ fﬂ:/ (A+22)uz= a,,ua+/ A[uli—|Vul.  (3.9)
QNB(0,R,) QNB(0,R,) r=R, QNB(0,Rz)

En prenant la partie imaginaire de (3.9), on obtient

Im /[ Odui= / (Im fa—Im(A2)[ul?). (3.10)
r=Ra QNB(0,Rz)

On obtient finalement d’apres (3.8) et (3.10),
G/t U h4|f|2+h2|Im(,\2)|.|u|2+h2|fﬁ|} 20h/(|u12+|hVu|2). (3.11)
QNB(0,Rz) Q

Si ImA<|ReX|"2e~CIReM/4 on a aussi e©/?|Im(A?)|<2 ce qui permet d’absorber le
terme en |Im(A?)|-Ju|? par le terme de droite. En utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwartz
on obtient alors

1/2 1/2
eC’/h </ h4|fl2+(/ h4|f|2) (/ |u'2) )
QNB(0,Rz) QNB(0,R,) QNB(0,R2)

>Ch/ (Jul2+AVu[?).
QNB(0,R2)

(3.12)

Le terme ([ |u|?)!/? de gauche peut étre absorbé par le terme quadratique [ |ul? de

droite, ce qui donne, si Im A<|Re \|~2e~CIReAl/4,

O / f2>C 2+ [AVu. (3.13)
QNB(0,R2) QNB(0,Rz)

Le théoréme 2 est donc démontré.
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4. Décroissance de I’énergie locale

Nous allons dans ce paragraphe démontrer dans un cadre abstrait que le théoréme 2
implique le théoréme 1. Nous nous inspirerons pour cela largement des méthodes de [Le].

On considére un espace de Hilbert H, et B un opérateur non borné, fermé sur H,
de domaine D(B) dense dans H. On notera dans la suite ||U|| la norme de Uc H dans
Pespace H. On suppose que A=iB est maximal dissipatif, ¢’est-a-dire que pour tout
u€D(A) on a Re(Au,u) gy <0 et Id— A est surjectif de D(A) dans H.

On rappelle qu’alors pour tout A de partie réelle strictement positive, AId—A est
bijectif continu de D(A) muni de sa norme naturelle [[u]|%4)=|lul”+||Au|* dans H et

JATd —A) oy < [Re A (4.1)

On rappelle aussi que le théoréme de Hille—Yosida permet de définir, pour k€N et 50,
Vopérateur e*4/(1—A)k=e*B/(1—iB)*. On note R(¢)=(¢£1d —B)~! la résolvante de B
qui est donc définie et holomorphe par rapport & & pour Im £<0.

On considére x;, j=1,2, deux opérateurs bornés sur H et on suppose qu’il existe
g,a,D>0 tels que 'opérateur x;R(£)x2 posséde un prolongement analytique comme
fonction & valeurs opérateur continu dans H dans la région située sous le contour I" défini
par

I'=[0, D+ice=*P|U[0, — D+ice *P)u{¢ = p+ice~el : |g| > D} =T, UT',UT3.

(On note [A, B]={2€C:2=0A+(1-0)B, 6€[0,1]}.) On suppose aussi que dans cette
région il existe C, A>0 tels que

x1R(€) Xl cary < CetlReEl, (4.2)

On a alors le résultat suivant :

eitB

THEOREME 3. — Sous les hypothéses précédentes, pour tout entier k>1 il existe Cy,
C
< e (4.3)

tel que pour tout t>1,
‘ cory  log()F’

Avant de démontrer ce résultat, vérifions qu’il implique le théoréme 1. On considere

0 —iId
B=
(Ca o)

défini sur I'espace de Hilbert H=H}(6¢°) x L2(©°) (voir I'introduction) et x; deux opéra-
teurs de multiplication par des fonctions C*°, 4 supports compacts. D’aprés le théoréme 2

lem

B Yopérateur
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et les résultats de 'appendice B, ces opérateurs vérifient les hypotheéses du théoréme 3.
De plus, pour x3€ C$°(R?), l'opérateur [x3, B] est borné sur H et si x3=1 sur le support
de xa2, on a aussi [x2, B]=x3[x2, B]xs- On en déduit que pour tout entier k>1 il existe

Cy tel que
. 1 Ch
itB < 4.4
‘ X1€ X2 (1—7,B)k c(H)\ lOg(t)k’ ( )
soit
. Cy
tB
Ix1€™" x2llc(p(B*);H) S Tog(OF’ (4.5)

ce qui est le théoréme 1 pour tout entier k>1. Le cas général s’en déduit par inter-
polation, puisque l’espace interpolé complexe d’ordre s entre D(B%)=H et D(B*) est
par définition D(B**) et, pour x1, x2€CS°(Ry), 'opérateur x1e*Zx est borné par C de
D(B®) dans lui méme et par C/(logt)* de D(B*) dans D(B°) d’aprés ce que nous venons
de démontrer ; le théoréme d’interpolation de Calderén et Lions (voir par exemple [RS,
volume II, théoréme IX.20]) implique que, pour s€[0,1], ce méme opérateur est borné

par C/(logt)** de D(B**) dans D(B?), d’ou le théoréme 1 pour tout réel k>0.

Remarque 4.1. — Le théoréme 3 permet, en choisissant x;=x2=1d, d’améliorer
(en les rendant optimales) les versions temporelles des résultats de G. Lebeau et L. Rob-
biano [Le], [LR2] sur la décroissance de I’énergie pour les équations d’ondes amorties dans
un domaine borné, en utilisant simplement leurs résultats d’estimation de la résolvante.

La suite de cette section est consacrée a la démonstration du théoréme 3. On fixe

donc I’entier k>1. On notera, pour Upe H, V=e*Fx,Up. On rappelle que pour tout s>0

IV (s)ll <|Uoll- (4.6)

On a pour t>0 et x€ H l'identité suivante :

eitB 1 m—i/+°°—i/2 eitf——1 -——1 dfm (4 7)
(1=iB)* "~ 27 Jee_go_ijp (1—i)% E-B '

En effet, si on note I le terme de droite, 'intégrale qui le définit est absolument conver-

gente et
(8, —iB) Iy = — et —— _zde=0, (4.8)
‘ ) 27 Jemmcomis2 (1—i€)*
1 +o0—1i/2 1 1

om0 = 33 Jeeaomap TP T B 9)
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Compte tenu de 'holomorphie de R(£), on peut déformer cette derniére intégrale sur le
contour Im£=—C. On obtient

1 ftoemiC 1 1 1 1 1
leomgiz | o wr 5% 5 L epks 00

ol C est le cercle de centre le point —i et de rayon % Faisant tendre C vers 'infini,
compte tenu de (4.1), on montre que la contribution du contour Imé=—C est nulle et
on vérifie facilement par récurrence sur k que celle de C est bien (1/(1—iB)*)(z).

L’idée de la démonstration du théoréme 3 (due & G. Lebeau) consiste & couper dans
(4.7) Dintégrale en deux parties, la premiére correspondant aux «basses» fréquences,
|€|<log(t), pour laquelle on déforme dans le complexe en utilisant I’hypothése de pro-
longement analytique de la résolvante et l'autre partie, correspondant aux «hautes»
fréquences, |£|>log(t), pour laquelle on utilise simplement que |1/(1—4£)*|<1/(logt)*.
Pour fajre ce découpage et néanmoins pouvoir encore utiliser des arguments de défor-
mations de contours sur l'intégrale en £, on convole par une gaussienne et on fait le
découpage sur la convolution. Par ailleurs, plutdt que de faire un tel découpage sur les
données de Cauchy (Up) ce qui introduirait une singularité de type 8i—o¢ L .(Ry), il est
préférable de transformer I’équation homogene en une équation inhomogene associée &
des données de Cauchy nulles et faire le découpage sur le second membre. On considére
donc €C®(Ry), égale & 0 pour t< 3 et & 1 pour t>>2 et U=(1/(1—iB)*)(¥V), solution
de

(8,—iB)U =9/(¢) -V (1), (4.11)

(1- )

soit

00)= [ P V(o) ds (112)

(B)

Soient ¢g>0 et ¢; >0 & choisir ultérieurement. On a

1 oo CO - VIoET)?
, dey/(s)eflt= —— .~ _ 3/ / co(A—€/VIogt)? 1
/ /mg—_1/2 (1- 26)" B (s)

=/// [ S =15
sJedincavige  Js Je Jnzevigr

On remarquera que cette décomposition est trés proche mais néanmoins légérement
différente de celle de G. Lebeau [Le].
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4.1. Estimation de I

L’idée pour estimer I; est de déformer le contour d’intégration en £ sur le contour I'.
Il faut pour cela vérifier que pour s€[0, 1] Popérateur x1R(€)e**Bx2 est holomorphe par
rapport 4 £ dans le domaine situé sous le contour I' et y vérifie (uniformément par

rapport & s) une estimation du type (4.2). Or pour Im £ <0 les deux familles d’opérateurs

e’ (XlR(f)Xz—i/ x167(B=8) v, da) et x1R(§)e*Bxz (4.13)
0

coincident pour s=0 et vérifient la méme équation différentielle
sw =ifw—ix1e°Exs.

Donc par le lemme de Gronwall, ces deux familles coincident pour Im¢<0, la famille de
gauche donne donc le prolongement analytique annoncé et on peut donc dans l'intégrale
définissant I, déformer le contour en & sur le contour I'.

D’apres (4.6) et puisque I'opérateur x; R(€)e**By; est uniformément borné dans H
par rapport & £€'1UI; et s€(0, 1], pour tout t>2 on a

of /] <Clval / et S )
5€F1UF2
')\|<61
On a aussi, d’apreés (4.2), pour £>1,
af [ /| 1
s JEET3 J | A|<c14/Togt
® (4.15)

QC\/E—O / ——(t Dege %17+ Aln|—co(A—n//Tog t )zdnd)\ ”UOH
n=—oc J[A|<e1VIogt

Soient c;>0 tel que cpa<l et p=—(t—1)ege %"+ Aln|—co(A—n/v/Togt)?. Alors si
[n|<eqlogt, on a aussi
p<epAlogt—(t—1)gpt™ 2. (4.16)

On choisit ¢;€]0, ¢o[. 11 existe alors §>0 tel que si |A|<c1+/logt et si |n|>czlogt alors

()\—n/\/logt)226()\2+(77/\/10gt)2), (4.17)

soit
2
P < Alnl—cob (A2 +(n/v/1ogt)). (4.18)
On choisit ¢g>A/8ca+1. Pour un £>0 on a alors
/ eAlnl—coB(n/\/TOEE)” _ (o< o8(D)), (4.19)
[7|>calog t

D’apres (4.14), (4.15), (4.16) et (4.19),
Ixa2all < CE=5(|Uoll. (4.20)
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4.2, Estimation de I,
Soit

T(u) = / // ) efitu=2)é 1 V(s) —co()\—g/\/_logtf.
o) memis2 ¥ (1-i&F ¢-B B

[A[Zc1vTogt
(4.21)
Pour t21, on a J(t)=I5(t) et pour tout ueR,

t(u—s)¢ C 9
—iB)J ¥( "3 e V(s [ R emco(A—E/VToBE) _ i ,
(0= /_.0 //Im£~—1/2 (=5 (®) ™ ° ()

|A| =1/ Tog
(4.22)
ce qui implique
¢
J(t)=e*BJ(0)+ / et =)B K (s) ds. (4.23)
0
On va, pour majorer J(t) en norme dans H, utiliser que e**Z est pour s>0 une
contraction de H et majorer séparément K(u) pour u>>1, J(0) et fol || K (w) || du. Puisque
le second membre de (4.12) (Panalogue de K (u)) est nul pour ¢>1 ainsi que la donnée

de Cauchy (U(0)), on s’attend & ce que la contribution principale vienne du troisiéme
terme.

Pour u€([l,t], on déforme dans (4.22) le contour en £ sur le contour donné par

Im&=+/logt, ce qui donne, d’apres (4.6) et puisque k>1 et supp(y’)C [1 g},

Kl [ e 0oV L e o] <Gl (428

On majore ensuite J(0). On traite par exemple la contribution a (4.21) de la région
A>cy+v/logt. Pour cela on déforme, suivant [Le], I'intégrale en £ sur le contour '=T"*+UT'~,
avec

't = {z=14n—iy/logt :n >0},
I~ ={z=1+n—-3i:n<0}U[1-1i,1-iy/logt].

Pour £€T'-, on a d’aprés (4.1), pour tout s€[0,1] et tout A€[c;/Togt, +o0],
C

He—zsf V(S) __1___\/- —co(A— f/\/ﬁf —_
(1-ig)k £-BY 2 S T

La contribution de I'- & J(0) est donc majorée en norme par

eSO+ log D01 (6> 0).

C/logt e~ | Uy |l = O(e== 18 ) | Uy . (4.25)

A=ciTogt
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Pour £€T* et s€[1,2] ona

o—ise_V(5) 1 [€0 g—co(r—¢/v/TogE)?
(1=i)+ m

<Ce \/T@/l*__ e~ co(A~n/vIogt)? Ul
@ ”

donc, puisque k>1, la contribution de '+ & J(0) est majorée en norme par

Ce VI3 Uy (4.26)

Les contributions & J(0) de la région A<—c;v/logt se majorent de la méme fagon.
Finalement, il reste & majorer

/ KWl du (f K@ du)m. (4.27)

D’apres la formule de Plancherel,

+o0o +o00 2 2
/ |K ()| du=C / e~ c0(A=¢/VIogt) gy

/

1-ig)* ) /|A|>cu/ro§“t

l 3 e

+o0
S LR (4.28)
avec, pour |€|>3c;logt,
1 2
H(¢)||= e c0(A—¢/VIogt)" gy o H vy 4.29
=\ VIO < fougye ITHOI (429)
et pour |¢|<Seilogt,
IHE)| < / e~SOPHE 080 4 | 73 (€)| < Ce— B[V (©)]l.  (4.30)
[A[>e1vTogE

Donc, d’apres (4.27), (4.28), (4.29) et (4.30), puisque
e e 2 ' 2 2
[ @ra- [ wveras<e [ ekl
(on rappelle que V(s)=e**Bx, Uy = ||V (s)||<IIx2Us]| <C||Usll), on a
! 1
<O g e clo8? . 4.31
i du<o( g g tee il (4.31)
D’apreés les relations (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) et (4.31), on obtient

C
I121< g g5 Vol

ce qui termine la démonstration du théoréme 3.
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Fig. 2. Déformation en dimension 1

A. Démonstration de la proposition 3.1

L’objet de ce paragraphe est de démontrer 1’existence de deux fonctions de Morse vérifiant
des conditions de compatibilité (aux points critiques de 1'une, 'autre lui est supérieure)
et ayant des dérivées normales de signe préscrit sur le bord d’un ouvert. Soient donc
Q un ouvert borné de RY, de classe C® et I'CHQ une partie connexe (non vide) du
bord de © (on prendra I'=C(0, R)). Comme les fonctions de Morse sont denses (pour la
topologie C*°) dans I’ensemble des fonctions C*, il en existe une telle que 8, f lapAr <0
et On flr>0 (0, désigne la normale extérieure au bord de I'ouvert). On peut également
la choisir sans maximum local dans Q. L’idée de la démonstration de ce dernier point
nous & été donnée par F. Laudenbach. Cette démonstration est essentiellement standard
en topologie, nous nous contenterons donc de l’esquisser. On part d’une fonction de
Morse, ¢, qui a éventuellement un maximum local. On commence par montrer qu’on
peut supposer que ce maximum n’est pas global. Pour cela, on prolonge topologiquement
Vouvert Q & travers I'. L’ouvert ainsi prolongé est difféomorphe & Q et son bord est la
réunion de INQ\I" et d’une partie difféomorphe & I', qu’on note I'y. On prolonge ensuite la
fonction ¢ au nouvel ouvert de telle maniére que son maximum global soit atteint sur I'g
et ¢|r,=C. Soit ¢ un point ol la fonction ¢ admet un maximum local. On considére les
chemins v: [0, 1]—Q qui relient ¢ & Ty et & chaque chemin, on associe mingeo,1; P(7(5))-
Soient yp un chemin qui maximise cette quantité et z1=29(so) le point ol le maximum
est atteint. Une étude locale simple montre que ce point est nécessairement un col pour la
fonction ¢, d’indice 1 (de signature (1,,(d—1)_)). Le théoréme d’élimination (voir [Mi,
paragraphe 8, théoréme 8.1)) permet alors d’utiliser ce point d’indice 1 pour déformer
la fonction ¢ et éliminer le maximum local d’indice 0. Une récurrence facile permet
d’éliminer ainsi tous les maxima locaux. On revient ensuite par difféomorphisme & I’ouvert
de départ. En dimension 1, cette stratégie revient & montrer qu’entre le maximum global
et le maximum local on a un minimum local, la déformation permettant d’éliminer les
deux extréma locaux est alors évidente (voir figure 2).
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On notera par la suite 1; une fonction de Morse n’ayant pas de maximum local
sur © et vérifiant Onv1|ga\r<0 et G,%1|r>0. Il reste & construire . On se place
prés d’un point critique de v, xo, et on choisit sur B(zg,n) (>0 assez petit) un
systéme de coordonnées de Morse. Dans ce systéme, la fonction ¢ s’écrit ¢ (z)=1v1(x0)+
Do<icq Ti — 2ogr1<icd T2 aVec g1, puisque 2p n’est pas un maximum local. Soit ¢ (z)=
Yi(zo)tez1+e—23" | 1cica z2. Cette fonction n’a pas de point critique et si £>0 est

assez petit, elle est strictement inférieure & 1, —¢ sur B(0,n)\B (0, %n) On fait cette
construction au voisinage de chaque point critique, z;, de 9, (ils sont en nombre fini)
et on note encore ¥ une fonction qui coincide avec les précédentes sur des petites boules
B(z;,n;), qui n’a donc pas de point critique sur ces boules, qui sur le complémentaire de
U ; B(xj, %nj) est inférieure & 1 —¢, €>0, et dont les dérivées normales au bord ont le
méme signe que celles de ;. Il suffit pour conclure de prendre pour ¥, une fonction de
Morse assez proche de cette fonction 1, puisqu’alors d’une part ses points critiques seront
dans le complémentaire de Uj B (:cj, %nj), donc dans une région ou ¥;>1; et d’autre
part, au voisinage des points critiques de 11, on aura ¥, >, (puisque ¥(z;)=1v1(x;)+€).

Pour démontrer la proposition 3.1, on se place dans la situation ou Pouvert 2 est
de la forme: Q=0°NB(0, R—¢), £>0 petit. On fait la construction précédente avec
I'={r=R—¢}, et comme &,1; >0 sur r=R—¢, on peut prolonger ¥, et ¥ sur 8°NB(0, R)
de telle fagon qu’elles soient radiales et coincident au voisinage de r=R.

B. Etude de la résolvante sortante sur ’axe réel

Dans cet appendice, nous étudions la résolvante sortante sur 1’axe réel. Nous montrons
d’une part qu’elle n’a pas de pdle réel et d’autre part qu’elle est bornée au voisinage de

0 dans tout secteur angulaire ne rencontrant pas ’axe imaginaire iR .

B.1. Absence de péle réel

Soient A€R* et u(z, \) solution sortante de ’équation (A+A?)u=0, u|sn=0. Nous allons
montrer qu’alors u est identiquement nulle. Ce résultat est standard en dimension impaire
d’espace (d=2k+1), dans le cas ol le Laplacien est le Laplacien standard (théoreme de
Rellich). L’idée de la démonstration dans le cas général nous a été donnée par C. Bardos.
On suppose par exemple que A>0 et on choisit a>0 assez grand pour que ©C {|z|=r<a}
et le Laplacien coincide avec le Laplacien standard sur I’ensemble 7>a. On a, pour R>a,
d’apres ’équation vérifiée par u et la formule de Green,

/ —qu|2+/\2|u|2+/ Syutdo =0, (B.1)
Qn{r<R} r=R
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ce qui implique

lim Tm Oruii(R,0) R 1do=0. (B.2)
R—+o0 oce8d-1

On décompose, pour R>a, la fonction u en harmoniques sphériques, comme au para-
graphe 2, suivant la relation (2.1) et on obtient

Im Orut(R,0)r? ldo
oe8d-1

=Im ) [Cul*R((1~5d) R hu(AR)P+ Ak, (AR)h.(AR)) (B3

=Im ) "|C,|*ARK,,(AR)h,(AR).
p
On rappelle que h,, désigne la fonction de Hankel d’ordre u, et que p?=1v2+ (%d—1)2, oll
v? décrit 1'ensemble des valeurs propres du Laplacien sur la sphére de dimension d—1.
Donc pour d>2, on a u}% et pour d=2, le seul ;4<% est u=0. D’aprés J. C. Nédélec [N,
théorémes 2.2 et 3.3), pour p> 3, la fonction 71/2|h,| est décroissante et 0<Im A, /h, <1,
ce qui implique, pour p#0,

—_— a
[T b, (AR R OVR)| < I OVR)? < - [y (). (B.4)
Par ailleurs,
Z|Cﬂ|2|h#()\a)|2:1/ |u|? do < +o0 (B.5)
" a r=a
et 5
, -_
Im(h, (AR)h,(AR)) a2 (B.6)
On déduit de (B.2), (B.3), (B.4), (B.5) et (B.6), par convergence dominée, que
2
. _ d—1 g9 _ 2_
Rlim T GESd_laruu(R, ©)R*1df = ;;Z:, |C.12=0, (B.7)

donc C},=0 pour tout y, ce qui implique que u est nulle sur ’ensemble r>a. Le théoréme
d’unicité pour les solutions d’une équation elliptique d’ordre 2 & symbole principal réel
implique que u est nulle partout. La seule solution sortante de 1'équation (A+A?)u=0,
u|aa=0, est donc la solution nulle, le réel A n’est donc pas un pole. Le méme raisonnement
si A<0 montre que ’ensemble des péles ne rencontre pas R*.

B.2. Borne sur la résolvante en 0

Nous allons montrer qu’au voisinage de 0, la résolvante R()\) reste bornée dans un secteur
angulaire contenant ’axe réel. Ce résultat a été essentiellement démontré par Morawetz
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dans [Mo2, lemme 16], dans le cas o d=2 et ou le Laplacien est le Laplacien standard.
Soient a=e*, f€ [—iw, %71’], et ', le secteur angulaire d’ouverture 27 symétrique autour
de o~ 1:

'y ={A€C*:Re(a)) = |Im(a))|}. (B.8)
Soient A€T, et u solution sortante dans ©° de (A+X%)u=g avec g & support dans
I’ensemble |z| <a. On suppose que a>0 est tel que ©C {|z|=r<a} et le Laplacien coincide
avec le Laplacien standard sur ’ensemble 7>a. On choisit une fonction x€ C*°(R) égale
3 0 pour 7<a et & 1 pour 7>2a. La fonction v=x(r)u est alors la solution sortante de
Péquation (A+AZ)v=[A, x]u dans R%. On note Fy la solution fondamentale sortante
dans R? de 'opérateur A+1 et on obtient

o(z) = Xi-2 / o OG0 =@ (8,0 dy

+2%72 (A (z)) / (B, x]u(y) dy (B9)

a<|y|<2a
=P+ V2.
On écrit Fy(Mz—y))—Fa(A(z))=—IyF)(A(x—ty)), pour un t€]0,1[, ce qui permet de
montrer que pour r=|z|>3a,
@R <OV RONE [ vu (8.10)
a<r<2a

On a aussi en intégrant par parties

/[A,x]u=~/ xAu:)\Z/ XU, (B.11)
oc e ec

ce qui permet de montrer que pour r=|z|>3a,
w@P <CAPIEONP [l (B12)
a<r<2a

Pour AeTI', on considére

Re/ e_4a>‘rﬂg:Re/ e MG (A+A%)u
? N N (B.13)
=Re/ 6‘4"‘)‘T(—|Vu]2+/\2|u|2)—+—4a)\e'4°’)‘rZ&irawajuﬂ
Q iy
(d’apres (B.11), (B.10) et (B.12), |Vu(r,8|*+|u(r,0)|2<Cre?™*", donc ces intégrales
sont définies). La relation (B.13) implique

[etmeroup con [ esmeNupio| [ ey @19
Q Q Q
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et d’apres (B.11), (B.10) et (B.12),

/ 6_4 Re(a)\)rlu|2
r>3a

e B O D o N\ e
r>3a Q

N{r<2e}
_ _ Ag
<C’,\d/ e4@<,\ 2F'(—)
| I e>3aRe(al) ’ | ¢ Re(a)\)

2 xe \I
Fyl =——— -1d
d(Re(aA))')g ¢

x/ [Vau|? +|ul?.

QN{r<2a}

-+

Or
Clz|?7¢ si|z|<letd>2,
|Fa(2)] < { Cllogz| si|z|<1etd=2,
Cel™? iz 21,
et
L) < Clzi*—¢ sizj<1,
IR
4 Celmz  silz|>1,
donc pour |A|<1,
2 (o2 .
/ e~ Re(eN)r iy 2 < C Jangr<aay IVul®+lul sid>2, (B.15)
r>3a Cllog Al er‘l{r<2a} [Vul?+u? sid=2.
D’apres (B.14) et (B.15), on obtient, pour |A|<1,
/ V> <CIAZ|log A f (iVu]2+}ul2)+C, / etedrggl  (B.16)
QN{r<3a} Q{r<3a}

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on déduit de (B.16), puisque g est supportée dans
I'ensemble QN{r<a}, que pour Aely, |\| assez petit,

/ IVUIQ < C / e——4aXr‘,ag
QN{r<3a} QN{r<a}

1/2 1/2
<C (/ e~ Re(a)\)r|ul2> (/ 6_4 Re(a)\)rlng) ,
Qn{r<a} QN{r<a}

d’oll, en utilisant & nouveau P'inégalité de Poincarg,

1/2 1/2
[ <c( / |Vu|2) ( / e“*R‘*(“‘*”IgIZ) ,
QN{r<3a} QN{r<3a}
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ce qui donne bien une borne uniforme sur la norme de la résolvante de L2, dans H} ..

comp
pour X proche de 0 et dans le secteur I',,. En choisissant un nombre fini (3) de réels a,
on recouvre un voisinage du demi-plan inférieur (dont on exclut 0) par U?:l Ty,, ce qui
permet de conclure. On aurait pu plus généralement traiter le cas d’un secteur angulaire

quelconque, dans le revétement simplement connexe de C*.

Remargue B.1. Ce résultat n’implique pas que 0 n’est pas un point d’accumulation
des péles, mais néanmoins les poles ne peuvent pas s’accumuler en 0 en restant dans un
secteur angulaire fixe. On pourra sur ce point consulter le travaux de B. Vainberg [Va]
et G. Vodev [Vo|] qui montrent des résultats du méme type.
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