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Einleitung,

In den allgemeinen metrischen Riumen sowie auch in den allgemeinen affin-
zusammenhingenden Mannigfaltigkeiten von Linienelementen spielt das invariante
Differential von Vektoren und Tensoren eine grosse Rolle. In dem »-dimensionalen

Pinslerschen Raum R, in dem also durch die Funktion
ds = F(x,dx)

(x bedeutet die Mannigfaltigkeit von z!, z%, ..., 2" ¢benso dz die von da', da?,
.., dx") ein Entfernungsmass definiert ist, hat E. Cartan' das invariante Dif-

ferential eines Vektors & in der Form:
(1) DE =dF + O;Ikg-?'da':k+ r;lkgfdxk

angegeben. Dabei erweiterte er den n-dimensionalen Punktrauvm R,, der auf die
Koordinaten «', ..., 2" bezogen war, zu einer (27 — 1)-dimensionalen Linienele-
mentmannigfaltigkeit &, indem er zu jedem Punkt z', 2%, ..., 2" simtliche hin-
durchgehende Richtungen &', 4%, ..., 4" hinzugefiigt hatte. Ein Linienelement soll
im folgenden kurz wit (x, ) bezeichnet werden. Simtliche Grossen des & —
z. B. die Ofk und die I, in (1) — sind also Funktionen der Linienelemente. In
der Formel (1) ist es wesentlich, dass D& in da’ und d4* linear ist. Die Cj;
und I7, sind natiirlich Funktionen des metrischen Grundtensors:
1 0*F*
I =L 0w 0t

! vgl. [1]. Literaturverzeichnis am Ende.
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O. Varga' gab eine neue Begriindung des invarianten Differentials, indem
er zum Linienelementraum R, einen oskulierenden Riemannschen Raum hinzu-
fiigte; damit konnte er das invariante Differential des Riemannschen Raumes anf
den Linienelementraum &, iibertragen.

Wir werden im folgenden das invariante Differential mit der in der Rie-
mannschen Geometrie® angewandten Methode herleiten, und zugleich eine andere
Operation definieren — wir werden diese Operation tensorielles Integral, oder

invariantes Integral nennen — welches zu jedem Vektor & einen anderen:

o= ¢
zuordnet, auf die Weise, dass die Relationen:
Dr-DJE-§; [DE-¢
bestehen sollen.

In § 4 geben wir eine Anwendung des tensoriellen Integrals.

In § 5 wollen wir das invariante Differential und Integral auch in den N-
dimensionalen Kawaguchischen Riumen &) definieren und zwar fiir die Exvek-
toren des Raumes; als Grundelement betrachten wir in den Kawaguchischen
Riumen das Linienelement M-ter Ordnung (z, Y, ..., 2¥).? Es gibt aber zwischen
dem invarianten Differential in den Kawaguchischen Réiumen und in den Fins-
lerschen Riumen einen grossen Unterschied. Fiir die von uns benutzte Herleitung
des invarianten Differentials sind die durch (2 a) und (36) gegebenen Tensorrela-
tionen des #-Beins wesentlich; in Finslerschen Riumen kann man die Vektoren
des adjungierten #%-Beins immer bestimmen, hingegen sind die Tensorrelationen
(2a) und (36) in den Kawaguchischen Riumen fiir Exvektoren nicht immer er-
fiillbar. In diesen Riumen ist ndmlich das invariante Differential, sowie dasin-
variante Integral an ein n-Bein gekniipft. Dieses n-Bein soll das ausgezeichnete

n-Bein des Raumes genannt werden.

§ 1. Das invariante Differential.
Es sei durch die Mannigfaltigkeit
b, 2%, .., 2
ein % dimensionaler Punktranm definiert, den wir durch Hinzufiigung einer
Richtung

P Ve (5]
? Vgl. [2]. Band IL., 8. 29—35.
* ¥iir ihre Bezeichnung vgl. [4).




Das invariante Differential und Integral. 73

zu einem (2% — 1)-dimensionalen Linienelementraum

K2ty 2, L @ 2t 22 L @)
erweitern. Dessen Elemente werden wir kurz mit {x, 4) bezeichnen. Bei den #*
handelt es sich nur um ihr Verhiltnis.!
Die Tensoren in &, sind Funktionen von (z, #); sie sind in #' homogen von
nullter Dimension.
Es sei nun in &, in jedem Linienelement (z, #) ein stetig differentierbares

kovariantes »-Bein
[a}‘u;(x, x) (a,z= I, 2, ,n)

gegeben, zu dem durch die Tensorrelationen

. _J1i, wenna=1b

(2) [t pd* = das (d‘“’ - {o, wenn g # b)
ok p_ |1, wenn ¢ =£k

(za) (altts (A = 0} (di {oy wenn ¢ # k)

das zu [qu; adjungierte kontravariante »-Bein bestimmt ist. (2) gibt uns »?
Gleichungen fiir A’ und (2 a) ist eine Folge von (2). Bedeutet & = &'(z, £) einen
kontravarianten Vektor in &, der lings einer Kurve

b= (), =zt (e=1,2,...,m)
gegeben ist, so bestimmen die Funktionen
(3) @@ = (a1 & (a=1,2...,mn)
ein System von n Invarianten. Differentiert man (3), so bekommt man

L Ok 5 . Oaittr .
D = N7 B L S Lt ey ~ (7 Rl L iy <. DN
d [a) lalptk d §F + PPy Eda + Py Edx

Uberschiebt man diese Gleichung mit (A’ so erhiilt man einen Vektor, den

wir mit 7' bezeichnen. Unter Beachtung von (2a) wird

(4) 7= g du® =dE + C

1 Eeddd + I da,

wo

' Vgl [1], [5].
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; ; Ot
(4a) Oy =k 5 5

) -0 [t
(4 b) Iy; =@k 7[9%‘
bedeuten.

Wir definieren jetzt in &, den metrischen Grundtensor durch die Gleichungen:

(s) Gi5 = (ol (a)ths;
das Bogenelement wird also
(6) ds=Vg;da dai.t

Jetzt sind wir imstande die Funktionen C};j und I‘,l;j durch g;; auszudriicken.

Uberschieben wir (4a) und (4 b) mit pu; so bekommt man wegen (2)

0 wpe _ 0 sk

{ - i

\7 a‘) [b)He ij = das FEY YT ’
- e O pur

(7 b) Ib]ﬂiri.j = dqp 9l dad

Durch Differentieren erhilt man aus (5)

09 0 miny 0 pipi
(8 a‘) d.’L‘; = [ g it + [b]&kj 8 ih

Ogij _ 0y, 9 s
(8 b) G = WMo TR

(statt @ haben wir jetzt b geschrieben). Setzen wir (7 a) bzw. (7 b) in (8a) bzw.
(8 b) ein, so wird

d gi;

g = s o Oy + ek g Oy

6 g. .
596;7 = [o)Hs [b)Mk TJ]-C;, + [e1k (M I‘i.‘h .

Auf Grund von (5) wird
99:j

(9a) = Gik Cjk,, + Gik 0,'-‘;,,

aat
30:s
(o) Gon = 00 Th + g T,

! vl [1]
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Damit haben wir fiir die (%, und I'i, die zwei fundamentalen Identititen
erhalten, die E. Cartan auf einem anderen Weg erhalten hat.! Der Vektor g
definiert also eben. das invariante Differential von & Den Bildungsprozess von
7' nennt man tensorielle Ableitung. Nach der gewdhnlichen Bezeichnung ist:

= DE.
Um das invariante Differential eines kontravarianten Vektors &; zu erhalten,
formen wir die » Invarianten:
(10) @y = (@A* &, (@a=1,2,...,n).
Differentiert man (10), so wird

D Ak

Ay = @A d&e + — "5

o . Ok
Endat + ng dah,
Uberschieben wir diese Gleichung mit (qu;, so wird unter Beachtung von (2a)

0 [aA¥ 0 (aA¥
(11) 7= [ & @ = A& + [apts a[;h 3t do‘c”+[awi—0%7§k dxt;

aus (2a) bekommt man die Identititen

O [t d A*
(12 a) (allk 2 & + [t 0 it =0,
0 (aites 0 (A
(12b) oL FP + [ati 2 O

Nach (4 a), (4b) sind die Gleichungen (12 a) und (12 b) identisch mit

9 [A*
(I3a) th_i__ [a],ui"d_[a.:T = 0,
3 (gh*
(I3 b) I‘?h + [a)tbs Jxt =0,
und damit wird aus (11)
(14) = dE— Ok Eeddh— Tk, & dah,

n: in (14) ist eben das invariante Differential von &. 7 = DE&;.

Wir wollen noch bemerken, dass L. Berwald die Tensoren des n-Beins in
zweidimensionalen Réumen in expliziter Form bestimmt hat. In seiner Arbeit
,,On Finsler and Carten Geometries TIL.“? sind

tvel [1), 8. 5.
* Es ist veriffentlicht im Annals of Math. 42. (1941) 84—112. Vgl. die Formel (4. 1} —(4.4).
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wi = b, o = hy,

whd = 19 = 1.

b

! bedeutet den Binheitsvektor, der dieselbe Richtung wie sein Linienelement
besitzt, und % bezeichnet den normalen Einheitsvektor.

& 2. Das tensorielle Integral.

Aus (3) und (10) lisst sich durch Integration eine neue Operation herleiten,
die aus einem Tensor £ einen neuen Tensor [/ bestimmt in der Weise, dass

D= ist.

Aus (3) bekommt man nach Integration
t t
(15) [w® dt = [ & wurdt.
t f
Nach Uberschiebung der Gleichung (15) mit 4’ bekommt man den Vektor
t
(16) = b [ B dt,
A

oder nach partieller Integration unter Beachtung von (2 a)

o ti . i d" i
(163) : !gdt o ”“(jgdt)

Den Vektor [ werden wir tensorielles Integral von & nennen, denn es
besteht die Gleichung

D 4l .
7~ O “”“ihC‘ 2
Es ist nimlich
t d ot
T ; , dx
(17) dt = f&’“ s d £+ (@ e § + [a]l’”f?[a]mdt(cu g7 T Tk dt)

Nach (13a) und (13 b) ist aber

d x” dx _ ( Al dat O At d x") d md’
— ] 7] T T (bl ’

(18) Ckh dt I‘Ilch at ot dt oz dt S dt
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Beachten wir noch die Gleichung (2), so wird aus (17)

Dy
dt

(19) =&
w.z. b. w.

Die Gleichung (19) berechtigt uns fiir ' den Namen tensorielles Integral zu
geben, da sich nachweisen lisst, dass auch das tensorielle Integral von D& eben

& ist.
¢

Bezeichnet man ndmlich das tensorielle Integral mit ] £ dt, so ist der Vektor
to

t 4
(20) G=[Edt =k [ B uudt;
o to

in diesem Falle ist also

(21) D

it dt=§.

to

[Fiir die Gleichung (19) kann man iibrigens mit dieser Bezeichnung auch die Form

D(/&di)
(22 Ry

geben.]
Beweis der Gleichung (21). Unter Beachtung von (4 a), (4b), wird:

_pik_dg kd[b[tr »
it dt T o §

(statt a, & haben wir jetzt b, » geschrieben). Nach (20) bekommt man, wenn wir

)
die tensorielle Integration auf % anwenden,

t t
Dg . a& dpittr o,
7t dt—[a}lf di+ a]lf[auL dt £ dt.

to ty

Durch partielle Integration des ersten Gliedes erhalten wir unter Beachtung
von (2 a) und (2):

ljlf' f”l Pk gty xzfd Wrgr g - g

to

w. 2z b w.
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Durch die Gleichungen (21) und (22) kommt zum Ausdruck, dass die ten-
sorielle Integration eben die entgegengesetzte Operation der tensoriellen Ableitung
ist. Das tensorielle Integral ist ein Kurvenintegral, denn es hiingt vom Weg
xt =z (¢t) ab.

Um das tensorielle Integral eines kovarianten Vektors £ zu erhalten, inte-

grieren wir (10) und iiberschieben es mit [gus; so wird

¢ 4
(23) L= [Edt= mmf(a]l" Sedlt.
ta

to

Man kann ebenso auf Grund von (14) und (23) nachweisen, dass

t _r
und

t

DL, .

richtig sind, nur muss man in (24) den Wert

d it daxh
k 27 ke
Cih dt +Tih dt

mit Hilfe von (4a), (4 b) berechnen. Es wird

~h h
(26) or 08 | AT et

& 3. Zwei Eigenschaften der Vektoren [42%, [4u:.

Die Vektoren (4!, [qu: verhalten sich in Bezug auf die tensorielle Differentia-
tion, bzw. Integration wie Konstanten. Es ist nimlich nach (4)
d it dx").

+ [a]lk(o;;hﬁit + F;;h_(i_t

Dt dght

dt dat

Wegen (18) wird

(27) ar =
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nach (14) ist

Dps _ djams _ g 43 p A2ty
at ~ ar e\ Gy Yy
Unter Beachtung von (26) wird
D ps _

(28) g = ©
Nach (20), (23) ist wegen (2)

t
(29) [k dt = ki (t—t,),

t

t

(30) [ i dt = g (t—to).

)

Die Gleichungen (27)—(30) beweisen unsere Behauptung.

§ 4. Anwendung des tensoriellen Integrals.

Das invariante Differential und Integral spielt in den allgemeinen metrischen
Riéonmen &, dieselbe Rolle, wie das gewohnliche Differential und Integral in dem
Euklidischen Rauwm. Die Frenetformeln einer Kurve im dreidimensionalen Fins-

lerschen Raum — wenn der Tangentenvektor, Hauptnormalenvektor und Binor-
malenvektor der Reihe nach mit #, »%, b* bezeichnet sind — lauten:
(31 a) Dt _ LI
3 ds o™
Dnt 1, , 1.,
(3 I b) ds - 5 v+ z b ’
Db I,
(3 I C) ds - ,; »,

wo é bzw. i die Kriimmung bzw. Torsion der Kurve bezeichnet. Die Gleichungen

(31) stimmen in formaler Hinsicht mit den Frenetformeln der Kurven des Eukli-
dischen Raumes iiberein, nur steht hier statt des gewohnlichen Differentials das
invariante Differential.

Wenn fiir eine Kurve

(32) ' = ' (s)
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die Gleichungen (31) erfiillt sind, wo noch
gkttt = guax'ia’t =1,

s also eben den Bogenparameter bedeutet, dann wird man fiir die Kurve nach

(31 2) die Form:

(33) i = ft"(s)ds= f ([énds) ds

haben. Nach (31 a) ist nimlich

3

(34) | Zi(s) = i = [ Luids.
0

Wir wollen noch bemerken, dass das tensorielle Integral statt des ersten Inte-
grals in (33) nicht anwendbar ist, denn — wie wir in (34) auch gezeigt haben —
der Vektor # ist aus x’(s) durch das gewohnliche Differential entstanden.

Wir ergiinzen noch die durch die Gleichungen (20), (23) gegebene Definition
des tensoriellen Integrals mit der Bemerkung, dass das tensorielle Integral fiir
einen Skalar mit dem gewdhnlichen Integral tibereinstimmt. Das ist equivalent
mit der Tatsache, dass das invariante Differential fiir einen Skalar in das ge-

wohnliche Differential iibergeht.

§ 5. Das invariante Differential und Integral in Kawaguchischen Riéumen.

Ein N-dimensionaler Kawaguchischer Raum & ist eine Punktmannigfaltig-

keit die auf Koordinaten x', 2%, ..., ¥ bezogen ist, und in der durch die Funktion
t1 d* x
(35) s = J‘F(x, 2, ..., ) d g, (x<a> - dt“)

die Entfernung auf irgendeine Kurve

& =2 (1), (i=1,2,...,N)
zwischen den Punkten
x (to), xi(tx)
bestimmt ist. Die Extensoren und Skalare des Raumes sind Funktionen des
Linienelementes M-ter Ordnung: (2!, 29, (e =1, 2, ..., M).
Um das invariante Differential eines Exvektors G-ter Ordnung V" (e = o,
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I,...,G; a=1,2,..., N) definieren zu kionnen!, nehmen wir an, dass zu dem
exkontravarianten N-Bein
. , a,t=1,2,..., N
= gdvi (e, 2V, | 0 ’ T
(a] [a] ( 3 ’ ’ )) }’=O, 1 ... G

durch die Tensorrelationen

(36) WA’ pp; = 0% 0

das adjungierte exkovariante N-Bein [qug; existiert. (36) enthilt N?(G + 1)*
Gleichungen, und wenn man die qug; als unbekannte Funktionen voraussetzt,
dann enthilt (36) (G + 1) N®* Unbekannten. Wegen N2(G + 1)*= N*(G + 1) ist
zu A" das exkovariante adjungierte N-Bein qug; nicht immer bestimmbar. Fir
G = o0 hat man N*® Gleichungen, mit ebensoviel Unbekannten, die (quo; sind also
jetzt im allgemeinen eindeutig bestimmt. [que; bedeutet aber eben die gewshn-
lichen Tensoren.? Zu einem N-Bein o-ter Ordnung (A% ist also auch im Kawa-
guchischen Raum das adjungierte N-Bein (juo; eindeutig bestimmt.

Jetzt sind wir imstande auch das invariante Differential eines exkovarianten
Exvektors W., bzw. exkontravarianten Exvektors V%% mit der in § 1. ange:
wandten Methode zu bestimmen.

(37 a) WP = (aup; VF (@=1,2,..., N),
bzw. . o
(37 b) @Y = @A Wy; (@=1,2,...,N)

bilden je ein Invariantensystem. Nach Differentieren und Uberschiebung der
Gleichung (37 a) mit A% und (37 b) mit (gu.; erhilt man unter Beachtung von (36)

7

DVei = ' = Ve wt 1B 1785 7. ok
DVel = A% d (@ = d Ve + () ﬁl}')@k] V8 gk
bzw.
W, i 0 (a)AF7 ]
DWai = (gt d oy = d Wi + [a]yai% Wejdatdk,

! Die griechischen Indizes laufen immer, wenn nichts anderes gesetzt wird, von o bis G;
die lateinischen aber von I his N.

* Das Transformationsgesetz eines exkovarianten Exvektors W, ist nimlich

_ Bk
W= oz

ai 0w(a)i 1V(ik‘

Vgl. (3]. Wenn & =g =0, dann ist W, ein gewdhnlicher Tensor erster Stufe.

8- 642128 dcta mathematica. 86
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Wegen (36) ist aber

1 O 1tig) 0 (d** :
(37) [l lm—k- = —‘[a]ﬂﬁjax(y)k = I‘r{;; 7k?

somit bekommt man fiir das invariante Differential

(38a) DV# = qyei + I‘g; VP dznk?

und

(38b) DWoai=dWai— I WeidaWk.

Wenn ¢=8=0 und y=o0, 1 ist, — es handelt sich also um die gewodhnlichen

Vektoren, die von (z, ) abhiingig sind, — dann geht (38 a) und (38 b) nach der
Substitution
gl =T, Ig,, =0
in das gewohnliche invariante Differential iiber. Vgl. Gleichung (4) und (14).
Werden die Gleichungen (37 a), (37 b) integriert, und dann mit [4A% bzw.
(et Uberschoben, so bekommt man das tensorielle Integral von V¢! bzw. W,..

Um die Identititen
[ DVeidt=D [veidi= Ve

[ DWadt=D [Wadt=W,;

zu beweisen ®, braucht man aber noch die Tensorrelationen

(39) @A? pittyi = das.
Dies gibt noch N*® Gleichungen zu den Gleichungen (36). Das tensorielle Inte-
gral ist:
t t
(40 a) [ Vetdt = et f (aies; VP dt,
1 &
t t
(40b) I Weidt = i @A W; dt.
o 4

Wir wollen noch bemerken, dass die Gleichungen (2 a) nach einem bekannten
Satz der Tensorrechnung? aus (2) folgen. (39) folgt aber nicht aus (36), nur im
Falle y = o, also fiir die gewohnlichen Tensoren.

! Die Formel von .DVe? ist ganz #hnlich wie das Differential von Kawaguchi, das er in
seiner Arbeit [4] gegeben hat.

* Der Beweis geht iibrigens ebenso, wie in dem Finslerschen Raum.

® Vgl z. B. [2).
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Zusatz bei der Korrektur.

Die in vorliegender Arbeit' definierte Operation das tensorielle Integration ist
durch die Bestimmungsgleichungen noch nicht eindeutig festgelegt. Die Bestim-
mungsgleichungen lanten n#mlich

D [E=¢,

wo D das invariante Differential und [das invariante Integral (auch tensorielles

Integral genannt) bezeichnet. Offensichtlich kann man zu dem Vektor ] & noch

einen anderen Vektor y' hinzufiigen, so dass
D([¥+7)-¢¥

Dy =0

bestehe, wenn nur

besteht. Dies driickt aus, dass [§i bis auf ein parallel verschobenes Vektorfeld

y* bestimmt ist. ¢ spielt gewissermassen eine dhnliche Rolle, wie die Integrations-
konstante im gewthnlichen Integral.

1 ygl § 2.



