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UBER DIE
ALLGEMEINE FORM DER EINDEUTIGEN INTEGRALE
DER LINEAREN HOMOGENEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
MIT DOPPELTPERIODISCHEN COEFFICIENTEN

VON

E. A. STENBERG

in HELSINGFORS.

Von den zahlreichen Untersuchungen iiber lineare homogene Diffe-
rentialgleichungen mit doppeltperiodischen Coefficienten, welche seit HEx-
MITE’s berithmter Behandlung der Lamé’schen Gleichung * und zwar durch
sie angeregt, ausgefuhrt worden, nimmt neben den wichtigen Sitzen der
Herren Picarp, Mrrrag-LerrLeEr und Harpuex tiber das Verhalten der
eindeutigen Integrale bei Verinderung des Arguments um eine Periode?
die Untersuchung des Herrn Froquer itber die analytische Form jener
Integrale ® durch ihre allgemeine Giltigkeit eine besonders hervorragende
Stellung in der Theorie der betreffenden Differentialgleichungen ein.

! HerMITE, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, premier fascicule.
Paris, Gauthier-Villars 1885.
* PicARD, Sur ume classe d’équations différentielles linéaires. Comptes rendus
de I'Académie des sciences de Paris. 19 Janvier 1880,
MitTAG-LEFFLER, Sur les équations différentielles 'lindaires d coefficients doublement
périodiques. Comptes rendus de I’Académie des sciences de Paris. 16 Féyrier
1880. .
HavpuexN, Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes
intégrables. Tome 28 du Recueil dit des Savants étrangers.
. * FLoQUET, Sur les équations différentielles linéaires & coefficients doublement pério-
diques. Annales scient. de 1'école normale supérieure. Année 1884.
Acta mathematica, 15. Imprime le 3 aofit 1891,
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Von den erwihnten Satzen ausgehend findet der letztgenannte Ge-
lehrte dass die cindeutigen Integrale in Gruppen eingetheilt werden kénnen
von der Art dass, wenn ¥,,9,,...,9, cine solche Gruppe bilden, so hat
y; die Form

ay; + (byu 4+ byw) + (cou® + cyu'u + couw'®) + ...
4 (Pgte™ oo Ry,

wo die Coefticienten a,b,¢,..., & doppeltperiodische Functionen zweiter
Gattung mit densclben Multiplicatoren und

_ 200 (6(x) /] . 2we’ <6,(?U) i >
w= 7y <6(w) _;x>’ =7 6 () P

sind. Da diese analytische Form der Integrale eine auffallend grosse
Menge verschicdener doppeltperiodischer Functionen enthalt — jhre An-
m(m + 1)(m + 2)
1.2.3
Relationen zwischen ihren Coefficienten aufzufinden um somit eine Form
aufzustellen, die in dieser Hinsicht einfacher wire. In Betreff des Re-
sultats meiner Untersuchung, die hier in den acht ersten Paragraphen
folgt, verweise ich auf § 9, wo ich eine Form angegeben habe, welche
sich dadurch von der Floquet’schen unterscheidet, dass die Anzahl der
doppeltperiodischen Functionen derjenigen der Integrale selbst gleichkommt.
In meiner Form treten aber ausser den doppeltperiodischen noch andere,
von mir durch A4,, bezeichnete, Functionen auf, welche die Stelle der
Potenzen von % und «' sowie ihrer Produkte einnehmen. Diese Func-
tionen lassen sich doch, wie aus § 10 ersichtlich, eindeutig bestimmen,
sobald die in § 9, Mom. 3, aufgestellten m (n — 1) Constanten bekannt sind.

zahl ist z. B. in der obigen Gruppe — habe ich versucht

1. Wenn cine homogene lineare Differentialgleichung mit doppelt-
periodischen Coefficienten # linear unabhingige, eindeutige Integrale hat,
kann man, wie bekannt, immer ein System von » linear unabhingigen
cindeutigen Integralen f,, 7, ,...,f, finden, welches sich so in Gruppen
cintheilen lasst, dass wenn f,(x), f,,,(2), ..., fi,.(2) die zu ciner Gruppe
gehorenden Integrale sind, so erleiden sie bei Vermehrung des Arguments
um eine beliebige Periode 2& folgende Verinderungen
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fi(w 4 28) = cfi(x), 4
fise(® + 28) = cfiy(®) 4 L) 5 fia(®) 5 oo o) frpea(2))y e=nmm

wo ¢ eine von x unabhingige Grésse und /. eine lineare algebraische
Function der eingeklammerten Grossen ist. Awusserdem ldsst sich eine
homogene lineare Differentialgleichung (x + 1)* Ordnung mit doppelt-
periodischen Coefficienten aufstellen, zu der die erwihnte Gruppe ein
Fundamentalsystem von Integralen bildet. Hierdurch wird die Frage tiber
die allgemeine Form der eindeutigen Integrale einer homogenen linearen
Differentialgleichung mit doppeltperiodischen Coefficienten auf die ent-
sprechende einfachere Untersuchung der Integrale einer solchen Differen-
tialgleichung zuriickgefithrt, deren saimmtliche Integrale eindeutig sind und
zur selben Gruppe gehoren. Eine Differentialgleichung dieser letzteren
Art werde ich kurzweg

P, =o0

bezeichnen, wobei j die Ordnungszahl bedeutet.

2. Es sel m eine gewisse positive ganze Zahl. Von jeder Differen-
tialgleichung §,_, = o setze ich nun folgende Eigenschaft voraus, welche
bekanntlich jeder Differentialgleichung §, = o zukommt, namlich dass sie
ein Fundamentalsystem von Integralen von der Form

y, = ¢(®), |
Yo = Sﬁ(x)[Aﬂ,l + A0 (®) oo+ AP a() g, (2)]

n=2,3,...,8—1)

hat, wo ¢(z) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattung, ¢, .(z),
@u3(®) 5 ..., @un(x) solche Functionen erster Gattung und 4,, ganze al-

. . g, . .
gebraische Functionen (p— v)** Grades von 2 und ;(x——wo) sind, wobei

x, eine beliebig gewihlte constante Grosse bedeutet, welche keinen Ein-
fluss auf die Function ¢(x) hat, dagegen aber gewdhnlich als Unendlich-
keitsstelle der Functionen ¢, ,(x) auftritt. Ausserdem nehme ich von den
Functionen 4,,, welche ich unter Benutzung der kiirzeren Bezeichnung

’

Sb = —g(x_xo)
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als Functionen zweier unabhiangigen Variabelen x und ¢ betrachte, an,
erstens dass sie kein von den Ver#nderlichen unabhangiges Glied ent-
halten und zweitens dass es moglich ist gewisse Constanten

a

PV T

und b;:.,v,r (1=1,2,...,p~)

aufzustellen, welche die Bedingungen
—4d,, = al'l.,v,lA#,v+l + a/z,v,'zA//.,vH + ...+ a/t,v,#—v—lAﬂ,#*l + Qv p—vs

a_¢Ap,v == b,u,v,lA,u,u+1 + b/L,‘J,QA/J,,!I+2 + e + b,u,u,j;—uﬁl A,u,p.——l + b,u,y,,u-—v
fir jeden Werth der Verinderlichen geniigen.

Auch diese Eigenschaft kommt jeder Gleichung 9, = o zu.

Auf diesen Voraussetzungen fussend werde ich im Folgenden be-
weisen dass auch jede Ditferentialgleichung »** Ordnung $, = o und
somit Uberhaupt jede Gleichung der betreffenden Art P, = o die ge-
nannten Eigenschaften besitzt.

3. Durch eine Substitution y = y]fud.r kann die Gleichung ,=o
immer in eine Differentialgleichung n — 1** Ordnung, die auch von der
mit P; = o bezeichneten Art ist, iibergefithrt werden, weil es immer eine
doppeltperiodische Function zweiter Gattung y, giebt, welche P, = o
integrirt. Die so erhaltene Differentialgleichung, die ich $, = o be-
zeichnen werde, hat der Annahme nach ein Fundamentalsystem von Inte-
gralen w, , u,,...,%,_; von der Form

U, = 99(])(30),
U, = 9’(1)(“7)[/1;3,)1 + A.r(tx,)‘z?,ft‘,):' () + ... -+ Af:l,frwl?f:,),u—l(*”) + gn(®)],

(1=2,3,..,8—1)

wo aber nicht nur ¢0.(2), ¢0%(2z), ..., ¢ (z) sondern auch ¢V (z)
doppeltperiodische Functionen erster Gattung sind.
Die hier vorkommenden Functionen

A=ty p=p—y—1

4=F F O0P o=

A=0 P
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wo C{;” = o ist, haben laut der Voraussetzung die Eigenschaft

T=p-—v—1

?

o400 (1) m (O]

9z A,u v T 1§1 ap,u,rA/L,v+7 + a,u,y,/;——v)
T=p—~v—1

LI A I

39,) wy T =1 [T e TR E s + ",y

Um nun die Integration der Functionen w,,u,, ..., %, , zu bewerkstelli-
gen, fuhre ich statt der doppeltperiodischen Functionen ¢ (%), ¢ih(2), ...,
PP 1 n1{z) andere elliptische Functionen ein, die ich @9 (z), @f%(x), ...,
&P, ,_,(z) nennen werde. Vor dem ist es aber nothig folgende Vorbe-
merkungen zu machen.

Jede elliptische Function @(z) kann als Summe zweier solchen Funec-
tionen G(z) und H(x) betrachtet werden, von denen die erstere die Eigen-
schaft hat, dass ihr Integral eine eindeutige Function ist, und die letatere
nur Unendlichkeitsstellen erster Ordnung hat. Diese Functionen bestimme

ich so, dass wenn
0(z) =C+Y %@ —&) + ZCpw—&) + ..

ist, so wird

H(z) =Y 09" (v —&,)
sein. Hierdurch ergiebt sich

[G(2)de = C.x + K.¢$ + F(a),
WO

E=_—%c,

und F(z) eine elliptische Function ist.
In analoger Weise werde ich die neuen Functionen @ () als Sum-
men von je zwei Functionen

o0 (x) = G (=) + H,)\ (=)
und ‘

\
S (@)dw = Cx + KDB¢ + F\(2)

schreiben konnen.
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Unter Zugrundelegung dieser beiden Gleichungen stelle ich zur Be-
stimmung der einzufithrenden elliptischen Functionen @3, (z) die Recur-
sionsformel

T=y—1

HORTLOF O TR AR I
(o4 iy
auf. Die hier vorkommende noch unbestimmte Function F{’ (x) ergibt
sich durch die Gleichung

(Dﬁll,)l(x) S ;:‘”(m). (e=1,2,...,0—1)

Durch Einfuhrung dieser Functionen wird nun

y=p y= ;v—l

u, EAU) oD () 4 ZA,(L‘)V 2 f‘g-(w) (p=1,2,...,9—1)

wo ich der Kurze wegen

A;‘ls)}‘ = I’
wne(#) = [0 + Wk, @ (@ — x,)] FD ()

geschrieben habe.

4. Durch theilweise Integration erhalte ich
f Am GO (2)ds = A(‘) [()(1) K,(},)vﬂl’ + FO ()]

T=p
— f €Oz + K‘"gb)c—l(%A;‘),dx~ f > ADLD (x)dz

und da
p=p—v+1
f(C(l) Km Sb) A(l) dr — z P 0(1) cgz;,:)l
l=,u—u+l2 I =p—~ p—v—2+1 I

_ (1 s A 1 , _ ) , A

+ Y SRR+ 2 (o;),cge,,z, AL R e ;3,,)¢ 2
A=2 A=1
f R dx,

A=p—v p=p—v—1i

N __ 1 » (1) Af A
-R,sz,)v — Z z (q;,) c()f:;) A( )let ?P“H)Sb . {Eo,
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ergibt sich
JADGD(x)dw = BY, + AD,FS(2) + [RY,de

T=p
— /dm 2 Af})f,f” (z),

p=p—y+1 A=p— u+l p=pu—v—i+1

I
BY, = Z ‘00‘”0(”’ 2 4 Z ot Z R$,m0 27,
p=0

p=2
und

v=p—1 v=pg—1 y=p—1

3 ADGN(2)de = T [BY, + AOFD(2)] + | dv X BY

2,V
ye1 s

A=/——

— | dx ZAZ‘)V 2 [, o(%)-
Zufolge dieser GIeichung erhalt man bei der Integration der Func-
tionen w, , #,, ..., %, , das Resultat

Y= y=pn—1 V=

v=p
Jude = ZBY + ZADEO(2)+ | de T RO + | dr ZADHY) ()
V= y= y=1

197

(v=1,2,.,0—1,

wo
BY, = 0,0 + KO, ¢

o
zu setzen ist.

Die in dieser Formel noch zu integrirenden Functionen ZRf}), und
XAD O (x) werden, wie sich aus den unmittelbar bevorstehenden Un-
tersuchungen ergeben wird, durch die Anforderung, dass die Integrale
der Functionen wu,,w

schwinden.

s - %, eindeutig sein miussen, identisch ver-

5. Dieser Anforderung kann nur dadurch Geniuige geleistet werden
dass die Function 240, H(,(x) in der Umgebung jeder dem Werthe z,
incongruenten Stelle den Character ciner ganzen Function hat,

Es sei
5
H,ﬁ‘)y(x) == E a;f)u__ — 50) _;(fﬁ - %)Zpaff,)u v=1,20,)

Acta mathemation. 15, Imprimé le 4 aotit 1891, 34
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so muss also die Gleichung

) AD ) 4D ( ) » —
a;ﬁlAu,] + a;{:? 2 + s + a,u’:),'L—lA‘u,ﬂ——l + a/ﬁp. =0

erfullt werden, wenn fir 2 ein beliebiger dem Werthe &, congruenter
Werth substituirt wird. Hieraus ergiebt sich aber dass diese Gleichung
in Beziehung auf ¢ und x eine Identitit sein muss, denn eine ganze al-

. . ' . . .
gebraische Function von z und —(r — 7,) kann nicht ohne identisch zu
- g
verschwinden fiir simmtliche Werthe des Argumentes z, welche einem
gewissen Werthe congruent sind, Null werden.’

! Jede solche Funection

A=m p=m—2

/

z Z ?l,p(g (x — mo))zwp

2=0 p=0

geht nimlich durch dié Substitution z = £ 4+ 2vw + 2V  in eine ganze algebraische

’

b ae o . . 3 ’
Function von 2y iitber, deren Cocfficienten ganze algebraische Functionen von w +u—w

’

v o, . r . . . . v
und 7 4+ — 7 sind.  Von diesen hat speziell der Coefficient der hichsten Potenz von 2v
v

das Aussehen
A=wut

\ A

m

’

v o,

}\i\ v , A Y , m—Q Y /\ m Y] + ; 7
Y Aoy + —7) (0+ ~w = o+ - w) Arm—a| —————
A=0 g Y g w + Yo
k=0 v /
Wenn pun die urspriingliche Function fiir jeden Werth @ = & 4+ 2vew + 2V, wo
v und v beliebige ganzzahlige Werthe haben, Null wird, miissen simmtliche Coefficienten

.

L . . - " v . .
der letzteren Function fiir jeden rationalen Werth der Grosse — verschwinden. Hieraus
y

folgt, da der Bruch

v,
+ =
7 v 7 /] T I
v o, e 2o v
o+ —w 0w + - o
y 1%

ist und also fiir verschiedene Werthe der Grisse — verschiedene Werthe annimmt, dass
v

in der urspriinglichen Funetion simmtliche Glieder von der Dimension m fehlen, und so
ergiebt sich schliesslich dass diese Function identisch Null ist.
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Wiren nun die Functionen A{" , 4%, ..., AD | sammtlich von ver-

schiedener Ordnung musste jeder Coefficient a“’) Null sein und somit jede

Ty ¥

Function H),(x) identisch verschwinden. Sind aber nicht alle A{), von
verschiedener Ordnung und giebt es unter den Coefficienten «”, solche,
die nicht Null sind, so kann man wie aus der folgenden Ausemander_-

setzung hervorgeht immer die Summe 2 AP, HY,(x) gleich einer anderen

oy v
>4,,H,,(x)

setzen, in der die elliptischen Functionen #,,(z) dieselbe Form wie
HY,(z) haben miissen, die ganzen algebraischen Functionen von ¢ und
4, , aber sammtlich von verschiedener Ordnung sind, was das identische
Verschwinden der Functionen H,,(z) und somit auch der betreffenden
Summe zur Folge hat.

Ich nenne oY) diejenige unter den nicht verschwindenden Grissen
af),, welche den kleinsten zweiten Zeiger hat und nehme an dass es r + 1
Functionen AL, 49y, ..., AV, von derselben Ordnung m, giebt.

Nun bilde ich die elliptischen Functionen

T — HW. a,i k+' (1)
H, k+,(06) , HD () — a0 () (@=1,2, 0 18
Oy, ke
und erhalte, da
T=p—k (p)
A0 — Qo x4t (1)
8 (p)k 1 k+72
=1 Y]
die Gleichung
v: V= k——l

v
S ADHY () = T ADHD(c) + 3 ADHD(x)

Durch Einfﬁhrung dieser Functionen habe ich also einen Ausdruck ge-
funden, welcher statt + -+ 1 nur » Functionen A4, von der Ordnung m,
enthalt. ‘

6. Damit f u,dz eindeutig sei ist es nunmehr ndthig und hin-

reichend dass in der fiir die Umgebung der Unendlichkeitsstelle z, 4 2@
geltenden Reihenentwicklung der Function 2R

v

M, _,.(z—z,—2&8)“P+...+ M.(xt—x,—208)" + M, +.

3

der Coefficient ‘Ml/,/Null ist welche Periode 2@ auch sein mag.
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Der Kiirze wegen schreibe ich

y=g--1 A= p—1

»,Z_: Rj(Ll)) = El S‘,)l‘!/l(x)’

p=p—i-—1

gl(m): EU 72,0%"5

y=p—2t—p

— ) (9) 1) ()
Tip = Z: (c]l 2Ci,p K O 1,p+1>

sowiec die fiur die Umgebung der Stelle », geltende Reihenentwickelung
der 2" Potenz der Function ¢@ unter der Form
T=l—1

- _2_:0 hyoo(®—2) 47 4+ Gl — ),

wo G(x — x,) nur positive Potenzen decs Argumentes enthalt, und der
erste Coefficient 7, , den Werth (— 1)* hat. In der Umgebung der Stelle
z, + 2& bestehen alsdann die Entwickelungen

T=A

z=2 A
_AS‘(x —x, — 2w) Z 1 ,L—__—/—h/,/v (— 2+ G(r— z,— 2d),
=7 1L =,
k=p—2—1 p=p-—2—1 ‘/)
.9/(‘70): Z (CU — Ly — Q‘T’)k z ‘]blp‘_ A Thp ( o + Z‘T’)p—k
k=0 o=k JR JLA—

und somit wird M, cinc ganze algebraische Function von z; 4- 2@ und 27.
Anstatt diese Functionen vollstandig aufzustellen suche ich nur die Glieder
derselben auf, welche in Beziehung auf diese Grossen von der hochsten
Dimension sind. Das Produkt ¢%.g,(x) enthalt nur cin solches Glied,
nimlich das, welches den Werthen =1, y=1, k=0 und p=p—2A—1
entspricht, folglich ist die Summe der betreffenden Glieder der Function
M, gleich

h=rn—1

—_— )gl A'rl,,u—)..q(— 277))‘—] (zlfo -+ 2(7))”—1—1.

Die obige Bedingung dass M, fur jede Periode 2@ gleich Null sein mnuss
kann nur in der Art crfullt werden, dass M, identisch verschwindet (s.
§ 5). Es ist also

Tyu—a—1 = O (A=1,2,..,5=1)



Uber lineare homogene Differentialgleichungen mit doppeltperiodischen Coefficienten. 269

d. h. in der Function 2 R{, fehlen die Glieder der hochsten Dimension
ganzlich. Hieraus folgt aber dass jeder Coefficient dieser Function

—_— A=1,2,..,p-1
) 71,0 = O G=or i)
1st.

7.  Es ist also nun
v=p v=p
s = 3B, + 3 AR (2)

und somit erhalten wir ein Fundamentalsystem von Integralen der Glei-
chung P, = o, welche die Form

Y = ¢ (@), |
Yo = (@) Ap1 + 4y20,2(®) + oo+ Apu1 001 (8) + 2, (2)]

(1=2,3,...,n)
haben, wo ¢(x) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattung, ¢, .(2),
¢52(€) 5 .o vy @un(®) solche erster Gattung und die Coefficienten 4, , ganze

. . d .
algebraische Functionen (u— p)* Grades von z und — (z — x,) sind,
g

wenn wir
y=p—1
— (1)
A[L,l - v2=:1 r—1,v?
AW
A[L,V — A,u—l,v——l’ v=2,3,.., 1)
1
5pﬂ,v(x) = F/(w)l,v—l(x) ¢=2,3, ..., 1)
schreiben,
Vergleicht man die Ausdriicke 4, BY, und R, findet man dass
1)
°B.) _
Y () A 1
or - C/LIVA/J-rV - R}":V’
M
3By _ g 4o
asb vy

wenn z und ¢ als von einander unabhingig betrachtet werden; hieraus
folgt, da 2R, = o ist,

3 Y=g y=ft
—_ M __ 1) 40
oL y=zl B/L:V - yg:l OI(L»"AI-L)"’

y=p

&
- () 10 4D
asb y___le/‘;V - V=EII{/(‘:“A!‘1V.
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Die Functionen A, , haben also wie die Functionen A, die Eigenschaft

3141l v
2z = a/t,v IA/L v41 + a v 2 ;,L,v+2 + + 1, v, p—v—1 Au,,u.—l + a, sV =V
24
my
3¢ - bﬂv 14%p,v+1 + b#, v,2 u,v+2 + ct + b,u,v,#—v-lA#.#-l + bﬂ.v,.u—v’
n=2,3,..,n
v=1,2, .., p—1
und zwar ist hier
—_ 13} — (§)]
a;.t,l,r — Ye—1,19 b/;.,l, n—1,79 =1,2,...,p—1)
—— D (1) v=2,8,.., 21
Ay e = aIL—] v--1,79 b,u,?, b —~Lv-1,7* (;=1,?x~~~:;i’l‘

8. Wie aus der Differentialgleichung P, = o eine andere $’, =o
abgeleitet wurde, kann man von der Gleichung B, = o ausgehend ein
System von Differentialgleichungen von der mit $, = o bezeichneten Art

$” =0, - iBfl]ll == 0, : g:lg = O, s e ey ?B(ln—l) = QO

aufstellen, worin ", = o durch die Substitution von ¢*~V(x) f ydr statt
der abhangig Verinderlichen y aus der Gleichung P¢7), = o abgeleitet
worden ist, wenn ¢* V(z) ein doppeltperiodisches Integral letzterer Glei-
chung darstellt.
Aus der vorhergehenden Untersuchung folgt dass jede Gleichung
¢’ = o ein Fundamentalsystem von der im § 2 angegebenen Form

% = ¢(@),
Yo = ¢V @4 + A0 () + o+ A gl (9) + ¢ (2)]

1=2,3,...,n—A)

besitzt, und zwar ist hier ¢®(z) eine doppeltperiodische Function erster
Gattung. Mit Hilfe der in den Gleichungen

T=p—y =p—y

G
— AN (2) ] AN (1) w
ox A/L,V — El a/:,/, T A;A,V*}-T I A‘/l, z b/L T A'/l. v+ 7T

T=

vorkommenden Grossen af, . und U, . baue ich nun wie in § 3 die ellip-

', v, T
tischen Functionen @9, (x) mittels der Recursionsformel

T=y—1

o0,(2) = ¢P(@).¢P(0)— T (6D .+ plo —z)]F(@) (hdor
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auf, indem ich
(1) = ()

0(2) = G, (x) + HO(x)
und

[@A()dw = COw + KD + F(2)
schreibe. Es ergiebt sich sodann aus den Formeln des § 7

Gl (#) = F2, ()

und
e D) ( [ X0 7(v)
a’ﬂ,v,? - a/l.-—/l,v—-—)., qulu T b/L, v, T b‘fl-)—) v—ht T Ilpv % 4
sowie
J— (2) (-1
'All, A/J.—l v—A T A/r—v+] .
Weil
(l) () — A —
W) = ) (2) = ... = &2,,(z) = ¢¥(x)
und also
A . OB (A 7(2) ) »
01,1—(/2,1“-- O —A19 K§1~K2)1~—. K —1,19
() — W — A
Fl,l(x)__F‘z,l(x)'__ F,(z)m( )

erhilt man einerseits

3 —_ — W T2 — 3™
af&—{)-] v,1 = au+9 v,1 7 e T aﬂ~}.,y,1 L] bv-H ¥, 17 by+‘z v, 1T e = bn—k,v,l
und andererseits
0 D _ o
ohr(r) = ¢ih(z) = = ¢4)a2()
far 2=o0,1,...,n— 2, wobei man unter o, ., 3 . und ¢, () die

Grossen a,,.,0,,. und ¢, () zu verstehen hat. Wir konnen also
schreiben :
(X — D (3 — N
a )vl - av L b/t,ll,l - Z/)14,17

e (2) = ¢(x).

Ich setze nun voraus dass wenn der Zeiger p kleiner als die ganze
Zahl r ist, so finden die Gleichungen

» W
a”‘ 1Y) P a”)f’ ’

Cprr(2) = gih (@)

A A
W, = B

v,07
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statt. Da der letzten Gleichung auch die Form

) — O — — D
Fp-p(x) — Fp+1.p(x) T T "—l,p(x)
gegeben werden kann, und
T=r—1
) e Q@ i A )
w#,f(x) - 5‘,;( (@) ‘ ¢,’L.)"(‘/'U) - g [af(il,)f,r—r + ]};1/,)7, r—r‘a(m - :rg)]F;(xl,)r——(x)?
so ergiebt diese Voraussetzung
2 . A
W(2) = O (2) = ... = O, (),
und also auch
Ay A) — . ;. (L) (2 I - 7(2
Cf‘,r - C'a(r'+1,r et 7T Cfl/—)-)\,r’ I‘fl,)r - 1("—3-1,1' T T A;—)-).,r)
A A A
FO(x) = B, (2) = ... = F, (a)
Hieraus erhiilt man aber
o) D _ G A T . 0
av+r,v,r - av+r+1,v,f‘ I a(nl).,v,rﬁ by-lr,'/,r - bs-})—r-fl,v,r I bgzl).,v,r’

?ﬁl,rﬂ(‘c) = 9"&2,%1(“«') e = ?gﬁl,wl(x))

d. h. es bestehen die obigen drei Gleichungen auch wenn p = r ist und
somit im Allgemeinen.

9. Zusammengefasst ergeben die bisher gefundenen Resultate den Satz:

Die zu derselben Gruppe gehirenden eindeutigen FElemente eines Funda-
mentalsystems wvon Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung
mit doppeltperiodischen Coefficienten haben die Form

Y, = ¢(2),

Yy == ¢(7)[4sy + ¢:(x));

Y, = ¢(z)[ds, + As.¢0.(2) + ¢(2)],

¥, = ¢(@)[de) + Ay ,02(2) + Agaga(2) + ¢u(2))s

ym = ?(“’>[Am,l + Am,??‘)(m) + Am,3¢3((l‘) + -Am,4¢4(x) + ¢
« . + Am,m—l s:m——l(x) + S’Cm(x>]’
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1) ¢(x) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattung bedeutet,

2) ¢ (x), ¢,(2) s ..., ou(x) doppeltperiodische Functionen erster Gattung
sind, und

3) die Grossen A,, ganze algebraische Functionen von x und ;: (x—2,)

von hdchstens (pu— )™ Grade darstellen, wobei die Constante
beliebig gewdhlt werden kann, und haben diese Functionen die

, g . .
FEigenschaft, dass wenn — (x — z,) als eine von x unabhingige

Verdnderliche ¢ betrachtet wird, so giebt es m(m— 1) Constanten

Ayis Qyos cevy Ay oy @y s bl,l ’ Z’l,l Yoy bl,m—? ’ bl,m—n
Ao 1y ooy «vey Oy o b2,1 ’ b2,2 y ooy b?,m—?)
Bp—1,13 bm—l,l ’

welche die m(m — 1) Gleichungen des Systems

G
@Aﬂ,v = au,l Ap.,v+1 + uu,2A/A,v+2 + e + au,,u—v-—l A‘/L,/l—l + av,y——v’

2
Q_&A;L,v = bv,l A]L,V+1 + bv,‘ZA}L,v+2 + e + b-)“u.~v—-1Ap,p.—1 + bv, p—y )

(,u:‘z, 3., m
. - s 03 Y V=l,2,...,;1—1
wn Identitdten <iberfiihren.

10. Die in dieser Gruppe auftretenden m_(qu_“_l) Function 4,,

werden durch die (§ 9, 3) genannten m(m — 1) constanten Grdssen ein-
deutig bestimmt.

Zu diesem Zwecke bezeichne ich mit s,, , die Summe simmtlicher
Glieder der Function 4,,, welche in Bezichung auf z und ¢ von p'*
Dimension sind, und mit s, , die Summe der entsprechender Glieder der

Function 4%,. Es wird also

A;L,v == S/z,v,l + S[I.,V,Z + R + S/I.,V,/L—V’

Q) ___ D (A (2)
Au,v == Su1 + Sﬂ.v,‘l e + s#»”:/l—”'

Acta mathematica, 15, Imprimé le 21 aofit 1891, 35
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Durch Einfuhrung dieser Bezeichnung erhdlt der in § 4 definirte
Ausdruck B, das Aussehen

P ()
(O Y] 1 ¥y 0

B = (Che + KR g) Y Bt
=1 r+

A=p—v p=p—v—A41

IA wp
¢n.a <C(1) (1.3 £ 31Q) ()
G2 Lom o L R
myv-ry p—1 ny - r—1,0
1 p=1 A + /7 1

]
®

!

a~
]

und somit wird unter Benutzung der in § 6 aufgestellten Coefficienten r, ,

E=p—1 k=n-—-1 p=n-—k Q(}) l=n—1 p=p—i r
» Sk N 2y p—1 A n
¥ BY, == 3> (C(" r 4 KO ) Z ke Z L 2071 hE g
= "k ~ mk 1,k ([) .
=1 k=1 ~ + 1 = = A4+p

Da aber nach demselben § 6 diese Coefficienten Null sind verschwindet
auf der rechten Seite die letztere Sminme, und man erhilt unter Beachtung
der Formeln der §§ 7 und 8

p=p—2 I k=p—p~—1
Ay = 1 2 (0 DS, @ Dy ¢
peecll + k=1
denn aus 4,, = AP, , folgt s, , =s",,, .

Aus der letzten Gleichung und der Formel 4,, = A7)}, ergiebt
sich nun

p=p—v—1 k=p—v—p

4, = Py

p=1 k=1

(a‘v,l:x + bu, l'S'/,)'qﬂ,v—H",p + au,,u—vx + bv, {4-—y¢5

und es ist also

g
s,u,v,l = av,;l-—yx - bv,ﬂ—-v ;(,I; - mo)?

k=p—y-—p+1

b2
Suv,p = S Gt — ’v,k;(m — ) | Stk o1
k=1 ¢
k=p—v—p+1 1
= _3u+l',v,l S}z,v-}k,p—l‘ 0=2,% ..., = v)
k=1

11. Als Beispiel wahle ich die Diiferentinlg]eichung dritter Ordnung

d* i
® i — 30+ 6p(2)] 55— [b + 6¢/(2)]y = o.
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Sie gehort zu der Classe von Gleichungen, welche keine scheinbar
singularen Stellen besitzen, und deren allgemeines Integral eindeutig ist
und nur eine Unendlichkeitsstelle # = 2@ von hdchstens zweifer Ordnung
im Periodenparallelogramme haben kann. Diese Classe enthilt nur vier
Gleichungen dritter Ordnung, den vier Gruppen von Wurzeln der deter-
minirenden Gleichung —2,2,3; —2,1,4;-—2,0,5und —2,—1,6
entsprechend, und unter ihnen ist die obenstehende die der ersten dieser
Wurzelgruppen entsprechende.

Diese Gleichung hat das doppeltperiodische Integral

d(zy) | o'(x)
0'(&3 — wl)a(‘/’v - ZC2) e(a(x‘,)+ a(:r:) z

o(®,) 0 (x,)0%(w) ’

y =]
wo %, und z, durch die Gleichungen

p(z) + p(2,) = a,
() + ¢'(w,) = b

bestimmt werden. Schreiben wir

wird & eine Wurzel der Gleichung

€ — 208 4 (a’ — 6adb’)€ 4 b* — 2b%(a® — g, — 29,) = O,

wo
. 2
a =g, — 36"

Da es sich hier nur um die analytische Form der zur selben Gruppe
gehorenden Integrale handelt, werde ich keine anderen Fille untersuchen
als die, in welchen sammtliche Integrale eine einzige Gruppe bilden.
Damit dieses stattfindet ist es nothig und gentigend dass die letztere
Gleichung nur eine Wurzel hat, d. h. dass die Constanten a¢ und & den
Bedingungen

18ab* 4 a* = o,

b<81614 — 18¢,0° + 24g3a——§g§> = 0
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geniigen. Die beiden Fille: 6 = o und 0 <= o konnen gleichzeitig be-

handelt werden.
Das einzige doppeltperiodische Integral y, hat die oben angegebene

Form, wo #, und z, durch die Gleichungen

a [/4

53(1’31):;‘}' 2, plz) =5—Ve

@'(@) + ¢'(z,) = b

eindeutig bestimmt sind. Seine Multiplicatoren sind dritte Wurzeln der
Einheit, es bestehen also die Relationen

r, + x, = 3 2 v + Vo), o) + @) g vy +v'7),

o(z) * a(z,)

wo y und v’ gewisse ganze Zahlen sind.
Die Gleichung

d*z (a(w )

dz,) | de—w)  da—v) d&) dz
d—m“ + 3 0’( 1 + + - )

o(z,)  ox—=z) " o@—=,) o(x)/de

+3[2a+ b <a’(w1)_a'(wg) + dz—w) de— >+453(w)}%‘ —o,

@(z) —p(z)\a(z,) o(z,) ' oz—= ) a(x —

4+ =

welche durch die Substitution y = y, f zdz erhalten wird, hat das doppelt-
periodische Integral

5= (ot pla))pe—an) + (Go+p()pl — o) + 2 — 302

und geht durch die Substitution

2= z,fud:v
in
du a(x,) a(a:,) de+ =z +2,), doe—=z) do—=z)
dz < a(.v)+ a(mg)_2a(w+zl+w2)+a(x~z‘)+ (w—m)) =0
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itber. Diese Gleichung hat das Integral

u, = @z + 2, +2,) + B _ 3,

12a 4

In der allgemeinen Form des Fundamentalsystems von Integralen

der Gleichung (I)

| Y, = 50(‘”)’
Y, = 50(5”)[112,} + ¢(2)],
Yy = 0(€)[ds1 + 4u202(2) + ¢5(2)]

treten also folgende Functionen auf, wenn wir der Einfachheit wegen die
beliebige Grosse z, gleich — (z, 4 x,) feststellen,

o'(2y) | o'(2p)
50(95) A z,)o(w — ;) e(a(zl)+a(zz))x’

o(2,)a(,)a"(x)

ezt +2,) 3 @ —a,) 3 oz — =)
pu(e) = 40Tt B kB (3 pe)) T (Bat (o) SO

¢y() = 20p(x + @, + 3,),

N dEt e )
A2’1——(3 3@)56 4a‘7(m+wx+wz)’

1
Ay = o M3, + Co + 02%2;

= (go(xQ)—-g)go'(le + x,) + (ia ——91“’—)02,

12¢

3 a2z, + z,) 3 d(z, + 22,)
6 = (ato) ot + (ot P (@) o T 2y
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In dem speziellen Falle, dass b =0 und also auch a = o ist, gehen
diese Functionen, weil #, = — z, wird, in folgende cinfachere uber:

_dzta) , drz—a2) o(x)
¢ )_a(m+71_) a(a:——xl)_z—ﬂ‘(—wj’
503(.7?) = g‘)(x)’

A2’1 - Cm;—l— 25’—((‘;)2,

1
Aa,l = ;Ag,u

1
443,2 == 5A2’1.



