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>SUR UN PROBLEME DE REPRESENTATION CONFORME
PAR

GUSTAV CASSEL

4 STOCKHOLM.

Les auteurs qui se sont occupés du probléme de la représentation
conforme d’une aire plane sur lintérieur d’un cercle n'ont jusqu’ici, que
je sache, traité que des cas ou l'aire considérée est limitée par un nombre
fini d’arcs réguliers de lignes analytiques. Cette circonstance donnera
peut-étre quelque intérét aux pages suivantes ou je m’occuperai de la
représentation conforme d’une aire dont le contour est formé par une
infinité d’arcs de cercle. '

- Dans une note intitulée Ein Beitrag zu Poincaré’s Theorie der Fuchs-
schen Functionen," M. H. WEBER a traité le probléme d’exprimer par des
fonctions uniformes d'une variable auxiliaire deux variables remplissant
une équation algébrique de forme hyperelliptique. A cet effet il com-
mence par résoudre le probléme de représenter conformément sur un
demi-plan une aire U définie de la maniére suivante. Imaginons une
aire U, limitée par un hombre fini de circonférences ayant leurs centres
sur l'axe réel et ne possédant pas de points commung. Soit U l'en-
semble des points de U,, dont la deuxiéme coordonnée est positive.

Il est facile d’étendre I'étude de M. WEBER au cas ont les circon-
férences données sont en nombre infini, du moins sous une supposition
que nous allons préciser tout a l’heure.

! Nachrichten d. Ges. d. W. zu Géttingen, 1886.
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Nous pouvons représenter les divers cercles par les symboles C,,
parcourant toute la série des nombres entiers positifs.

Soit ¢, le centre du cercle C, et soient a,, b, les deux points o
ce cercle coupe 'axe réel; soit &, > a,. Désignons par C,,,, et par C,_,,
les cercles voisins du cercle C,, 4 droite et & gauche. Désignons de plus
par a,., et b, respectivement par a, ,, et &, ,, les deux points ou
les cercles C,., et C,_; coupent I'axe réel. Si aucun cercle ne se
trouve le plus prochain du cercle C, du cdté positif nous conviendrons
de désigner par a,,, le point le plus prochain situé de ce cété qui est
pour les cercles un point limite. Il n'y aura pas lieu de considérer le
symbole b,, dans ce cas. Nous ferons des conventions analogues a sujet
des symboles a,_,, et b,_,, de maniére que si aucun cercle n’est le plus
prochain du cercle C, du cété négatif, le symbole b,_,, désignera le point
limite le plus prochain, tandis que a,_,, n'aura aucun sens. Dans le
cas ou il existe deux cercles entre lesquels se trouvent tous les autres,
nous convenons de considérer ces deux cercles comme voisins.

Nous pouvons supposer, sans que cela implique de restriction & la
généralité, que toutes les circonférences données se trouvent dans un do-
maine fini. En effet il est toujours possible de satisfaire & cette condi-
tion par un changement linéaire de variable.

Supposons enfin que le rapport anharmonique

by — by @p4n —

bu—1y — ap  Buyry — by

ait une limite supérieure finie quand u parcourt la série de tous les
nombres entiers positifs.

Nous nous proposons de trouver la représentation conforme du domaine
U sur la moitié d'un plan.

Pour résoudre ce probléme, nous n’aurons qu'a suivre une voie tout
& fait analogue & celle qu'a adoptée M. PERAGMEN pour exposer les ré-
sultats de M. WEBER, dans un cours professé & l'université de Stockholm
en 1889. J’ai présenté cette solution & la Conférence de mathématiques
de la méme université, ou elle donna lieu & une discussion a laquelle
je dois certaines simplifications de détails.

Voici comment on peut opérer:
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Faisons correspondre & chacun des cercles C, une substitution liné-
aire 4,(u) résultant de deux inversions successives par rapport au cercle
C, et & Vaxe réel.’

Désignons par U, le domaine transformé du domaine U, par la
substitution linéaire 4,(u). Ce domaine se trouve tout entier a l'inté-
rieur de C,. ‘

Solent af, ¢, b les points transformés de a,, ¢;, b, & l'aide de la
substitution 4,(u). J'emploie pour les substitutions d’ordre supérieur la

notation suivante:
A#(Av u) = Av,u (“)’
A4,(4,u) = 4,,(u),

et ainsi de suite. Par, la substitution 4,, les points a,, ¢, b, se trans-

forment donc respectivement en les points af*, ¢, b, et ainsi de suite.
Je désignerai par

U,

YoV

le domaine transformé de U, par la substitution

4

Yyt

On a

A4,.(u) =u,

de maniére que la substitution inverse de A4,(u) est la substitution 4,(u)
elle-méme, Par conséquent, I'inverse de la substitution

Av,...vk(%)
est la substitution
‘A'Vk...v,(u)'
Etudions maintenant le produit
<‘*‘—%‘ Jk) 1 -|- b Vk_“;' B —

ot g doit parcourir toute la série des nombres entiers & partir de
l'unité, et lindice ...y, toutes les combinaisons et les arrangements

' Voir: PoINCARE, Mémoire sur les groupes kleindens. Acta mathematica,
T. 3, p. 51. .
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d’entiers positifs, & l'exception de ceux ou deux nombres égaux se
suivent et de ceux dont le premier nombre est égal a p.

Si nous envisageons un domaine qui n’est pas coupé par une in-
finité des cercles C, ou leurs transformés par les substitutions 4, ,,, nous
savons qu'il ne se trouve dans ce domaine qu'un nombre fini des points a,
et b,, dans lesquels I'un des facteurs de notre produit est nul ou infini.

Si nous laissons de coté ces facteurs, le produit converge d’une ma-
niere absolue et uniforme dans tout lc domaine considéré, pourvu que
la série

zl b;,_‘”‘ — a;:...w:

soit convergente.

Cest en effet ce qui a lieu dans tous les cas ou nos conditions sont
remplies.

Il est clair que deux quelconques des domaines U, , n’ont jamais
de parties communes. Donc, la somme des parties de l'axe réel qui se
trouvent dans l'un quelconque des domaines U, ,, a l'exception du do-
maine U, est nécessairement plus petite que la somme des diametres
des cercles C, originairement données. En vertu de ce que nous avons

supposé, cette somme est finie.

Par conséquent, si nous désignons par D, , la somme des parties
de l'axe réel intérieures a U, la. serie

2D,

Vi

VY

est convergente. Le signe (‘) prés du symbole de sommation signifiera
que le D qui correspond au domaine U, est supprimé.

Le domaine U, ,, est comme nous I'avons vu le transformé de U,
par la substitution 4, . Ecrivons cette substitution linéaire sous la forme

m
W = —.
P+ w—q
Par la substitution 4, , w se transforme en u. Si nous attribuons a
#' la valeur co, w prendra la valeur ¢. Donc, ¢ est intérieur au cercle

C,. Dailleurs ¢ est réel comme il est aisé de s'en assurer.

Désignons, pour abréger, par

’

r1r ’
aby, a3b,, .
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les transformés par la substitution 4, , des points

ab, , ab,,

Nous aurons:

+D, . :Z(“;Ml) — by)
n

ou s doit parcourir toute la série des nombres entiers positifs.
Drailleurs:
1

a, = p -+ —
+1 y!
MED Auc+y — 1

et

Donc

— b
+D, ., =m D -
L Loes¥k z ((I[L(+]) —_ g) b/L - 7)

Puisque ¢ est situé en dedans du cercle v, tous les termes de cette série
ont le méme signe.

Si T'on observe que

b, — a,)
bl _ a; — m( ¥y ¥
! (be - q)(q - al‘n),

on pourra éliminer m et l'on aura

(1 by, — 9) — ay) @11y — by
A) D=0 —a) [ p ¥ O] |

Dans Pexpression entre [] du deuxiéme membre de ’équation (A) chaque
terme est positif et différent de zéro.

Si nous considérons des substitutions différentes 4,  dont l'indice
commence par p, g prendra des valeurs différentes dans lintervalle
a,...b,. De plus, nous pouvons choisir & volonté l'indice y,. Je dis
que, quand nous envisageons toutes les combinaisons des substitutions
originairement données, la limite inférieure de l'expression entre [] est
différente de zéro. Lorsque nous n’avons en vue que cela, il nous suffira
d’étudier L'expression

f(g) — (b,,l - 9)(9 - au,) ay, — bv,(—l) Ly (4+1) — bl‘; l
bVl — ay, (q - be(—'l))(q - a"‘l) (q - b”lxq - a”l(+1))’
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qui est, en effet, dans tous les cas plus petite que I'expression qui se
trouve entre [] au second membre de 1'équation (A).
Posons, pour abréger

t, oy — b, = a,
bvl - av, = r7
a, — b, ) = f.

On voit que les quantités a,y, sont positives et que l'on aura:

ooy by —gq 7— %,
1a)= qu—bv,(—n. Aygan—q

Différentiant par rapport 4 ¢ nous aurons

e+ _A+r g
/l("/,<+1)—f_l) e (g — bu—)* ﬂ[

Pour les valeurs ¢ = a, et ¢ =3, f(g) prend la valeur 1, comme il est
aisé de s'en assurer. Donc f(g) prend la valeur o pour une valeur de
g entre b, et a,. Pour ¢ =@, on a

|_e
l

| -

f(q) = +2’ T}

~p
\
N

cest a dire négatif.
Au contraire, pour ¢ = b, on a

et
| =

\u--

A_|
RGN

ce qui est une valeur positive. Il résulte de 13 que f(g) prend une va-
leur minimum dans lintervalle a, ..., .

La valeur ¢ pour laquelle f(¢) prend cette valeur minimum est
donnée par 1'équation

Uy1y — ¢ \/(_; ve + 7
7= bun B VE+ 71

ou toutes les racines doivent étre prises dans le sens positif.
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Posons:
Ay (+1) —_—q = M/a-\/a + 7
q— by = AB.VB + 15
on aura:

Jo= Oty — bg(—l) e+t B +r :
Vava + r+VBVB+ 7  Vava+ 7+ VBVB + 1

et

1| Maya ¥ r—a WAVB +7—8 |
—_ - — . e s O
M= ers P aars
Il est facile de voir que cette expression a une limite inférieure diffé-

rente de zéro.
En effet on obtient aprés quelques reductions:

-\ 2
f<9)”V;—;,;\/l+l%:+l

Or nous avons supposé que

bu—1y — by LGy = g

bu—vy— ap 1y — by

reste toujours inférieur ‘4 une certaine quantité g. Donc on a

Bty _a
Y A
par conséquent
7 7
i <95 <9
et enfin:

On a donc l'inégalité:
’ ’ | S
lbv._—a"ll<<l +59 >'Dn.“w.-

d'ou il suit que la série

z“xz l b:1 - af’) I
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ou, ce qui est la méme chose, la série

Z‘bvl Ve v1 v

nkp

est convergente.
Or on sait que cela suffit pour conclure que le produit

(u 5 )
Vyes Vi
i \U b

est uniformément convergent dans tout domaine qui ne renferme pas une
infinité des points a}* et P ou de leurs points limites. Donc ce
produit représente une fonction analytique uniforme.

Nous avons formé le produit dont nous venons de démontrer la
convergence en faisant parcourir & g tous les entiers positifs. Considérons
maintenant les produits partiels formés par tous les facteurs de ce pro-
duit dont lindice p est égal & un nombre donné A, et désignons par
P,(u) ces produits partiels.

Nous aurons done:

Vyee vk

w — a;
(B) P,(u) = I I T
kA u — b
Voici maintenant comment il est possible de résoudre, a l'aide de cette

fonction P,(u), le probléme que nous nous sommes proposé.
Il est aisé de voir que

Vyourt ViR ViV
Ay (w) — ay=™ _u—ad ey —ay

.A.'u,(u) — b;',...w.» 2w — bl;.,...vk"l. _ b/, B3

Nous avons par conséquent:
P[4, (u)] = Py(c.). Py(u).

En effet, comme il est facile de s’en assurer, le point ¢, est toujours un
’ "
point régulier de la fonction P,(u).
Si nous remplacons encore une fois u. par 4,(u), nous aurons:

Pi(u) = Py(c,). P[4, ()] = [P, (c.)]"Pi(u),
d'ou
Pi(c) = + 1.
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Quand g différe de 2, Py(c,) est positif et par conséquent égal & I'unité.
Si, au contraire, p = A, un facteur de P,(c,) est négatif, tandis que tous
les autres sont positifs. Donc, dans ce cas P(c,) est négatif et a la va-
leur — 1. Dans tous les cas la fonction [P,(%)]® se trouve inaltérée
par toutes les substitutions 4, ,,.

De ce fait il est aisé de conclure que la fonction [P,(#)]* a une va-
leur réelle sur la circonférence de chaque cercle C,. En effet, les valeurs
qu'elle prend dans les points symétriques par rapport a 'axe réel doivent
étre 4 la fois égales et conjuguées. En outre cette fonction est réelle
sur l'axe réel.

Donc la fonction Pj(u) est réelle sur tout le contour du domaine
U. Sur ce contour elle ne devient infinie que dans le point &;,. Or il
suit de tout cela que la partie imaginaire de notre fonction ne peut
gannuler & lintérieur de U; car dans ce cas il existerait toujours un
domaine tel que cette partie imaginaire aurait une limite supérieure finie
& son intérieur et s'annulerait sur son contour.

Donc la fonction Pi(u) réalise la représentation conforme du domaine
U sur un demi-plan.

En représentant conformément un plan sur lui-méme, on peut, comme
on le sait, disposer & volonté de trois points. Ainsi notre probléme n’est
entiérement déterminé qu'aprés quon a fixé les trois points du plan de
u qui doivent correspondre & trois points déterminés du plan de la
fonction.

Si nous convenons, par exemple, de faire correspondre aux points
u=ua, et w=~"0, les points x =a, et £ =pF, et au point u = co le
point = 0o, on voit immédiatement que la fonction qui réalise la re-
présentation conforme ainsi définie est donnée par l'équation

T — a) _P2
= P}(u).
& — B A( )
Nous sommes donc arrivés & la solution définitive de notre pro-
bléme.
Mais, avant de finir, je voudrais ajouter quelques mots sur certains

problémes auquels on est amené par I'étude de la fonction P;(u).
Acta mathematica. 15. Imprimé le 13 mai 1890, 6
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L'équation ci-dessus pourrait tout aussi bien s'écrire sous la forme

si on convient de désigner généralement par a,, 3, les points corres-

pondant & a,, b,. Puisque le point u = co est intérieur au domaine U,

il est aisé de voir que la somme infinie
o, — Al
a une valeur finie, et que, par conséquent, le produit infini

II;=

v

converge uniformément dans le voisinage de tout point a l'exception des
points a,, 8, et de leurs points limites.
Nous savons déja que le produit

y = 1L, P,(u)

est uniformément convergent dans un domaine dont il n’est pas néces-
saire de répéter ici la définition.

D’ailleurs nous avons entre les deux fonctions z et y la relation
suivante

© v =[Trw] -TI:=%-

Ainsi nous sommes conduits a une équation transcendamte de forme
hyperelliptique, 0% nous pouvons représenter les deux variables comme des
fonctions uniformes d'une variable auziliaire. Ces fonctions se trowvenmt in-
altérées par ume infinité de substitutions linéaires, qui me peuvent pas éire
dérivées d'um nombre fini de substitutions fondamentales, mais toutefois d'un
systéme fondamental de substitutions linéaires en mombre infini.

En effet, il est aisé de voir que la fonction y reste inaltérée par
chacune des substitutions

A A, Ay,
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ou » doit parcourir toute la série des nombres entiers, sauf I'unité. La
fonction y admet donc le groupe dérivé de ces substitutions fondamen-
tales.

Voyons maintenant quelles sont les propriétés essentielles de la re-
présentation des variables z et y par la variable . A une valeur ar-
bitraire de x correspond en général une valeur et une seule de w dans
le domaine U,. Dans le domaine U, il se trouve une valeur trans-
formée de cette valeur-ld par la substitution 4,. A une valeur arbi-
traire de x correspondent donc en général deux valeurs différentes de u
dans le domaine U, + U, formé par l'ensemble de tous les points ap-
partenant soit au domaine U,, soit au domaine U,. Pour ces deux
valeurs de u, y prend en général des valeurs différentes, parce que les
deux valeurs de y correspondant & une certaine valeur de x différent
en général pas leurs signes. Par conséquent, si l'on prend un point
analytique (x,y) remplissant la relation analytique (C), il y correspondra
en général une valeur de u entiérement déterminée dans le domaine

U, + U,

Ainsi, la veprésentation que nous vemons de trouver du point analytique
(z,y) & Uaide des fonctions uniformes Pi(u) et 1I,P,(u) satisfait partout
auwx conditions exigées par M. Weierstrass dans son cours sur les fonctions

abéliennes, & Uexception seulement du woisinage des points essentiellement
singuliers de la relation analytique (C).

Tout comme dans le cas ol les substitutions fondamentales sont en
nombre fini, on est conduit, dans le cas que nous traitons, & une équation
lindaire de second ordre qui peut s'intégrer & l'aide de la fonction P}(u).
Seulement, dans notre cas, les coefficients de cette équation sont tran-
scendantes, ce dont on s'assure sans difficulté.

I1 nous reste encore une question trés importante, qui toutefois me
semble présenter des difficultés considérables.

Etant donnée une série de paramétres réels a,,pf,, il sgagit de
trouver les conditions nécessaires pour que l'on puisse choisir les para-
métres @, , b,, de maniére que la fonction z prenne les valeurs a, , §, dans
les points a,, b,; ou en dautres termes:

de trouver les conditions nécessaires pour que deux variables z et
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¥, liées entre elles par une équation de la forme (C), puissent s'exprimer
a4 I'aide des fonctions
P(u) et ILP,(u);
ou encore:
de trouver toutes les équations linéaires de la forme
3
?if: —¢(z)z2=o0,
qui peuvent s'intégrer a l'aide d'une fonction F;(u), ¢(«) étant une
fonction transcendante a coefficients réels.

Ce qui rend cette question si difficile, c'est que les paramétres a,, 3,
et a,, b,, qui sont liés par des relations d’une nature fort transcendante,
se trouvent en nombre infini. On ne peut donc pas avoir recours aux
méthodes qu’emploie M. Poincarg dans le cas ot les paramétres sont en
nombre fini.’

! Voir POINCARE, Sur les groupes des équations lindaires. Acta mathematica, T. 4.




