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Introduction

Le controle de processus de diffusions stoppés & la sortie d'un ouvert O (O<RY)
conduit, via la programmation dynamique, 4 I’étude de problémes de Dirichlet non linéaires,
elliptiques du 2° ordre. Dans ce travail, nous présentons une méthode de résolution de
ces problémes & I'aide de techniques d’équations aux dérivées partielles.

Ainsi nous montrons notamment que le probléme suivant

max {4,u—f}=0 p.p.dans O, u=0 surT, 1)

1<ism

admet une unique solution dans W2 ©((), ol O est un ouvert de R¥, de frontiére I" régulitre,
ou 4,, ..., A, sont des opérateurs uniformément elliptiques du deuxiéme ordre & coefficients
réguliers et ou f,, ..., f, sont des données régulidres. Nous supposons uniquement que les
coefficients d’ordre zéro des opérateurs A4; sont assez grands (voir pour ’énoncé et les
hypothéses précises le paragraphe 2, ainsi que les résultats complémentaires du para-
graphe 4).

La classe des problémes (1) a été introduite par N. V. Krylov qui dans [11] et [12]
traite le cas N =2 et le cas O =R". Par la suite le cas m =2 a été résolu par H. Brézis et
L. C. Evans [3], puis le cas d’opérateurs & coefficients constants, simultanément, par L. C.
Evans et A. Friedman [7], et P. L. Lions et J. L. Menaldi [16] out d’autre résultats partiels
de résolution sont donnés.

Ainsi que nous I'avons dit ci-dessus, le probléme (1) correspond & un probléme de
contrdle stochastique qui est détaillé an paragraphe 1. Le paragraphe 2 comporte les
résultats principaux, dont les démonstrations sont faites au paragraphe 3. Enfin au para-
graphe 4 nous donnons quelques résultats complémentaires concernant la résolution de
(1) (sans supposer les termes d’ordre zéro des opérateurs A4, assez grands).

Cet article fait suite & un précédent article [14] ou 'auteur étudie le cas dégénéré

pour O =RY par des méthodes probabilistes. Dans une étude ultérieure nous nous intéres-
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serons aux problémes analogues pour des équations paraboliques, des problémes d’obstacle,
des problémes elliptiques dégénérés et au cas ol la condition de Dirichlet est remplacée

par d’autres conditions.
1. Notations et hypotheses

Soit O un ouvert borné de R¥ de frontiére I" réguliére. On se donne une suite (4;)i>1

d’opérateurs définis par
Ay, = —a0,0;+ b7, +,(Y) 2)

ol les coefficients af, b¥, ¢* vérifient les conditions suivantes :

ali, b, c"€02(6), et restent bornés dans 02(6) si k> oo, (3)
@) >A>0, Vz€OQ, Vk=>1, 4)
I >0, difx)&&>v|E]2, V2€0, VEk>1, VEERY. (5)
Nous noterons :
A= inf c¥=). (6)
kzl,ze0

Enfin, nous supposerons donnée une suite de fonctions (f,);>1 vérifiant

LEW2 (), [ reste bornée dans W2 () si k— oo, (7)

Nous considérons alors le probléme suivant : trouver « solution de

sup (A% —f,)=0 p.p.dans O, u=0 sur, wu€W>°). 8)

>1
Ces équations (appelées équations de Hamilton-Jacobi-Bellman) sont étroitement
liées & un probléme de contréle stochastique : le raisonnement heuristique de la program-
mation dynamique indique en effet que le critére (ou fonction coGt minimum) d’un pro-
bléme de contrédle stochastique convenable « doit » étre la solution de (8) (le lecteur, pour

plus de précisions, pourra se reporter & [1], [11], [14] par exemple).

2. Le resultat principal

THROREME 2.1. Sous les hypothéses (3)-(4) et (5) (régularité des coefficients et des

données et ellipticité uniforme) et si on suppose de plus

A>2,>0 9)

(*) Nous emploierons la convention de !'indice répété.
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(o Ay me dépend que des normes C%O) des coefficients d’ordre 1 et 2 des opérateurs et de v
dans (5)) alors il existe un unique u€ W2 °((Q) solution de

sup (4% —f,)=0 p.p.dans O, u=0 surl. (8)

k=1
Remarque 2.1. En fait Punicité a lieu dans la classe WZY(0) N 0(6).
Remarque 2.2. De plug 3C >0 (indépendante des f,) telle que

lfeal] w2, 00y < € S‘}CP |l we.0000>- (10)

Remarque 2.3. Le Théoréme 2.1 est conservé sous les mémes hypothéses pour des ouverts

non bornés, & condition toutefois de remplacer dans (1) 02(6) par Cf(é)={u€02(6),
D u€eL™(0), |a| <2}.

Remarque 2.4. Nous ne savons pas si 'hypothése (9) est indispensable, remarquons
qu'une hypothése analogue est employée dans [11], [14]. Dans le cas non-uniformément
elliptique, une telle hypothése est justifiée par le contre-exemple de [8]. Néanmoins dans
le cas ot aj; ne dépend pas de z, nous verrons (cf. Corollaire 4.1) que (9) peut étre supprimée.

Remarque 2.5. En ce qui concerne la résolution du probléme de contrdle stochastique
il est classique de déduire du Théoréme 2.1 les résultats suivants (voir pour cela la dé-
monstration du Théoréme 5.4 dans [1] ou bien [16], [17]) :

11 existe un controle markovien optimal & g-prés et si la suite (4,) est finie il existe
un contrdle markovien optimal.

Signalons que la démonstration du Théoréme 2.1 (qui est faite dans le paragraphe

suivant) est entiérement analytique.

3. Demonstration du Théoréme 2.1
La démonstration sera divisée en plusieurs étapes :

(a) introduction d’un systéme approximant (8) et premiéres estimations,
{b) estimation des dérivées secondes sur I, bord de O,

(c) estimation W2 *((Q),

(d) passages & la limite,

(e) unicité.

Les étapes (a), (b), (c) seront consacrées 4 la résolution de (1), on fixe done m.
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3 (a). Introduction du systéme approché et premiéres estimations

Comme dans [7] on introduit le systéme pénalisé nonlinéaire suivant(?)

Ayui+P(ui—us)=f;, p.p.dans O,uf=0 surl
Agus+P(us—u3) =f, p.p.dans O, u5=0 surl (11)

At +B(uy —ui) =f, p.p.dans O, u;, =0 surI’

ou B, est une fonction croissante convexe de classe C® sur R telle que f,(t) =0 si ¢<0 et g,
(quand £—~0) converge au sens des graphes vers la fonction multivoque § définie par :
domaine (8)=(— o0, 0) et

Bit)y=0 sit<0, B(0)=[0, +co).

L’idée d’approximer le probléme (1) par le systéme pénalisé (11) est trés naturelle
du point de vue stochastique, voir pour une explication plus détaillée de ce fait, A. Bensous-
san et P. L. Lions [2].

La résolution de (11) ne présente aucune difficulté (voir pour cela [7], [16] et [2]) :
il existe un unique m-uplet (u;)1<i<n solution de (11) tel que u; 602(6). Notre but dans les

étapes (a), (b), (c), est de montrer
(||} w3, 000y < comst.  (indep. de e, i et m).

Par régularisation nous pouvons supposer que (a};) €O°°((5), f,€0°°((5) pour 1<s<m,
avec [|ak|lc:@» [|f:]| we,m@, bornées.
Nous avons alors par des résultats classiques de régularité du probléme de Dirichlet

u €CHO).
D’autre part, d’aprés [7] ou [16], nous savons déja que
[[: || w2, 00000 < comst.  (indép. de &, ¢ et m). (12)

Toutefois afin de faire un exposé complet, nous présentons de maniére condensée la
démonstration de (12) donnée par P. L. Lions et J. L. Menaldi [16]. Elle consiste en quatre
étapes :

(1) L’idée de cette pénalisation m’avait également été indiquée par M. L. Tartar.
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(i) construction d’une sous-solution,
(if) estimation L®(0),
(iii) estimation de V4§ sur I,
(iv) estimation W1-=(Q).

(i) Construction d’une sous-solution. Comme nous supposons en particulier que O

posséde la propriété de sphére extérieure uniforme, nous avons
30>0, Vyel, IJERY—O tel que {zERY; [z—F| <o} N0 = {y}.
Alors bien stir |§—y| =p. On introduit w donnée par
w(z) = ek’ _ g Hls=it
ol u est une constante positive qui sera déterminée dans la suite. Un calcul de 4,w donne
2pu(epuala(w—Ji) (1 —)) —ak —bia —gi)) e + (e,
Mais pour xeé, w(x) =0 et
Aw(z) > {4p2e% —2puais+ 2ubl(x, — i)} exp (—p|z—F|?)

d’ou, en choisissant u assez grand, 4,w(z) >« >0 ol « est indépendant de 7. Donc pour ¢

assez grand (indépendant de 7) nous avons
A(-Cw)<f, sur O; —Cw|p<0, —Cuwly)=0,
A(Ow)>f, sur O; Cw|r>0, Cuw(y)=0.

{ii) Estimation L™(0). Nous allons montrer que —Cw <% <Cw sur O. Montrons par
exemple u; > —Cw. Soient ¢€ {1, ..., m}, xoeé tels que

min (u; + Cw) (x) = (u; + Cw) (x,y).

Jox

Si 2 €T alors (4 +Cw)(2,)>0 et uf> —Cw sur Q. Sinon ,€ O; supposons alors que

u; 4+ Cw(r,y) <0, Le principe du maximum donne alors (on convient uf,,; =uj)
0 2> A, (ui + Cw) () = fi(2o) — A — Ow) (o) — et —~uis1)

mais f;>A4,(—~Cw) et ui(xy) <uiii(x,) done B, (uf —ufi1)=0. On obtient une contradiction

qui prouve
u =2 —Cw.

De méme a-t-on uj <Cw. En particulier |45} 0., <const.
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(iil) Estimation de Vui sur I'. On remarque tout d’abord que |Vui(y)| =|8,ui(y)| o
» est la normale extérieure & O au point y de I'. De plus de I'inégalité |u;| <Cw, on déduit

aisément
|8, 4i(y)]| < C)8,w(y)| < const.

(iv) Estimation W'-=((Q). Soit C une constante majorant ||u;||;0.), on considére
20 = | Vi |2+ C —l)?

ol u est une constante positive qui sera déterminée dans la suite.

Nous allons montrer que max; , z,(x) <const. Pour cela soient (i, %)) €{1, ..., m} x 0
tels que max; , z,(x) =z,(%,). Si 2,€T", d’aprés (iii) I'estimation est prouvée. Si 2,€ 0, on
calcule 4,z :

A2, = — 20},(0,,0,%7) (0,0, %5) — 2pu01}a(0y, u5) (0,5) + (24 (0 %5) — €(8, u5)) (9, %3)
— 9p(C' — 1) Ay + (O — (wf)%)
En choisissant u assez grand, on en déduit en dérivant (11)
Az, (%) < — v | Vug |*(,) + const. — 285 (us — uf_y)
X (aquis * aquze - aquf ¢ aquf+1 + ﬂ(O - u:)2 - /’L(O - uie) (O - u§+1))
+ 20(C — wf) (Belui — uiva) — B'(uf — uira) (w5 — i)

mais par la convexité de g,

Boluf — uis1) — Bo(ui — ufi1) (uf — u511) < Be(0) =0
d’ol
A,z < — pv| Vu§ P(w,) + const. — B(uf — wii1) (25(%o) — 2+1(%o))

< — | Vg P(x) + const.
Or de par le choix de z,, 4,2,(x,) >0 et donc
(%) < | Vui|2(x,) + const. < const.
En conclusion nous avons montré

[|%5 )| w.0000y < const.  (indép. de &, m). (12)

3 (b). Estimation des dérivées secondes sur le bord de O

Nous noterons M =supi<icm || D?%;||20(0)- Nous allons montrer que nous avons

| D2ui(z)| < O+CM™2, V€T, (13)
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(dans (13) et dans les paragraphes 3(b), 3(c), C désignera diverses constantes indépendantes

de m et de ¢).
Pour démontrer (13), nous allons utiliser une technique de J. J. Kohn et L. Nirenberg
[91,(1) dont une autre application aux problémes de Bellman-Dirichlet est donnée dans

P. L. Lions [15].

Dans ce qui suit nous supprimerons l'indice &. Soit z€I", nous allons montrer (13).
Remarquons tout d’abord que par une transformation simple nous pouvons nous ramener
au cas ot =0, O< {xy>0}, AV voisinage sur I" de 0 tel que V< {2, =0} (voir Figure 3.1).
Nous poserons @={|z’'| <8, 0<zy<h=M""2} et en supposant M assez grand et § con-
venablement choisi nous avons @< Q.

Soit 1 <g<N —1, en dérivant (11) par rapport & x,, nous obtenons

Igiaa“i‘*'ﬂl(ui —U31) Qs —0u, )| SOM +C, 1<i<m, (14)
oul par convention u,,,=u, et ou 4, est 'opérateur
4d; = —ay0,0,+c"
Soit >0 tel que b§2>1, on introduit

w=2M"zy— M+ 3 |,
jgh-1

ES

et on vérifie que I’on a (on peut toujours supposer M assez grand)

w2l sur @QNO, w=>0 sur Q

15
Aw>ceM+ecy, o 0<c,<l, (19

(1) L’auteur tient & remercier le prof. L. Nirenberg pour lui avoir communiqué cette méthode.
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ce que I'on peut réécrire

Ji@+ﬂ'(u,—u,+1){g—1£—%}> CM+C, 1<i<m;
Co Co G ,
C C %)
—(;E>O=aau, sur Qnao; c—w>0>a,,u, sur (6Q) N O.

) )

Nous voulons alors en déduire |d,u;| <Cwjc, sur @, pour ce faire soit 2,€Q tel que
Cw/c,—max; O,u, atteigne un minimum strictement négatif. Nécessairement d’aprés (15')
2,€Q, d’autre part par un raisonnement classique de principe du maximum, nous obtenons
une contradiction avec (14) et (15’) appliqués aux point z, et pour j tel que max; 8,u,(x) =

O u4(x,). Done |9,u;| <Cw/c, sur @, on en déduit

|8, 0 ui(0) | < gan(O) 20y (16)
Co o

D’autre part pour k, ISN -1, nous avons évidemment 9,9,%;(0)=0 Enfin d’apres

(11), appliquée aun point # =0, puisque §,(0) =0, nous avons

N-1
ondyu(0) = ;1;1@ [— 3. 201s(0)2,0y(0) + by u(0) ~ fi(O)] ,

ce qui permet d’obtenir (13) & partier de (16).

3 (¢). Estimation W2*(Q)

C’est I'étape la plus importante de la démonstration. Essentiellement nous dérivons
deux fois le systéme (11) par rapport & un nombre suffisant de directions unitaires et
appliquons « une sorte » de principe de maximum, au systéme obtenu. L’idée de dériver
deux fois une équation avec une nonlindarité convexe (ici §,(t)) a été utilisée par H. Brézis
et D. Kinderlehrer [4], et par S. N. Kruzkov [10] (dans le cadre de problémes non linéaires
qui sont également des équations de Hamilton—Jacobi—Bellman).

Le plan de la démonstration de I'estimation W2 () est le suivant :

(i) choix d’un point z,€ O, d’une base orthonormale (y;, ..., xn)
(i) construction d’un ensemble 7' de vecteurs unitaires et de coefficients,
(ili) application du principe du maximum 3 une fonction auxiliaire,

(iv) conclusion.

Avant d’entamer la démonstration proprement dite, signalons que nous allons, pour

simplifier la présentation, omettre les indices ¢ et supposer que bi(z)=0, c/(x)=1>0. De
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plus nous noterons g, la dérivée par rapport & x; de @ (et ¢;,; la dérivée de @, par rapport
a z,). Enfin nous noterons uf;=9,2,u;.

(i) Choiz d’un point et d’une base orthonormale. On choisit d’abord :1:066 tel que
sup |ufi(x,)| =M, pour 1<3,j<N, 1<k<m. Et on suppose, ce qui ne restreint évidem-
ment pas la généralité, que M =sup; ; | uij(x,)| -

Si 2,€T", nous avons grice & (13) :

M<CM'*+C
et I'estimation est prouvée.

Supposons donc que 2,€Q : alors en diagonalisant la matrice Hessienne de u! au

point 2, nous avons l'existence de (xy, ..., ¥») base orthonormale de R” telle que

u,luxj(xo) =0 si i3y (17)
et done
— aj(wo) wis(o) = — Z i gy 2,(%o)

ot <y <p =N sup ||aj;|[ .
(ii) Construction d’un ensemble I de vecteurs unitaires et de coefficients. Soit I ’ensemble

des a=(k, ¢, j) o 1<Ek<N et ou bien 1<i<j<N, ou bien 1=7=1. Posons y,=y; sauf si
1<j et k=14 ou k=j. Dans ces deux cas on pose

Yo =t 2V2, 2= (ui—21)/V2,

quand k=¢ et k=j respectivement. Alors, pour ¢ et j fixés, 'ensemble des y, est la base
orthonormale (y,, ..., xy) sauf si ¢ <j, ol dans ce cas y; est remplacé par (y;+y,)/ V2 et X
par (x:—x;)/ }/2. Ceci nous donne 1 +4N(N —1) bases orthonormales.

On introduit enfin, pour o dans

Uo =My S1 €<j et k=i,§
Po= inf g si i<j et k=i ou 4
1IN
et enfin
Po=Npp—(N—1) inf g, si ¢=4j=1.
1IN
On utilisera les deux relations suivantes

O<y<u,<Nu—(N-1)» (18)

%M« Uy, 2,(@0) = (1 + 3N (N —1) (; iU (%)) (19)
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Les inégalités de (18) sont claires au vu du choix des u, et des propriétés des u,. Véri-

fions done (19) : pour cela remarquons tout d’abord que grice & (17) nous avons

Uy 5 (o) = “;lckxk(xo) sit<j etk=i,j, oubiensii=j=1
U2 (@0) = B0 (@) + U (@0)] 811 <j et k=3 ouj.

Done Zaelﬂauxaxa Zo) =2, Ciuxm(xo)
Montrons par exemple ¢,=(1+iN(N—-1)u, : en effet ¢;= . cr, pty ot I;=
{o tels que k=i=j=1, ou k=1<i<j, ou k=3=1<j} et done
er= (N — (N —1) inf )+ 3N —1) (N ~2) gy + (N — 1) inf pr;= (1 + 3NN~ 1)) .
1<ISN 1<ISN
(iii) Application du principe du maximum. Pour simplifier ’écriture, nous noterons

fo—
Vo= -

LeMME 3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1 (sauf (9)), il existe b=, &=
(1<¢<N, 1<k<m, a,y€I) dans 0(6) dont les normes L*(0) ne dépendent que des normes
L™(0) des dérivées premiéres et secondes des aij, de v, u et N, telles que le systéme suivant

d’inégalités soit vérifié : (1)
— e Vit Z by ¥ py vy + Z %7 oy vy + AV
+ B’ (u* — W) (v — UV )<,uafk.z¢x¢
pour 1 <k<m, a€1.

Démonstration du Lemme 3.1. 11 suffit de montrer (20) pour u,=1. Pour cela on dif-

férentie deux fois par rapport & y, le systéme (11) et on obtient

— @iV + Ao+ B (= v )+ B (uy, — )’

(-4

— k k k
= fe.ng T b, 50, W5 + 200, 5, Ul

pour 1 <k<m, a€1I; et onr u*—u*+ est I'argument de ' et B”.
Pour conclure il suffit de remarquer que d’une part 8 a été choisi convexe et done le
dernier terme du membre de gauche est positif; et que d’autre part on peut exprimer les

termes ujj, uy, en fonction des v}. On conclut alors aisément.

(1) Rappelons que Uy 2,45 = 01 a,(a’u/axi).
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On pose alors

I<ksm z€0 «a€

K = max {sup (> (u,v5))"*}

et on introduit

wh(z) = 2 (K + pa ).

o€l
Nous allons montrer dans ce qui suit que

W) < S (K+1K+C+CKY)2, Vz€0, 1<k<m, 21)

ael

ol 7 est arbitrairement petit si A est suffisamment grand (les normes C? des coefficients
a}; restant bornées).

Pour cela fizons k ef z, tels que w¥(x;) =max, , w'(x) et calculons —afw :

—ajwh= —2 3 afj Vi ua v+ 2 D (K + p, v8) { — als o vy}
o o

mais K +pu,vs >0, done de (20) nous déduisons

- aiclwi,‘}g -2 z aﬁ(K+MavZ)i(K+”avloi)j+2 2 ('K+:ua:v:) Boc (22)

oli, f’ ayant son argument habituel,

k+1).

Bac == ‘uoz.fk.x“xx - 2',uazvzi - z ck,u.yluy,vlyc - Z b;c’a‘;u?v’;i - /3’ ¢ (Ma’”g Mo Vx
-y v
1¢ cas : 2,€0. En ce cas comme w*€C?((0), nous avons —aj;wf(x,)>0, d’olt nous
déduisons d’aprés (22) appliqué au point z,
as(K + HUa ”Z)i(K + ,“azv{cc:)!'*_ Ak+2 z (K + ﬂuv{:)z + Zﬂ’ ' 2 (K + Yo vloc:) (///oz 1’2 - /"uvk+1)

<2 K+ pov3) AK + K (3 %) + g fr g 5,) (22)
4 v

olt A4, est bilinéaire en (K +p,vs) eb (K +pu,vt), et son gradient & coefficients c**? et b7,

Or en 2, nous avons

S (K + o 08) (Mo — a0 > ht () — 10+ () > § max w(x) — § max 0 Hz) >0
& x x

et aussi B'(u* ~u"1) >0, done f'(u* —ut2) 3, (K +puuy o ) (et 5 —paty ) =0.
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D’autre part, de par Dellipticité de a, 31; >0 dépendant de » et des normes L™ des
b =7, =¥ tel que V(&5 £2) ER x RY pour a€ I on ait

S ablrEr 4 S PerESEY 4+ S v EFEE A, D E5&5=0.
o Yy oy ®

Done (22’) peut étre rééerit si A>4, +1

wiw1) < 2, (K + po ) (@) (A= Ay) A+ C) K+ 05), (23)

ot Oy ne dépend que de ||¢**?][ 100, et Oy de [|f*] w220 On en déduit

w@) < C)(K+TK+Cy)?, VZ€Q (ot 7=+ C)/(A—A)). (23")

2° cas : On suppose ici que z; €I, alors d’aprés (13)

wi(zy) < (3) (K + CMYE?
mais
M <N sup |uk,, (x)| < 2N sup |v(z)]
1,;_2 ael k

z€0 €0

(utiliser la relation : si ¢, %y,y (%) =y (X) — 3thy, 2,(€) — Fy; 5, (@); OU x=(2s+25)/ V2); d’o
une majoration de M par C;K ot C; ne dépend que de N, » et p.
Ainsi dans tous les cas on en déduit la majoration (21) :
@) <) (K+7K+CKY>+C) Vz€Q, 1<k<m, (21)
ot T7=(4;+C})/(A—2,) et C ne dépend pas de A.
(iv) Conclusion. Nous allons appliquer (21) au point z, (choisi en (i)), nous obtenons

en développant
S {pavu20) P < C) (K + 7K + OK"*+ 0) (xK + CK'* + 0)

-4

+2K 5 (— pav%) (%) + (O) (K*+ CK*? + OK).
Mais d’apreés (19)
— 3 paVi(@e) = — (L + 3N(N — 1)) afyuij(z,) < O

puisque
Ayul(z,) < fo(@o) et [[ul]|cxs) < const.
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De plus
2 {uavilam)}*>¥* sup |ui(a) [ =" M*
par définition de x,.

Enfin K<C,M ou C, ne dépend que de », u, N; donc en conclusion nous avons
M2 < Cit2+T) M2+ OM** 4O

et si 1>, ot 4, est tel que Ci7(2+7) <1, nous obtenons une estimation de M.

3 (d). Passage a la limite

Nous allons faire un double passage & la limite : tout d’abord faire tendre ¢ vers 0,
puis faire tendre m vers I’infini.

Pour effectuer ces passages a la limite, deux démonstrations sont possibles, introduites
Iune par P. L. Lions et J. L. Menaldi [16] et ’autre par L. C. Evans et A. Friedman (voir
[6] et [7]). La premiére, bien que plus élémentaire, utilise des arguments probabilistes;
aussi présenterons-nous la méthode de L. C. Evans et A. Friedman qui est entiérement
analytique. Néanmoins comme il ne s’agit que d’une redite des démonstrations de [7],
nous ne ferons qu’esquisser la démonstration.

Montrons tout d’abord que si, pour m fixé, ¢—0, u;—>wu, dans 0’1(6), 1<k<m et
Uy, € W2 () et u, vérifie :

max (4;%,—f;)=0 p.p.dans 0, 4,=0 surl. 1)

1<igm

Admettons cela provisoirement, alors d’aprés 3 (a), (b), (¢) nous avons || #,|| ws,«y < const.
(indép. de m); alors un raisonnement identique au précédent permet de démontrer que

U,,—>u dans 01(0—) si m—>co, ou u € W2 () et est solution de

sup (4;u—f)=0 p.p.dans O, u=0 surl. (8)

ieN

En raison de la similarité des raisonnements nous ne démontrerons pas le deuxiéme
passage a la limite (voir [7]).

11 ne nous reste plus donc qu’a montrer que si g,—~0 et uir—u, € W2°((0), la conver-
gence ayant lieu dans 01(0_) alors w, =u pour tout k et u vérifie (1).

La ‘démonstration de la premiére assertion est aisée :-en effet puisque f. (uz*—uiz1)

est bornée dans L*((), nous avons u, <u,,, Vk=1, ..., m et donc %, =u pour tout k.
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Montrons maintenant que « vérifie (1). Pour cela, suivant une méthode de « type
Minty » (voir [6] ou [7]), on introduit le crochet [f, g1+ pour f, gEO(é), f£0:

[f.gl"= _ sup  g(@)-sgn f(x).
{zeoil f@l=Ilf gy

On rappelle que {f, g)—[f, g1t est s.c.s. sur C(0) x C(0). Nous allons montrer succes-

sivement que

{a) V(pC-OZ(d), @>u sur O, nous avons
[u—o,— m:"X [dep—fII" >0,
(b) max [4,u—f]>0,
k
(¢) max [4,u—f]=0.
k
(a) Puisque ¢ >u, pour n assez grand nous avons ¢ >uz» sur O—, et du principe maxi-
mum nous déduisons (comme dans [6])
0<sup {(4,9—1,) (x); pour tous les x et k vérifiant (¢ — ur) (x) = max [jo — u|| e}
k
d’ou & fortiori
0 < [ —inf up, max (4@ —fi)]".
k k
Par passage a la limite on en déduit
[u—@, —max (4, —f)]* >0. (25)
k

(b} On en déduit que max, (4, u—f.}>0 p.p. dans O, grice au lemme suivant dit &
L. C. Evans [6] :

LEMME 3.2. Si u€ W2 2(Q), alors p.p. 2,€0, 3(pn€02(5) tel que
(©) @alee) > u(®o), Vopu(wo) > Vep(zo), D3pn(@o)—> Dufw,) si n— oo,
(i) — (% @) (%) =% —@allcw B

(i) 0> (u—g,) (@) > (4 ~p,) (@) pour €0, v,

En prenant alors dans (25) ¢ =¢,,, on obtient

Pp.%,€0, Vn, max (A pa(®o) = fulo)) > 0
d’ou _
P-p-%€0, max (Ayu(zy) = flo) > 0.

(¢} Comme A u;<f,, on a bien sir Au<f, p.p. dans O, d’ot en conclusion
max;, (4% —f) =0 p.p. dans Q.
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3 (e). Unicité

L’unicité de » solution de (8) s’obtient dans la classe Wiz (O) N C(0) par la méthode
probabiliste de N. V. Krylov [13] (voir également 1’exposé dans [16]). Dans la classe
WE2(0)n 0(6) {avec p> N) on peut démontrer I'unicité grice au principe du maximum
de J. M. Bony [5]. En effet soient u, @ deux solutions de (8) dans W2?7(0Q)N 0(6) et sup-

posons qu’il existe z€0 tel que :
(u—%)(x) =max (u—-4)=06>0.

Alors bien sir € 0. D’autre part il existe une application mesurable (y—m,) (voir

par exemple [17]) de O dans N telle que p.p. y€6

An,4(y) Z fn,(y) — 502
done

Ap(u—1)(y) <362 p.p. y€O.

D’ott lim sup essy,, 4, (u—%)(y)<}d4 ce qui contredit [5]. La contradiction prouve

done 1'unicité.

4. Quelques complements relatifs a ’hypothese (9)

Nous conjecturons que Phypothése (9) n’est pas necessaire : le Théoreme 2.1 devrait
rester vérifié uniquement sous ’hypothése 1>0. Nous donnons ci-dessous deux résultats
partiels dans cette direction qui semblent confirmer cette conjecture. Un autre cas (trés

simple) olt on peut montrer que A>0 suffit est le cas ol les opérateurs 4,, satisfont :

aj est indépendant de .

THEOREME 4.1. Sous les mémes hypothéses qu’au Théoréme 2.1 sauf (9) et si on suppose
de plus que :
ou bien

8= diam (0) < §, (9')

(et &, ne dépend que des normes L®(Q) des dérivées premiéres et secondes des coefficients);

ou bien _
| Dfp(z)| <&y V€O, Vk=1,2, Vo =aj, b} 9”)

(0% &y ne dépend que de v dans (3), et de 8), alors il existe un unique u€ W2 (Q) solution de

sup (4,4 —f,)=0 p.p.dans O, =0 surl.

m=1
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COROLLAIRE 4.2, Sous les hypothéses (3), (4) et (5) et si on suppose de plus
ay  ne dépend pas de x, pour tout m =1, 1 <4, j < N; (26)
alors il existe un unique u€ W2 <(Q) solution de

sup (Apu—fn)=0 p.p.dans O, u=0 surl.

mz21

Remarque 4.3. Le Corollaire 4.2 généralise le résultat principal de [7], ol sous les
mémes hypothéses il est démontré I’existence d’une solution dans Wil N Wy ™(0).

Nous ne donnons pas les démonstrations de ces deux résultats, qui sont trés semblables
4 celle du Théoréme 2.1.
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