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Introduction

Cet article est une introduction & P’étude d’une classe d’espaces fonctionnels dont
nous allons donner la définition générale.

On appelle contraction du plan complexe C toute transformation T qui diminue
la distance : [T, — T C,|<|, — ;| pour tout couple de nombres complexes {, et y;
une contraction est dite normale si elle conserve l'origine de . L’ensemble des points
de C invariants par une contraction normale est évidemment convexe et fermé, et il
contient 1’origine.

La projection Ty sur un ensemble convexe fermé E de C contenant Iorigine, c’est-
d-dire la transformation qui, & tout point { de C fait correspondre 'unique point de
E dont la distance & { soit minimum, est évidemment une contraction normale; la
projection 7', sur le segment unité 0 < Re { <1 de 'axe réel jouera un role particuliére-
ment important (Re [ désigne la partie réelle de (), mais on utilisera aussi la contrac-
tion {— Re* qui est la projection sur I’axe réel positif, et la contraction { —|¢]| qui
n’est pas une projection, mais laisse invariant ’axe réel positif.

Soit X un espace de Hausdorff localement compact, sur lequel il existe une
mesure de Radon positive & partout dense (tout ouvert non vide de X est de mesure
strictement positive pour £); on désigne par C l'espace des fonctions continues & va-

leurs complexes et & support compact.

(1) This research was partly supported by the United States Air Force through the Air Force
Office of Scientific Research of the Air Research and Development Command under contract No.
AF 18 (600)-1109. Reproduction in whole or in part is permitted for any purpose of the United
States Government.
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Soit D= D (X, &) un espace hilbertien complet de fonctions définies presque par-
tout (pour la mesure &) sur X, & valeurs complexes, sommables (pour la mesure &)
sur tout compact de X. On dira que D est un espace de Dirichlet si les trois axiomes

sutvants sont vérifiés :

(a) Pour tout compact K de X il existe un nombre fini A(K) tel que

[1u(@)]|dé @< AE)[|u|
K
pour tout élément w € D.

{(b) C N D est dense dans C et dans D.
(c) Pour toute contraction normale T du plan complexe et tout élément w €D, on a
Tu€D et ||Tull<| =]

L’espace de Dirichlet « classique» est obtenu de la maniére suivante; soit D I’en-
semble des fonctions & valeurs complexes, indéfiniment dérivables, 4 support compact

dans un domaine w de R™; la racine carrée de l'intégrale de Dirichlet
llulP = [|grad u(z)]* d=

est une norme hilbertienne sur D; muni de cette norme, D n’est pas complet, mais
si m est supérieur & 2, ou, pour m<2, si le complémentaire de w n’est pas «trop
petit», D peut étre complété en lui ajoutant des fonctions convenables, définies
presque partout dans w; Dlespace obtenu satisfait aux trois axiomes précédents (X

étant le domaine w et & la mesure de Lebesgue sur w).

On sait que l'espace de Dirichlet classique ’fjw est engendré par les potentiels
de Green d’énergie finie; ces potentiels peuvent étre définis directement, sans utiliser
explicitement le «noyau de Green»; ce sont les fonctions ueﬁw telles qu’il existe

une mesure de Radon x4 sur w satisfaisant i;
(v, )= [@du  pour toute p€C n Do,

(u, @) désignant le produit scalaire des éléments u et ¢ de 'ZA)",. Une telle fonction »
est appelée potentiel engendré par u. Cette définition s’étend sans modification & tout
espace de Dirichlet D. L'opérateur lindaire A qui, & tout potentiel » € D, associe la
mesure u qui engendre ce potentiel posséde des propriétés remarquables; on I'appellera
le Laplacien généralisé associé & Vespace D, bien que, dans le cas classique, il s’agisse
du Laplacien ordinaire multiplié par un facteur négatif.

L’étude générale des espaces de Dirichlet peut donc étre considérée comme un
exposé de la théorie du potentiel sans noyau. Nous nous proposons de développer

cette étude dans un autre travail, et de déterminer explicitement tous les espaces de
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Dirichlet qui satisfont en outre a quelques conditions simples; un cas particuliérement
intéressant est celui ot X est un groupe abélien G, o & est la mesure de Haar sur
@, et ou la norme est invariante par les translations de @; il est alors possible de
caractériser les transformées de Fourier des fonctions w de D : ce sont les fonctions
de carré sommable par rapport & une fonction de poids « définie négative» réelle,
dont linverse est intégrable sur tout compact.

Nous démontrerons dans le cas général un théoréeme d’équilibre et un théoréme
du balayage, et nous mettrons I'accent sur un résultat bien connu en électrostatique,
qui mérite d’étre exploité systématiquement dans des cas plus généraux, le principe
des condensateurs, dont voici 1’énoncé : étant donnés un compact £ et un fermé F de
X, il existe un potentiel réel » dont les valeurs sont comprises entre 0 et 1, égales
4 1 dans lintérieur de Z, égales & 0 dans lintérieur de F, et dont la mesure associée
est positive sur E, négative sur F, nulle hors de E et F.

Outre ces développements de théorie du potentiel, nous donnerons des applications
3 des théories variées, telles que celles de l'analyse harmonique, des équations aux
dérivées partielles, des probabilités.

Nous avons jugé utile de mettre en évidence dans un article préliminaire quelques
propriétés remarquables des espaces de Dirichlet en traitant un cas simple; celui ot
I'espace de base X n’a quun nombre fini de points, la mesure & étant constituée
par la masse +1 en chacun de ces points.

Des exemples montreront que méme ce cas élémentaire n’est peut-étre pas sans
intérét, mais notre but est surtout de donner un apergu des méthodes de démonstration
que nous utiliserons dans le cas général. Cependant nous n’hésiterons pas a donner,
lorsqu’elles sont particulidrement simples, des démonstrations qui ne s’appliquent qu’au

cas particulier envisagé ici.

1. Formes de Dirichlet

a

On désigne par & l'espace vectoriel (isomorphe & C") des fonctions w & valeurs

complexes, définies sur 1’ensemble X constitué par =z points z; (¢=1,2,...,n). On
note f u{r)dx la somme des nombres u(z;), qu'on peut considérer comme l'intégrale

de la fonction # par rapport a la mesure constituée par la masse +1 en chacun des

points x; € X. De méme si A est une fonction définie sur l'espace produit X x X, on
note f f Az, y)ydxdy la somme des nombres A (x;, x;). On désignera par la méme

lettre A D'opérateur linéaire qui, & toute u € €, associe la fonction

Au(x)= [ A, y)uly) dy.
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Soit H une forme hermitienne sur £; on peut lui associer une fonction A, dé-

finie sur l'espace produit X x X, telle que
Hw) = [[A@, y)a@) uly)dzdy. (1)

Par définition la fonction A posséde la symétrie hermitienne: A(z, y)=A(y, x) et

Popérateur A défini par A w(z)= fA (x, y)u(y)dy est hermitien; on 'appellera le
laplacien associé & la forme H.

DEiFiniTioN 1. La forme hermitienne H est appelée forme de Dirichlet st on a
H(Tu)< H (u)
pour toute contraction normale T du plan complexe.

On peut dire, d’une fagon imagée, qu'une forme de Dirichlet est une forme her-

mitienne « diminuée » par toutes les contractions normales du plan complexe.

THEOREME 1. Pour gqu'une forme hermitienne D sur £ soit une forme de Di-

richlet, il faut et il suffit qu'elle ait U'expression sutvante:
D)= HS(x, y) |u@ —uy)fdzdy + fm(z)lu(x) I dx, (2)

ot m et 8 sont des fonctions & valeurs réelles >0, uniquement déterminées si on sup-

pose S(x,y)=8(y,x), S(x,x)=0 pour tout couple x, y € X.

La condition est évidemment suffisante, par définition des contractions normales ;

montrons qu’elle est nécessaire : soit

D)= [[ Az, y)@(x)u(y)dzdy

une forme de Dirichlet. La symétrie par rapport & I'axe réel étant une contraction
normale du plan complexe, on a, pour toute v € E, D(uw)<D(@)<D(u), dott D(u)=
D(u), ce qui entraine que les nombres A (z,y) sont tous réels.

Soient f, et f, les fonctions caractéristiques des ensembles réduits aux points
distincts x et y; posons u=f,—f, d’ou |u|=f,+f,; écrivant D(|u|)<D(u) il vient

2A(z,y) < —2A (2, y), donc les nombres réels A (z, y) sont <O.
Posons S, y)=—3Ax,y) six=*xy
S(z,z)=0 pour tout =z,

m(x) = fA(x,y)dy pour tout x;
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la forme D prend alors 'expression (2), et il reste seulement & prouver que les nom-
bres m(x) sont tous >0, ce qui est aisé en appliquant l'inégalité D(T';u)<D(u) a
la fonction u égale & 1+ en =z (¢>0), & 1 ailleurs (rappelons que T, désigne la
projection sur le segment unité du plan complexe).

II résulte de l’expression (2) que toute forme de Dirichlet est définie ou semi-
définie positive, ce qui est d’ailleurs une conséquence évidente du fait qu’elle est
diminuée par la contraction T'({)=0. ‘

"Voici un énoncé équivalent au théoréme 1, qui sera utile par Ja suite:

REMARQUE 1. Pour que Uopérateur lindaire A soit le laplacien associé & une
forme de Dirichlet, il fout et il suffit que la fonction associée A, définie sur Uespace

produit X x X, soit @ valeurs réelles et satisfasse &
Az, y) <0  pour tout x+y
_fA(x,y)dy?O pour tout z € X.
On démontrera facilement le résultat suivant:

REMARQUE 2. Pour qu'une forme hermitienne soit diminuée par la contraction
C—|C| 4l faut et il suffit qu'elle ait Vexpression (2), on les nombres 8 (x,y) sont réels
>0 et les nombres m(x) sont réels gquelconques.

Une telle forme n’est pas nécessairement une forme de Dirichlet, méme si on la
suppose définie ou semi-définie positive.

On va donner un énoncé plus précis du théoréme 1; voici d’abord quelques nota-
tions préliminaires :

Soit E un ensemble fini, et soit 4 une fonction définie sur I’ensemble produit
ExE, & valeurs réelles >0, et symétrique [A(z,y)=A(y,x)]; on dira que E est
A-connexe si, pour tout couple z,y€E, il existe une suite de points de F ayant z
et y pour «extrémités», =2y 2z, ...,2% =Yy, tels que tous les nombres 4 (z_, %)
soient strictement positifs (¢+=1, 2, ..., k).

Ajoutons maintenant un (n+ 1)-8me point z, 4 1’ensemble donné X, et appelons
X* le nouvel ensemble ainsi obtenu. Posons 8 (x, z,) =8 (%, z)=1m(z) pour tout
2€X, S(x,x,)=0. Prolongeons & X* toute fonction % de £ en posant u(xy)=0.
Dans ces conditions on peut énoncer:

THEORBEME 1. Pour quune forme hermitienne D sur E soit une forme de Di-

richlet, il faut et il suffit qu'elle ait Uexpression suivante:

D)= [ [8(x, y)|u(x)—u(y) Pdzdy

X X
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o S est une fonction & wvaleurs réelles >0, symélrique, définie sur Uespace produit
X*x X*.

Pour que la forme D soit définie positive, il faut et il suffit que Uespace prolongé
X* soit S-connezxe.

La démonstration est immédiate & partir des définitions et du théoréme 1. Ob-
servons que si X* n’est pas S-connexe, mais si X lest, les seules fonctions qui an-
nulent la forme D sont les constantes. Plus généralement, si X* n’est pas S-connexe,
les fonctions qui annulent D sont constantes sur chacune des « composantes S-connexes »

de X*; en particulier elles sont nulles sur la composante S-connexe du point .

REMARQUE 3. Soit D une forme de Dirichlet définie positive sur X ; pour tout

couple de points x et y de Pespace complété X* on définit deux nombres :

g(z, y)= sup |u(@) —u(y)]
D)<l

k 1 3
p(x, y) =inf [ > ——~——]
& )

i=18(zio1,

ot © désigne une suite de points x=2,, 2,, ...,2%=y de X*; ces fonctions p et q sont
des distances sur X*, satisfaisant a Uinégalité q(x,y)<p(x,y) pour tout couple x,y € X*.
En effet p est une distance sur X*, car p® en est évidemment une. D’autre

part x et y étant donnés, il existe une fonction u de & avec D(u)=1, telle que
gz y) =|u@-u@)|<|u@-u@E)|+|u@E)-u@)|<q@2)+q9(y)

pour tout z € X*; donc ¢ est une distance sur X*. Enfin si {x=2, 2, ..., %=y} est

une suite de k+ 1 points de X*, tous distincts, satisfaisant 3

p2(x’ ?/)= % —1_
i1 S (-1, z)

on a, pour toute fonction » de £ (inégalité de Cauchy-Schwarz):

k
lut@) ~u@)]< 2 [uEa) - u@)]

k N 3 k 1 3
< [zls(zi-l, z) | u(2i-1) — u (2:)] ] [El S 2 Zi)]
<VD(u)p(z,y)

d’ot résulte la proposition énoncée. Pour des raisons évidentes on peut appeler ¢ (z, y)

la distance extrémale entre les points = et y.
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Observons encore que les. nombres p(z, y) et g(x,y) peuvent étre définis dans le
cas plus général d’une forme de Dirichlet qui n’est pas nécessairement définie posi-
tive, & condition d’admettre éventuellement la valeur + oo; pour que la forme en
question soit définie positive, il faut et il suffit qu'on ait ¢(z, xy) < oo pour tout
z€ X, ou, ce qui revient au méme, p(x, x,) < o pour tout x € X ; cela exprime mani-

festement que X* est S-connexe.

Terminons ce paragraphe par une définition:

DEFINITION 2. On appelle semi-norme (resp. norme) de Dirichlet la racine carrée
d’une forme de Dirichlet quelconque (resp. définie positive). L'espace &, muni d’une

norme de Dirichlet, est appelé espace de Dirichlet sur X.

2. Principe des condensateurs

On se donne une forme hermitienne définie positive sur 'espace vectoriel & :
H(w) = [[ A y) @) uy) dudy. (1)

Normé par ||u||=[H (»)]}, € est un espace hilbertien (unitaire) qu’on appellera H;
on notera

(u,0)= [[ Az, 9) 5(@) u(y) dzdy
le produit scalaire associé & la norme.

On appellera A le laplacien associé & H; rappelons qu’il est défini par
Au(@)= [ Al y)uly)dy.

DEFINITION 3. On dit que le principe des condensateurs est satisfait si, quels
que soient les sous-ensembles disjoints E (non vide) et F de X, il existe une fonction

réelle w de & satisfaisant &:

(@) w(x)=1, Au(z)=0 pour tout z€E,
(b) u(x)=0, Au(x)<0 pour tout z€F,
(¢) 0<u(x)<1, Au(x)=0 pour tout ¢ E U F.

Pour donner une définition plus voisine de I’énoncé d’électrostatique rappelé dans
Pintroduction (théoréme des condensateurs) il conviendrait d’appeler noyau associé a
Pespace H l'opérateur linéaire G inverse du laplacien, qui existe puisque la forme H

est définie positive. Toute fonction » de £ peut alors s’écrire u=Gf, avec f=Au,
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et étre considérée comme le G-potentiel engendré par f. On évitera de parler du noyau,
sauf au paragraphe 6 qui lui est consacré.

Le cas particulier ol ’ensemble F' est vide est ’énoncé du principe d’équilibre :

DEFINITION 4. On dit que le principe d’équilibre est satisfait si, quel que soit
le sous-ensemble E de X, il existe une fonction réelle u de & satisfaisant a:

(@) w(@)=1, Au(z)>0 pour tout z€E,
(b) 0<u(2)<1, Au(x)=0  pour tout z¢ K.

Une telle fonction u, si elle existe, est unique; on V'appelle potentiel d’équilibre de E.

THEOREME 2. Pour que Uespace H soit un espace de Dirichlet, il faut et il suffit
que le principe des condensateurs soit satisfait.
Supposons en effet que H soit un espace de Dirichlet. Soient F et F deux sous-

ensembles disjoints de X, £ non vide. L’ensemble
A={v|Rev>1 sur E, Rev<O0 sur F}

est un sous-ensemble fermé, convexe, non vide de H; soit u 'unique élément de 4
dont la norme soit minimum; si 7', désigne la projection sur le segment-unité, on a
T.u€A et | Tsu||<||%|, dot w=T,u, et par conséquent u est réel compris entre
Oet 1, u=1 sur B, =0 sur F.

Soit alors w une fonction de H satisfaisant & Re w>0 sur £, Re w<0 sur F;
on a par définition [|u+hw|>|u]| pour tout A réel >0, Aot Re (u,w)>0, ou
encore, en posant Awu=7f:

Re [ f(x) @ (x)dz>0.

L’arbitraire dans le choix de w permet de conclure que la fonction f est réelle >0
sur B, <0 sur F, nulle hors de £ et F; la condition est donc nécessaire.
Supposons inversement que le principe des condensateurs soit vérifié. La fonction
u satisfaisant aux conditions de la définition 3 lorsque E est réduit 4 un point z et
que F est le complémentaire de E n’est autre que f,, fonction caractéristique de
I'ensemble E ={z}; donc, d’aprés la condition (b) de la définition 3, A(z, y)=Af,(y)
est réel <O pour tout y=+a. D'autre part la fonction satisfaisant aux hypothéses de
la définition 4 pour F=X est la fonction ¢ identique & 1; on doit donc avoir
Ag(x)>0 pour tout z (condition (a) de la définition 4), d’ou f A(x,y)dy >0 pour
tout x. Ces inégalités entrainent que H est un espace de Dirichlet (remarque 1 du

paragraphe 1). La condition est donc suffisante.
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Il est intéressant d’observer que dans la premiére partie de la démonstration on
a seulement utilisé le fait que la contraction T, diminue la norme dans H ; cette seule
hypothése entraine donc que H est un espace de Dirichlet. La contraction {—>|(|

ne posséde pas cette propriété « universelle » de la contraction T (voir § 1, remarque 2).

3. Principe de I’enveloppe convexe

Donnons-nous comme précédemment un espace hilbertien H, obtenu en munis-
sant £ d’une norme [|u|| telle que

lulPf= [ Az, p) a(@) uly) dedy.
On note (u,v) le produit scalaire associé, A le laplacien associé.

DEFINITION 5. On appelle spectre d’'une fonction w de H et on note o (u) Uen-
semble des points x € X en lesquels Au(x) est différent de 0.
Le spectre est donc le «support» de la fonction f=Aw. Une fonction € H est

bien déterminée par les valeurs qu’elle prend sur son spectre (c’est immédiat).

DEFINITION 6. On dit que le principe de Denveloppe convexe est vérifié si, quelle
que soit la fonction w de H, Uensemble des valeurs u(x) est contenu dans le plus petit
polygone convexe du plan comj)lexe contenant Uorigine et les valeurs prises par w sur
son spectre.

On peut dire: pour toute fonction u de H, l'image de X par w est contenue
dans l'enveloppe convexe de l’ensemble constitué par l'origine du plan complexe et
Pimage du spectre.

Une conséquence de ce principe est le principe du maximum classique : le maxi-

mum du module de toute fonction u de H est atteint sur le spectre de wu.

THEOREME 3. Pour que Uespace H soit un espace de Dirichlet, il faut et il suffit
que le principe de l'enveloppe convexe soit satisfait.

Supposons en effet que H soit un espace de Dirichlet. Soit u € H, de spectre
o (u); soit P, I'enveloppe convexe de l’ensemble constitué par 0 et les nombres u (),
avec x€o(u) : soit T la contraction normale qui consiste & projeter sur P, tout point

du plan complexe. Comme on a T u(x)=wu(z) pour tout x€c(u), on peut écrire:
(u, Tu)= fAu(z)Tu(x)dx= fAu(av)17x)dacz[[u[[2

d'ol llw—Tulf =|[«|~2 Re (v, Tu) + || Tu|f= —||u[*+]| Tu|?



212 A. BEURLING ET J. DENY

et cette derniére quantité est <O puisque T est une contraction normale; on a done
Tu=wu, ce qui prouve que le principe de ’enveloppe convexe est satisfait; la condi-
tion est donc nécessaire.

Supposons inversement que le principe de 'enveloppe convexe soit satisfait. Ob-
servons d’abord que cela entraine que toute fonction u € H & laplacien réel est réelle
(i1 suffit de le vérifier lorsque Au=f, fonction caractéristique de {x}; dans ce cas
on a u(z)=||u|*>0, donc u est & valeurs réelles >0).

Soient alors E et F deux ensembles disjoints, avec £ non vide. Si u est 1'élé-

ment de norme minimum de l’ensemble convexe
A={v|Rev=1 sur E, Rev<0 sur F}
on montre, comme pour le théoréme 2, qu'on a
Re [Au(z)@(@)dz>0

pour toute fonction w de H avec Re w>0 sur E, Re w<O0 sur F; cela entraine que
Awu est réelle, >0 sur B, <0 sur F, nulle hors de E et F; donc u est réelle et son
spectre est contenu dans la réunion de E et F.

Comme u est la fonction de norme minimum de l’ensemble convexe 4, on a
||%*]| <Re (u,v) pour toute v € 4; en particulier si on prend v=1 sur E, v=0 sur F,
il vient

Ju@Au@)de< [Au(@)da.
E

Puisque u est réelle et >1 sur 'ensemble des points ou Au est >0, <O sur I'en-
semble des points ot Awu est <0, la relation précédente est nécessairement une éga-
lité, et on a: u(zx)=1 pour tout x€E No(u), u(x)=0 pour tout x€F no(u); le
principe de l'enveloppe convexe entraine qu'on a O<wu(x)<1l pour tout x, et par
suite que » satisfait aux conditions de la définition 3; le principe des condensateurs
est donc vérifié, et le théoréeme 2 montre que H est un espace de Dirichlet; la con-

dition est donc suffisante.

4. Potentiels purs; principe du balayage

Soit H I’espace hilbertien obtenu en munissant & d’une norme hilbertienne ||u|f;

soit A le laplacien associé.

DErINITION 7. On dira qu'un élément w de H est un potentiel pur st la fonc-
tion Au est réelle >0.
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Si on appelle noyau 'opérateur linéaire G inverse de A, cela revient a dire que

% est le G-potentiel engendré par une fonction positive.
LevME 1. Pour que w€ H soit un potentiel pur, il faut il suffit qu'on ait
lutvl|=v]l
pour toute v € H avec Re v=0. ’
La condition est évidemment nécessaire; montrons qu’elle est suffisante: si

|lw+v||=]||%|| pour toute v avec Re v>0. on a, en remplacant v par kv (avec k>0),

et en faisant tendre A vers O:
Re [Au(z)d(x)dz=Re (u,v)>0

cela entraine que Aw est réelle >0.

LMz 2. 81 la contraction C—~>|C| diminue la norme de tout élément de H, les
potentiels purs sont réels >0.

En effet le lemme 1 montre que % est 'unique élément de norme minimum de
I'ensemble convexe {v|Re (v—u)>0}; comme || est dans cet ensemble et a une
norme < | u|l par hypothése, on a u=|u|, d’ol le résultat.

On obtiendrait évidemment des énoncés analogues en remplagant la contraction
{ || par toute autre contraction transformant le plan complexe en I'axe réel positif
et laissant invariants les points de cet axe, par exemple la contraction {— Re* [;
d’autre part on sait que si la contraction 7', diminue la norme, toute contraction
normale diminue la norme, donc les potentiels purs sont réels >0, ce qui peut ce

voir directement en observant qu'on a Re® (£)=lim n T, ({/n).
n—>o0

LeMME 3. St Iz contraction (|| diminue la morme de tout élément de H,
Venveloppe inférieure de deux potentiels purs est un potentiel pur.

Soient en effet w et » deux potentiels purs; soit f 1’élément de norme minimum
de P’ensemble fermé convexe non vide

B={w|Re w>inf (u, v)}.

Pour toute g€H avec Reg>0 on a f+g€B, done ||[f+g|/=]lf] et par suite f est
un potentiel pur (lemme 2). ‘

ut+f |u—f|
2 2

{{lw —Fll|<||u—f|| (puisque la contraction {->|{|| diminue la norme) et

La fonction inf (u,f)= est dans B; tenant compte des relations

(u'l'f, lu—f|)>(u+.f! u_.f)

(puisque w—+f est un potentiel pur), il vient:
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4[linf (u, HIF=Nw+ P+ u—fl" -2 @+f ju—fl)
<llutfIP+lu—fIP-2@+f, u—fH=4|f|P

On a done ||inf («, f)||<||f]| et, d’aprés la définition de f comme élément de norme
minimum, inf (,f)=f. On a de méme inf (v, f)=f, d’ou f<inf (%, v); mais comme

/ est dans B il vient finalement f=inf (u,v) d’ou le lemme.

DiriNiTION 8. S0 les potentiels purs sont réels, on dit que le principe du ba-
layage est satisfait si, quel que soit le potentiel pur u et le sous-ensemble E de X, il

existe un polentiel pur u' satisfaisant &
(a) Awu' est nulle hors de E.
(b) v (x)<u(x) pour tout x€X.
(¢) w(x)=u(x) pour tout x€E.

Le potentiel «’ 8’il existe, est unique; on V'appelle pofentiel balayé de v sur E.

DErFINITION 9. L'espace H est appelé espace de Gauss-Poincaré $'il satisfait

aux trois conditions suivanies;

(a) les potentiels purs sont réels =0;
(b) le principe du balayage est satisfait;

(c) le principe de Uéquilibre est satisfait.

THEOREME 4. Pour que lUespace H soit un espace de Dirichlet, il faut et il
suffit que ce soit un espace de Gauss-Poincaré.

Supposons en effet que H soit un espace de Dirichlet; on sait que les potentiels
purs sont réels >0 (lemme 2) et que le principe d’équilibre est satisfait (théoréme 2);
montrons que le principe du balayage est satisfait. ;

Si % est un potentiel pur et si E est un sous-ensemble de X, l'unique élément

%' de norme minimum de ’ensemble fermé convexe non vide
U={v|Rev=>u sur E}

satisfait aux conditions de la définition 8. En effet si Re w est >0 sur E, on a
w +hw€U pour tout h réel >0, d’ou ||w' +hw||>|w'|| et finalement (pour h tendant

vers 0)
Re [ Aw (x) @ (x)dx = Re (u', w)>0

ce qui entraine Au >0, Au' =0 hors de E. Evidemment le potentiel pur %' est >u

2

sur E; il reste & vérifier qu'on a ' <wu partout; or, d’aprés le lemme 3, f=inf (u, «')
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est un potentiel pur, donc ||f||<||#||; comme f est dans U il est identique & 1’¢l¢-
ment de norme minimum #'. La condition est donc nécessaire.

Supposons inversement que H soit un espace de Gauss-Poincaré; comme les po-
tentiels purs sont réels la fonction A associée au laplacien est a valeurs réelles.

Soit u le potentiel pur engendré par la fonction caractéristique f, de l’ensemble
{x} (Au=/,), soit w' le potentiel balayé sur le complémentaire de {x}; par définition
du balayage w—u'=hf,, ol h est une constante strictement positive; on a done
Az, y)=Af,(y) <0 pour tout y=+=z.

Enfin le potentiel d’équilibre de l'espace X tout-entier étant la fonction ¢ iden-

tique & 1, on a Ag(x)>0 pour tout z, d’ou fA(z, y)dy =0 pour tout z.

Ces propriétés sont caractéristiques du laplacien associé & un espace de Dirichlet
(remarque 1, §1); la condition est donc suffisante.

Dans la premiére partie de la démonstration, on a seulement utilisé la contrac-
tion {—|{| pour prouver que dans un espace de Dirichlet le principe du balayage

est satisfait; on peut donc énoncer, compte tenu de la remarque 2 (§1):

REMARQUE 4. Pour que la contraction {—|{| diminue la norme des éléments
de H, il faut et il suffit que les potentiels purs soient réels >0 et que le principe du
balayage soit satisfait.

Une autre démonstration du principe du balayage lorsque la contraction {—|[{|

diminue la norme consiste & utiliser le principe de domination, conséquence facile du

«principe de lenveloppe inférieure» (lemme 3), que nous nous bornons & énoncer:

REMARQUE 5. 8i la contraction {—|(| diminue la norme des éléments de H,
et si u et v sont deux potentiels purs tels que u<v sur le spectre o(u), alors u<vo

partout.

~

5. Systémes linéaires associés a ume forme de Dirichlet
On se donne une forme hermitienne H sur £
Hw=[A@ y)alz)u(y)dedy iy
et on appelle A le laplacien associé; on notera I opérateur-identité sur &£.

DeriNiTION 10. On dira quw'un opérateur linéaire A sur £ est positif s’il trans-
forme toute fonction réelle >0 en wune fonction réelle >0; on dira que A est sous-

markovien si, en outre, il transforme toute fonction réelle <1 en une fonction réelle <1.
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On évitera de confondre opérateur positif et opérateur hermitien positif; pour
que 4 soit positif, il faut et il suffit que la fonction associde A (z,y) soit & valeurs
réelles >0; pour que A soit sous-markovien, il faut et il suffit qu'on ait en outre

JA(x, y)dy<1 pour tout x€X, ou encore A (z)<1 pour tout z € X, ¢ désignant
la fonction identique a 1 sur X.

Evidemment si A est sous-markovien, il en est de méme de A" pour tout en-
tier n>0.

Cette définition va nous conduire 3 une caractérisation utile des laplaciens as-

sociés & une forme de Dirichlet:

LeMME 4. Pour que Vopérateur linéatre A soit le laplacien associé & une forme
de Dirichlet, il faut et il suffit qu’il existe un nombre réel a>0 et un opérateur sous-

markovien symétrique A tels que Uon ait
A=a(l—-A). (2)

En effet si A est associé & une forme de Dirichlet, il suffit de choisir

az=sup A (x, x),
reX

et alors on a, d’aprés la remarque 1 (§1):
A@,y)=—a*Ax,y)>0 pour x+y,
A@,2)=1—-a*A(x,2z)=0 pour tout z,
fA(w,y)dy=l—a‘1fA(x,y)dy<l pour tout x,

ce qui exprime que A est sous-markovien symétrique; donec la condition est néces-

saire; la méme remarque 1 montre que la condition est évidemment suffisante.

Proposons-nous maintenant d’étudier 1'équation
u+AAu=f (3)

ou [ est donnée dans &; cette équation représente un systéme de n équations liné-
aires 4 n inconnues.

Si A est hermitien positif, I’équation (3) admet une solution et une seule
u=R;f pour tout >0 et toute f€E; on va énoncer des propriétés importantes de

Ri lorsque A est le laplacien associé & une forme de Dirichlet.

THEOREME 5. Pour que H soit une forme de Dirichlet, il faut et il suffit que

RBRy=I +AA)" existe ef soit sous-markovien pour tout A>0.
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Supposons en effet que H soit une forme de Dirichlet; comme A est hermitien
positif, Ri=(I+AA)™' existe pour tout A>0. Si f est donnée dans &, v/’ =R;f est

Punique élément de £ qui rende minimum la fonctionnelle quadratique
Fw=21H@+ [lu@-~f@)[ds,

car si on introduit la forme de Dirichlet définie positive D;(u)= f |u(z)Pdx+ A H (u)

on peut écrire
F (u) =Dy (u— o) + F (of).

Soit alors T une contraction normale du plan complexe, telle que f=Tf; on a
évidemment F(Tu)<F (u), done TvP =v{® d’aprés la propriété de minimum de v{.
Si donc f est a valeurs réelles comprises entre 0 et 1 (f=7,f), il en sera de méme
de of°=R;f, ce qui prouve que R; est sous-markovien. La condition est donc né-
cessaire.

Si inversement R; est sous-markovien pour tout A>0, Popérateur A est limite,
pour A tendant vers 0, des opérateurs (I — R;)/A qui sont des laplaciens associés &
des formes de Dirichlet, d’aprés le lemme 4; donc H, qui est limite de formes de
Dirichlet, est elle-méme une forme de Dirichlet, et la condition est suffisante.

Parallelement & I'équation (3), on peut étudier 1’équation

ou
Au+—=0, 4
+o (4)
ou { est un paramétre réel qu’on interpréte comme le temps; cette équation, qui
représente un systéme différentiel & coefficients constants, peut étre a,ppélée équation
de diffusion relative & Popérateur A.
La solution % (z, t) de I'équation (4) qui satisfait & la condition initiale « (x, 0) = f (x),

ou [ est donnée dans &€, est, comme il est bien connu,
u(x, t) =4 f(x).

Nous allons étudier les relations entre les propriétés de la forme (1) et celles de
Popérateur e7*4.

THEOREME 6. Pour que H soit une forme de Dirichlet, il faut et il suffit que
e t2 soit sous-markovien pour tout nombre réel £ 0.

Si en effet H est une forme de Dirichlet, le laplacien associé A est de la forme
a(l~A), ot @ est réel >0 et 4 sous-markovien; donc e ?2=¢7?%¢%4 est un opéra-
teur positif; d’autre part si ¢ désigne la fonction identique & 1 sur X, on a:

15 — 665064 Acta mathematica. 99, Imprimé le 10 juin 1958
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0 n_ n n
g =ete 3 UL

9 (r)y<eteefo=1,
n=0 N:

A est sous-markovien pour tout

car A" est sous-markovien pour tout n>0; donec e
t>0, A est limite, pour ¢ tendant vers 0, des opérateurs (I —e~?%)/t, qui sont des
laplaciens associés & des formes de Dirichlet (lemme 4); la forme H étant limite de
formes de Dirichlet est elle-méme une forme de Dirichlet, et la condition est suffisante.

Remarquons que les théorémes 5 et 6 se déduisent immédiatement 1’'un de 'autre

grace aux formules connues:

1 [ iasd
e A =1lim (R)*; R;————fe t(A+1)dt.
k—>00 k }.
0
Outre les équations (3) et (4) il serait intéressant d’étudier, lorsque A est le
laplacien associé & une forme de Dirichlet, les propriétés particuliéres de I’équation
« hyperbolique »
Pu
—=0
Au+ Pre

et de ’équation de « Schroedinger »

Au+(f—-ANu=0 (6)

Y

ou f est >0; parmi les problémes liés & cette équation, signalons notamment la ré-
cherche des fonctions f pour lesquelles le spectre de (5) est constitué par n nombres
donnés.

Pour achever ce paragraphe, nous allons réunir en un seul énoncé les principaux
résultats obtenus jusqu'a présent:

Soit H wun espace hilbertien obtenu en munissant & d'une norme hilbertienne; soil

A le laplacien associd; les huit propositions suivantes sont équivalentes:

I. H est un espace de Dirichlet.
II. La norme dans H a Uexpression suivante:

llulf= [ 8 9)|u@ -u@)Pdzdy+ [m()|u(@) dz,

ot les nombres 8 (x,y) et m(x) sont tous =0.
III. Le laplacien est de la forme A=a(l—Ad), o a est réel >0 et A sous-
markovien.
IV. Le principe de Uenveloppe convexe est satisfat.
V. Le principe des condensateurs est satisfait.
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VI. H est un espace de Gauss-Poincaré.
VIL. L'opérateur e est sous-markovien pour tout nombre t>0.
VIII. Lopérateur (I+AA)™' est sous-markovien pour tout mombre A>0.

6. Noyau associé & un espace de Dirichlet

Soit D un espace de Dirichlet, dont la norme ||| est définie par

lulf =D ()= [[ Az y) & (@) u(y) dzdy,
et soit A le laplacien associé.
On appellera noyau associé & D lopérateur lindaire G =A™, autrement dit Din-
verse du laplacien; G existe, car la forme D est définie positive.
Les potentiels purs dans D ne sont autres que les fonctions de la forme Gf,

avee f>=0; il résulte donc du lemme 2 (par exemple) que le noyau est -positif.

TaRoREME 7. Pour qu'un opérateur linéaire G sur £ soit le noyau associé @ un

espace de Dirichlet, il faut et il suffit qu’il soit de la forme
1 o0
G== > 4*
a kgo

ot a est un nombre réel >0 et A un opérateur sous-markovien symétrique n’admettant
pas la valewr propre 1.

En effet si D est un espace de Dirichlet, le laplacien associé est de la forme
A=a(l—A), ol a est réel >0 et A sous-markovien symétrique (lemme 4); comme
A est inversible, 4 n’admet pas la valeur propre 1. Le noyau @, inverse de A,

satisfait a
aG(I—-A4)=1

p-1
d’ou: aG@—aQA= 3 A*:
k-0

comme G est positif, G A" est positif et décroit lorsque p croit; la série D A* est
donc convergente, et A4”, donc aussi G A4®, tend vers 0 lorsque p tend vers 1l'infini.
On a donec G=a"'3 A* et la condition est nécessaire.

Soit inversement un nombre réel a >0 et un opérateur sous-markovien symétrique
A n’ayant pas la valeur propre 1; la forme hermitienne D dont le laplacien associé
est A=a(I— A) est une forme de Dirichlet (lemme 4), qui est définie positive; d’a-
prés la premiére partie de la démonstration la série > A* converge et G=a"' > 4*
est le noyau associé & lespace de Dirichlet défini par la forme D; la condition est

done suffisante.
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THEOREME 8. 8¢ G est un noyau associé ¢ un espace de Dirichlet, il en est de
méme de G*, avec 0<a<1.

En effet l'inverse du noyau G est de la forme A=a(l— A), avec a réel >0
et 4 sous-markovien n’ayant pas la valeur propre 1; donc A*=a*(I— A4)* s’écrit

a*(I—A4,) avec
o (e —1)

Ay,=ad4— 2

A4 ..
on vérifie aisément que cette série & coefficients tous positifs est convergente et re-
présente un opérateur sous-markovien symétrique, n’ayant pas la valeur propre 1;
donc A* est le laplacien associé & un espace de Dirichlet (lemme 4) et son inverse
G* est le noyau correspondant.

Ce théoréme peut encore s’énoncer : si G est un noyau associé & un espace de
Dirichlet, il existe une famille de noyauxr G,, 0<a <1, associés & des espaces de Di-

richlet, satisfaisant a
Go=1I, G1=G, G.G5=0Cup 0<a 0<f, a+p<1).

Un résultat analogue est bien connu en théorie newtonienne (formule de Marcel Riesz).

N e

Signalons une intéressante expression du noyau G%, facile & justifier:

1
G*=—— | e2t* ' dt (O<a<l).
F ¢ O=as<b
0
Observons encore que si A est le laplacien associé & une forme de Dirichlet

semi-définie, il en est de méme de A% avec 0<a<1.

7. Probléme de Dirichlet; fonction de Green

Soit H VPespace hilbertien obtenu en munissant € d’un produit scalaire (u,v);
soit A le laplacien associé.

Si f est une fonction définie sur un sous-ensemble E de X, on appelle probléme
de Dirichlet (pour l'opérateur A et la donnée-frontiére f sur E) la recherche de la
fonction » satisfaisant a:

u(x)=f(x) pour tout z€E
Au(x)=0 pour tout = ¢ E

cette derniére condition pouvant s’écrire o (u)< K.
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Ce probléme admet une solution et une seule : la forction w de norme minimum
parms celles qui sont égales & f sur E; en effet, pour toute v € £ nulle sur X et tout
nombre complexe h, on a [lu+hv|>|lull, dot [Au(z)é(x)dr=(u,v)=0 ce qui
entraine Au=0 hors de E; u est donc une solution du probléme de Dirichlet, et
c’est la seule.

La valeur en un point z€X de la solution du probléme de Dirichlet pour la
donnée-frontiere f sur £ est une fonctionnelle linéaire de f; il existe donc une fonction

o, définie sur E telle que la solution du probléme de Dirichlet s’écrive

u(@)= [ fy) e () dy

quelle que soit la donnée f. La fonction «,(y) des deux points x € X et y € E sera

appelée noyau de Poisson; on notera parfois
“z(?/)=P(95’ y)

et la définition peut étre étendue aux points y ¢ E, en posant dans ce cas P(x, y)=0.
Si z est dans K, on a évidemment P(z,y)={,(y), ou f, est la fonction caractéris-
tique de {x}.

THREOREME 9. Si H est un espuce de Dirichlet, le noyau de Poisson P (x,y) est

>0 et satisfait & f Pz, y)dy <1 pour tout x€ X ; si u est un potentiel pur, la fonction

w (@)= [P, y)uly)dy

n'est autre que le potentiel balayé de u sur E.

La premiére partie de l’énoncé résulte immédiatement du principe de Fenveloppe
convexe, qui entraine que si f est une fonction définie sur E, a valeurs réelles com-
prises entre 0 et 1, la solution du probléme de Dirichlet pour donnée-frontiére f sur
E est a valeurs réelles comprises entre 0 et 1. Pour achever, il suffit d’observer que
la fonction ' de 1’énoncé et le potentiel balayé de w sur E ont mémes valeurs sur
I'ensemble B qui contient leurs spectres; elles sont donc identiques.

On peut observer que la fonction fP(x, y)dy n’est autre que le potentiel d’équi-
libre de E.

On appellera noyau de Green du sous-ensemble ¥ de X le noyau @' défini sur
I'espace produit Y xY par

G (x,y)=G(x,y)— G o (y)

ou «,(y) est le noyau de Poisson relatif & I’ensemble E-complémentaire de Y.
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G’ peut étre défini sur XxX en posant G'(x,y) =0 si x ou y€E; avec cette

convention on a. le résultat suivant;
LeEMME 5. Soit fEE; si on pose u=Gf, on a la relation
G| () =u(z)—u ()

ou u' est la solution du probléme de Dirichlet pour la donnée-frontiére u sur E.

En effet on a G (x,y)=G(x,y)—9g(x,y), avec

g9z, y)=Ga,(v)= [ Gy, 2) o, (2) dz,
doit @ f@)=u@) - [[Cy 2 a @) fy)dydz
—u(z)— [u(z)a, () dz=u(z)— o (z).

TEEOREME 10. Si H est un espace de Dirichlet sur X, le noyau de Green re-
latif & un sous-ensemble Y est le noyaw associé & un espace de Dirichlet sur Y.

Soit en effet F l'espace des fonctions 3 valeurs complexes définies sur Y; pro-
longeons toute fonction uw€F en une fonction 4 €E en posant % (x)=0 pour tout
point z du complémentaire £ de Y. Le nombre ||u|y=||%|| définit évidemment une
norme de Dirichlet sur F, et le laplacien (sur F) associé & cette norme est défini
par la fonction A’(x,y), restriction de A (x,y) & l'’ensemble Y x Y.

Tout revient donc & montrer que @ est U'inverse de A’; or, pour toute fonction

u de F, on a, en posant A'u=f et v=G7J:
GAu@)=Gfx)=v(@)—v' () (@*ET)

o1 v' est la solution du probléme de Dirichlet pour donnée-frontiére » sur £ (lemme 5).
Or si on pose fy=Ad~—f, il vient v=d—GQf, don v =(4) —(Gf); mais (&),
solution du probléme de Dirichlet pour donnée-frontidre @ =0 sur E, est nulle;
d’autre part (@f,) est identique & Gf,, puisque le spectre de cette fonction est con-
tenu dans E; finalement il vient v—v =4, d'ot G'A’u=u pour toute u€F et ¢
est bien l'inverse de A’.

Il résulte du théoréme 10 que le noyau de Green est symétrique, positif et de

type positif, ce qu’il était aisé de vérifier directement.

8. Exemples

A

L’expression (2') des formes de Dirichlet fait songer & un schéma trés simple
d’électrodynamique qui va nous fournir un premier exemple d’espace de Dirichlet

sur un espace fini. Considérons n+1 points zy, x,, ..., %, de lespace ordinaire; on
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relie certains couples de points a;, z; par un fil électrique de résistance R (x;, x,)%
1/8 (z;, z;). Si on maintient les points z; & des potentiels fixes wu(z;), avec u(z,) =0,
un courant électrique va circuler dans certains fils, et I’énergie électrodynamique du

systéme n’est autre que

Ew=1}[ [Sy|u@-uyldzdy,
Xe X+
o X* est l'ensemble constitué par les n+1 points z; (on a posé S(x,y)=0 si les
points = et y ne sont pas reliés directement par un fil).

Cette expression ayant la forme (2'), I'énergie E (u) est donc une forme de Di-
richlet sur I’ensemble des potentiels u. Pour que cette forme soit définie positive, il
faut et il suffit, d’aprés le théoréme 1’, que le systéme de fils soit connere. La dis-
tance p, définie au paragraphe 1 (remarque 3) sinterpréte ainsi : p®(x,y) est le
minimum des résistances totales des chaines constituées par des fils du systéme joi-
gnant x et y (directement ou non). Quant au nombre ¢*(z, x,), c’est la résistance to-
tale du systéme «entre les points x et x,» : en effet si on maintient les points z,
et x aux potentiels respectifs 0 et u, les autres sommets étant libres, I'intensité totale
du courant qui entre ou sort des sommets z, et x est u/q*(x, z,).

Voici un autre exemple, tiré de considérations d’électrostatique : prenons n con-
ducteurs isolés dans I'espace ordinaire, z;, z,, ..., z,, sur lesquels des charges électriques
sont réparties de fagon que le potentiel total w ait une valeur constante w(x;) sur
chacun des conducteurs z;. Si on note u(x;) la masse totale des charges réparties sur
z;, V'énergie électrostatique du systéme peut s’exprimer par l'une ou 'autre des formes

suivantes -
Ew)=3}[]A@ y)u)uly)dcdy (6)

=3[[Ble,pu@ulydedy,

les intégrales étant étendues & l'ensemble X constitué par les » « points» z;.
La forme (6) est une forme de Dirichlet, car il est bien connu que l’énergie

totale du systéme est donnée par l'intégrale

E(u)z% flgrad UM PdM,
R*

ot U est Punique fonction définie continue dans R? nulle 3 linfini, prenant la va-
leur u(z;) sur le conducteur x; (¢=1, 2, ..., n), harmonique en dehors des conducteurs
(pour éviter des complications inutiles, on supposera ces conducteurs bornés et limités

par des surfaces «assez régulitres». Or si T est une contraction normale du plan
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3

complexe, et si V est défini comme U, mais & partir des données-frontiere T u(x;),
on a, d’aprés les propriétés de la forme de Dirichlet classique (principe de Dirichlet,

et propriété relative aux contractions, rappelée dans l'introduction):

E(Tu)zi | grad V(M)]zdlll<—l— |grad TU (M)]Pd M
87 87
R? R

1
< 2 = .
Sn flgrad UM)PdM=E (u)
i

Le fait que F(u) soit une norme de Dirichlet entraine des inégalités concernant
d’une part les nombres B(x,y) (coefficients de potentiels du systéme de conducteurs),
d’autre part les nombres A4 (x,z) (coefficients de capacité) et A(x,y), avec x=+y (coef-
ficients d’induction). On retrouve ainsi des résultats connus en électrostatique, notam-

ment :

(a) les coefficients d’induction sont <0,

(b) pour tout conducteur z on a ii A (x, ) =0,

{c) les coefficients de potentiels B(x, y) sont tous = 0.

Les propriétés (a) et (b) traduisent les propriétés caractéristiques du «laplacien »
A (remarque 1, §1) et la propriété (c) exprime le fait que le «noyau» B est =0
(voir §6); il s’agit évidemment du laplacien et du noyau associés & l'espace de Di-
richlet défini par la forme 2 E (u).

Une variante du schéma précédent est obtenue en considérant un domaine w du
plan complexe, d’ordre de connexion n41; appelons z,, z,, ..., z, les composantes con-
nexes de la frontiére (on suppose qu’aucune d’elles n’est réduite & un point). Soit » la
fonction harmonique dans w, prenant les valeurs constantes u (x;) sur x; (1=0, 1, ..., n),
avec u(z,)=0. L'intégrale de Dirichlet de cette fonction « (étendue & w) est une forme
de Dirichlet définie positive sur l’ensemble des fonctions numériques définies sur
Pensemble X constitué par les « points» 2, x,, ..., z,. La considération des coefficients

de cette forme peut étre utile dans 1’étude du type conforme du domaine w.



