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Introduction

Cet article sera consacré au probléme suivant: f(x) étant une fonction périodique
de période 27 qui admet une k-idme dérivée continue (k=1,2,...) et P, (x\) un

polynome trigonométrique d’ordre n qui approche f(zx) & & prés:

max |f(x) — P, (x)|<e, (1)
quelle estimation supérieure peut-on donner pour la quantité

max |f® (x) — P (x)|?

Il est clair que la seule connaissance de ¢ ne suffit pas A résoudre ce probléme. Mais
si nous considérons la quantité E, (f*)(1) comme donnée, alors nous pouvons énoncer

la proposition suivante:

max |f* (z) — P2 (2) | < ¢; (k) [n* e + B, (f)] 2)

ou ¢, (k) est une constante qui ne dépend que de %k (voir le théoréme 1° du §.1).
L’inégalité (2) admet une localisation que nous présenterons dans le §.2.

On obtient des inégalités d’une forme plus simple si I'on mesure I'écart de la
fonction du polynome trigonométrique d’ordre n relativement & la meilleure approxima-

tion trigonométrique d’ordre n, c’est-d-dire si 'on compare les quantités

(1) Pour les notations voir la fin de cette Introduction.
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max |f(z)— P, ()] o 8K [[* (@)= PP (@) |

E,(f) E, ()

On trouve dans cet ordre d’idées que

max |f(z)— P, (2)[ <O B, (f) 3)

entraine
max | f® (x) ~ P2 () [ < ey (k) 6 B, (1) (4)
ol /cj (k) iest iune: constante qui ne dépend que' de k. Le. théoréme :2° du §.1.: fournit
pour ¢, (k) la. valeur 12- 2k, Dans le reste de cet ouvrage nous nous sommes efforeés
d’abaisser la valeur de cy (k) autant que possible. Dans ce but nous introduisons dans
le §.3. certaines moyennes des sommes partielles de la série de Fourier de f(z) qui
constituent une généralisation de la moyenne de Ch. de la Vallée Poussin. A ’aide
de certaines propriétés de ces moyennes, exposées dans le §.3., nous montrerons dans
le §.4. que O, log (k+1) eést une ‘valeur admissible pour c,(k) ou @, est une cons-
tante absolue. Encore mieux: si lon admet que dans (4) c,(k) soit aussi fonction

de n alors l'inégalité
max | (f*(z) ~ P” (¢) | < ©; log [min (k, n) +1]6 B, (/©) (8)
est valable (toujours dans I’hypothése (3)).

‘ L'un des auteurs du présent article, J. Czipszer, est parvenu & montrer par des
contre-exemples que la quantité @, log [min (k,»)+1] au second membre de (5) ne
peut plus étre abaissée, abstraction faite de la valeur numénque de @1 1)

Tous ces résultats sont valables aussi dans Despace L!, c’est-a-dire que nous
pouvons remplacer max |...| par ||...||, et B, par ES. Dans les espaces L”(1<p< oo)
on peut donner des estimations plus précises comme nous verrons dans 4.2, En effet
dans ces espaces ¢, (k) peut étre remplacé par une constante qui ne dépend que de p.

Remarquons encore que tout ce que nous venons de dire de l'estimation des
fonctions [ (z) — P(’" () est valable aussi_pour leurs conjuguées FP =)~ P"" (). .

Voici enfin les notations dont nous nous servirons au cours de cet ouvrage T
désigne Dl’ensemble des polvnomes tngonométmques d’ordre n. C désigne l’espace des

fonctions continues et périodiques de période 27 avec la norme | ]| = max | f(z)].

(1) Ajouté’ & Pépreuve: Entre temps, nous avons appris d’une lettre de M. le Professeur S. B.
Stechkine, datée ‘du’ 13.I1:.56. et adressée & M. le Professeur G.: Alexits, lequel :a: bien voulu nous la
remettre, que, M. A. L. Gareavi a exposé, dans une communication faite & la Société Mathématique
de Moscou sous le titre « Sur l’approx1mat10n des fonctions périodiques et de leurs dérivées par des
polyromes' trigonométriques » ‘(en russe), des resultats qui impliquent les prémiéres propositions ‘des
théorémes 1 et .4 du §, 4. ainsi que les contre-exemples relatifs mentionnés dans 'Introduction, Vu
que les resultats de M. Garcavi sont plus précis sur certains points que les nétres, nous omettons la
publication des contre-exemples.
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L? (1< p<oo) désigne l'espace des fonctions de période 27 4 p-itme puissance

intégrables sur (—a, 71) et mesurables, normé avec la norme
£l =[ [ 1t @ de]™.

L™ désigne l'espace des fonctions mesurables, essentiellement bornées périodiques

de période 27, normé avec la norme | f||c =vrai max |f(z)|. Soit

E,()=min [|f-U,|| (f€0), EP()=min|f-T,[, (fEL’ 1<p<oo).

8, (f, x) désigne la n-iéme somme partielle de la série de Fourier de f(z).

. Nous désignerons par «inégalité B, » (L<p< o) la relation ||U;||p<n||U,, Il
valable pour chaque U,€T,. L’inégaliﬁé Bw est due & S. Berﬁstein, voir ‘[2‘], pdﬁr
1<p< oo voir [12], §.3. pp. 19-28. '

Nous désignons par « inégalité B, » (1<p<oo) la relation ||Th|l,<n|U,ll,
valable pour chaque U, €T,. L’inégalité B., est due a G. Szego ([10]), pour 1< p< oo
voir [12], §.3., pp. 19-28.

Si dans une proposition le domaine de variation de n ou-de k n’est pas fixé,
alors cela signifie que le domaine de variation de n ou de k est I'ensemble des nom-

bres naturels.

§.1
1.1. TatoriEME 1° Soit f€C, P,€T, e

lf=Pall<e. (1)
Alors les inégalités suivantes sont valables :,
(|10 = PY|| <3~ 24k & + 4 B, (f), 2)
pourvu que [ existe et soit continue:
|7 — P|| <8+ 24w e +4 B, (), (3)
pourvu que [ existe et soit continue;
17~ Pull< A& log (n+1) +4 B, (), (4)

A désignant une constante universelle, pourvu que f soit. continue. -
g (x) étant une fonction de C, désignons par V,(g,z) (ou simplement par ¥V,(g))
la n-iéme moyenne de de La Vallée Poussin de la série de Fourier de g (x) c’est-a-dire

posons
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1 2n-1
Vn(g’ x) =- Z S,(g, x)
N yan
(cf. [11], Ch. IL.). On obtient les inégalités bien connues:
7. @l <3llgll (5)
ob lg-V.@ll<4E.(g) (6)
Rappelons que ¥, est une opération lindaire, c’est-a-dire

Va(Ai91+2292) =4,V (g:) + AV, (92)

(91,92 €C, 2, et A, étant deux nombres réels) et que Vopération V, et la dérivation,
ainsi que l'opération V, et la formation de la fonction conjuguée se laissent inter-
vertir, c’est-a-dire

Valg', 90)=él; V.(g,x), si ¢ (x) est continue

et Valg, 2)=V,(9,x), si §(x) est continue.

Rappelons encore V'identité
ViU, 2)=U, (x) (7
valable pour chaque U,€T,.
Aprés ces préliminaires, procédons 3 la démonstration du théoreme.
On a d’aprés (1), (5) et (7)
Ve (f) = Pall<3e. (8)

ad (2). Appliquons linégalité B, au polynome trigonométrique V,(f)— P, & ordre

2n—1; il en résulte
|75 (fy — PSP <3-2nke. 9)

(6) fournit pour g=f* I'inégalité

11 = Vo (1) | < 4 B, (19). (10)
(2) résulte de (9) et (10) en vertu de lidentité V,(f®)=VP (f).
ad (3). A l'aide de l'inégalité ﬁw on déduit de (8)

V& (f)— PE|| <32 n¥e. (11)
(6) fournit pour g=7F* I'inégalité

179 = Vo (F9) | <4 B, (). (12)

(3) résulte de (11) et (12) en vertu de Pidentité V,(f®)= VP (f).
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ad (4). Nous partons de l'inégalité bien connue
[Tall<alog (n+1)]| U, || (13)

ol ¢ est une constante universelle et U, est un élément arbitraire de T,.
Il s’ensuit de (8) en vertu de (13) que
IV.(f) — Pu]|<3aelog 2n<6aclog (n+1). (14)
D’aprés (6) on a
- VuDll<4E, (). (15)

En comparant (14) et (15) et en tenant compte de I'identité f’,, H=V,(f, on
trouve (4) avec A=6a.

1.2. Nous allons modifier quelque peu le théoréme 1° (abstraction faite de I'iné-
galité 1.1. (4)). Citons & cet effet les inégalités

T

B (@) < iy Bn (0) (1)
et B ()< oy Ba ), @)

valables pour chaque ¢ €€ qui admet une k-iéme dérivée continue. Ces inégalités se
laissent déduire par une méthode bien connue des inégalités

Ba0) <5l ®

7T
N —" || g

valables pour chaque g € C qui admet une k-iéme dérivée continue, dues & Favard et
Achyeser. (1)
Substituons maintenant 6 E,(f) & ¢ dans 1.1. (1). On obtient alors les quantités

3-250*0E,(f) +4E,(f®) et 3-24*8E,(f)+4E,(f*®)
aux membres droits de (2) et (3). En appliquant (1) & f et (2) & f, on voit que ces
quantités sont majorées par (3-27zd+4)E, (f®), resp. par (3-2°nd+4) E,(f®) et en
tenant compte des inégalités triviales d>1 (si E,(f)+0), 3:-2*n+4<12-2*% on voit

qu'elles sont majorées & plus forte raison par 12-2%8 E, (f*), resp. par 12-2¢ E,, ().

() Voir, pour (3) et (4), [1], pp. 195-199 et [3], pp. 219, 250, 251, pour (1) et (2), [9], pp. 198,
199. Dans les passages cités nous trouvons, au lieu de 7 et } 7, des constantes qui dépendent de k.
En posant 7, resp. 37, nous avons remplacé ces constantes par une de leurs bornes supérieures.
Remarquons que (1) et (2) sont valables aussi avec 47 au lieu de 7, mais nous n’insistons pas sur ce

point.
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Ainsi nous pouvons énoncer le théoréme suivant: -
THEOREME 2° Soit f€C, P €T, et supposons que
/= Pall<8 B (f).
On a alors |/ —P¥||<12.2*5 B, (f("’); (5)
pourvu que [ existe et soit continue et o
17— Pl < 12- 2+ 8 B, (1), (6)

pourvu que [ ewiste et soit continue.

Voici une conséquence directe de ce théoréme:
Sl Pl(x), Pz(z)3 ...,an(x),...

est une suite de polynomes trigonométriques (P, €T,) qui converge dans I'ordre de la

meilleure approximation vers une fonction f de €, c’est-a-dire si
[|f—Pall= O (B, (£),
alors il en est de méme pour la suite des dérivées
PP (x), P (%), ..., PP @), ... et [F@) (k=1,2, ...)
et pour la suite des dérivées conjuguées _ »
PP (z), PP (), ..., PP@), ... et [P (k=12 ...)

c’est-A-dire on a
[/ —PP||=O[E, (f*)] (n—>+ o)

et | 7%~ P || = OB, (F*)]  (n—>+ =),

pourvu que f®(x), resp. J* (x) existe et soit continue.

§.2.

Le théoréme suivant est une sorte de localisation de l’inégalité (2) du théo-
réme 1° (§.1.).

THEOREME. Soit f(z) une fonction définie dans [o, oy] de longeur inférieure a
2n qui admet une k-iéme dérivée continue. Désignons par E,(f; ay, ap) la b’omg infé-
rieure (=minimum) des nombres ‘ }

max | f(z) = U, ()|

(A2 <A
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lorsque U, parcourt T,. Soit P, €T,, & un nombre réel qui vérifie U'inégalité
|f(x)—Pn(iE)l<£v (g ST <) (1)

et 6 un nombre positif inférieur a } (os— ;).

Dans ces hypothéses on a
[P @) — PP (@) | <AF e+ B, (%5 ay, ap) +27"M] (g +0<a<ay—0) (2)

ot M = max |f*(z)]
o<k '
&, STy

et A est une constante qut ne dépend que de »ocz—acl; S et k (elle est alors indépendante
de x, de f et de n).

Il est légitime d’admettre que l'intervalle [a,, a,] soit situé symétriquement par
rapport a l'origine.

Posons X=0y= —0;
on a alors O<dé<a<m.

Le reste de ce paragraphe sera consacré 3 la démonstration de ce théoréme.

2.1. Pour 'que nous  puissions reprendre le cours de la démonstration:du théo-
réme 1° (§.1.) étendons f(z) & une fonction F(x) définie pour chaque x qui soit pé-
riodique (de période 27) et qui admette une k-iéme. dérivée continue. Définissons, a

cet effet, le polynome ordinaire H(z) d'ordre 2k+1 par les conditions

Ha)=f"(«) (0<9»<k)

HY2m—a)=f"(—-a) (0<wv<k):
et posons
f(x) pour —a<zr<x

F (z) ={
H(x) powr a<z<2zn—a
et étendons F(x) périodiquement (de période 27:)‘ pour toutes les valeurs de z.
11 est évident que F(x) satisfait aux exigences énoncées plus haut. On constate
facilement que le module de F(x) et de ses dérivées ne dépasse pas un multiple cons-

tant de M: v
|F@)||<A M (0<v<k) (1)

olt 4; ne dépend que de «, 6 et k. (1)

(1) Convenons de désigner par A, Ay, ... des constantes positives qui ne dépendent que do , d
et k ot par g, y,, ... des constantes positives qui ne dépendent que de a et 4.
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2.2.1. Nous introduisons maintenant une suite d’opérations 4,, 4,, ... inventées
par M. T. Frey qui joueront le role des opérations V, du §.1. La plus importante
propriété de ces opérations est exprimée par (5), qui peut étre. congue comme une
variante localisée de 1.1. (5).(}) Posons successivement :

S,(x)=—({3+cosz+ -+ +cosnzx),

Nous définissons avec M. T. Frey les opérations 4, par la formule

4,000 [Fua=0g®dt (=12, .)

pour chaque g de C.

Il est bien évident que A4, est une opération linéaire qui reproduit chaque poly-
nome trigonométrique d’ordre n et que A4,(g,x) est un polynome trigonométrique
d’ordre 4n—2. La propriété: A,(g', x)=A4,(g, ) si g admet une dérivée continue,
est aussi évidente.

Il résulte d’un calcul élémentaire que

cos™ 72—6
F, (x)= — Im [(e“s"“’" - cos™ ge(s"**m) / (1 - cos ge?’“”z)] .
27 m sin 3

Pour le dénominateur de ’expression entre crochet nous avons I'estimation

‘1 — cos ge'““z =|sin g\ l/1+8 cos? :—'2-32 sin-;—: .
Par conséquent
cos™ =
|, ()| <= —>. M
S
2

(!) La construction des opérations A4, ainsi que I'inégalité [5] et sa démonstration sont empruntées
entiérement & la thése de M. T. Frey, voir [4], pp. 51-54. Les écarts du texte original de la thése
sont insignifiants.
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T

Estimons maintenant l'intégrale f | F,(x)|dz. En vertu de la définition de F, (x)

nous avons

ni(dn-1) ni(dn—-1)
1 2n-1 1 k (]C

|F,,(x)|dx<;t—1; kz 72\ |4+ cos z+ - +cos (k+1)x|dx<

1l =

— 1t+4n— . (2
<n4n—1(2+ n—2)<1. (2)
Par suite de (1) on a

T
T

f |Fo@)] dos<— (

n/(dn —1) J  sSm nlan—1)
njdn-1)

<4 (3)

Il résulte de (2), (3) et de la parité de F,(x) que

}IF,,(x)|dx< 10. 4)

—n

Démontrons maintenant qu’il existe deux constantes y, et u, telles que

|4,(g, )| <10 gxfaéx lg @] +ur iz ||gll, pa<l si |z]<a—0 et g€C. (5)
On a en vertu de (1)
T n n z n a
1 cOo8 ’2‘ cOoSs é
f]Fn(x)|dac<— dx < . (6)
AN | g ., 0
E] ; sin é Sin “2
Soit maintenant g € C. Alors
7 3 2n-a
dy(g )= [Fol@~0)g@®)dt= [F,(e~t)g@t)dt+ [ F,x—t)g(t)dt
—n —a o
d’out
n r+2n-o
[4utg, o)< [IF.@dt max|g@l+ [ [Faw]de]gll ™
- Se z+a

Pour [#|<x—J on obtient & l'aide de (4), (6) et (7) que

PE L]

|4, (g, )| <10 max lg® |+ [ |F.@®)|dt|lg]l=10 max lg@®)|+2[|Fa)|dt<
sa 6 & é

Zcos"g
<10 max |g(t)|+ 5 fall-
ltl<e gin2 2

2

4 - 665064 Acta mathematica. 99. Imprimé le 25 mars 1958
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Nous avons donc démontré 1’inégalité

0
n_
2 cos 3

d
.30
s 2

|4, (g, )| <10 ﬂlﬂ{lg(t)|+ lgll (x| <e—9)

ce qui équivaut a (5) si l'on pose ,u1=2/sinzg et u,=cos 5
22.2. LEMME. 4 chagque 0<f<n on peut faire correspondre une constante yg

telle qu’on ait :
| Ul <vs moax | U, ()] 1)

pour chaque U, ET,.
Démontrons d’abord I'inégalité

2B

COS * — CO8"™ —
|U, (@) |<N|T, (U, €T,, B<|z|<n). (2)

.2 B
Sln2

ot N=max |U,(z)| et ot T,(x) désigne le n-isme polynome de Tchebycheff.

lz1<8
Supposons que (2) soit faux. Alors on peut trouver deux nombres ¢ et x, tels

que 0<|g|<1, B<]|xg|<m et le polynome

2B

€Oo8 T — CO8
2

H(.’Z)=NT” é
2

+qU, ()
sin®

s’annule pour xz=x, [[(x) a encore 2n racines dans (—f, §) puisqu’il change de
signe au moins 2n fois dans [—f, §]. Comme polynome trigonométrique d’ordre =,

[1(x) s’annule done identiquement, ce qui est en contradiction avec I'inégalité
I[T)=N+4qU,(1)>0.

Cette contradiction montre que (2) doit étre valable.

Rappelons encore l'inégalité bien connue

|T, @) |<(z|+VE-1)* (z|=1)
d’ou
|7, @)|<2"|z]* (=|>1). 3)

Il g’ensuit de (2) et (3) que
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cosx—coszé B\»
|U, (@2)|<2" N<(2+4 cotg? é) N (<|z|<n).

.2 B
sin® 5

2B

Cette inégalité entraine évidemment (1) avec yp=2-+4 cotg 3

43

2.2.3. Le lemme précédent nous permet de déduire une propriété nouvelle de

Iopération 4, qui est analogue & 1.1. (6). Soit g€C, U,€T, et
lg@)-U,(@)|[<B,(9; -0 @) (z|<a)
On en conclut:
[U.@|<2llgll (z]<a),
ce qui entraine en vertu du lemme 2.2.2. que
I T.lI<2yz gl
» étant un nombre naturel quelconque, on déduit de 2.2.1. (5) et (1) que

| Aun (g, ) — Up ()| <10 E, (9; — o, &) +py 3" lg—~Usll (x| <—9).

En combinant cette inégalité avec (2), nous parvenons 3

(Ann(g, x)_ Un(x)l<10En(g; -, “)+ﬂ1ﬂ§"(1+272) ”g” (lega—é)'

Choisissons un nombre naturel u, si grand que l'on ait
(1 +p) gt (1+2p0) <}
Pour x> pu, on a en vertu de (3)

1
| Asn (g, ) — U, (x) | <10 E,(g; —a, tx)+§; lgll  (z|<a—8, x> p,).
Enfin (1) et {4) entrainent l’importante inégalité

1
|9 (@) = 4 (9, )| <11 Bp (95— )+ 551191l (2] <a—0, %x>py)

qui nous rappelle 1.1. (6).

(1)

@)

3)

(4)

()

2.3. Nous pouvons procéder maintenant directement & la démonstration du

théoréme.

2 (1) entraine
' [P, (@)|<M+e (z|<a)

d’ou il s’ensuit en vertu du lemme que

| Pull <ve (M +e).
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On déduit de 13 et de 2.1. (1) que
NF—P,|<yal(d,+1) M +e]. (1)
Rappelons que selon 2 (1)
|F(z)~ Pp(2)|<e  (|z|<a) (2)

Appliquons maintenant 2.2.1. (5) &4 F(z)— P,(x) avec g au lien de d et avec xn

au lieu de n; désignons par u; et us les constantes qui tiennent lieu de y, et u, pour 5

En tenant compte de (1) et (2) nous obtenons

’otun n Y ’
| Ay (F, 2)— P, (x)| <10 & + py us™" y2 [(A, + 1) M + €] (|x|<<x—5, /12<1) (3)

pour chaque nombre naturel ». Choisissons maintenant un nombre naturel u, si grand

que l'on ait
(+2) (1+p) o™ ya <.

En vertu de (3) on obtient

| Aun (F, &)~ P, (x)| < 1le+3 "M (|x[<oc—g, x>u4)- 4 (4)

Posons s =max (s, thy)

Rappelons maintenant une inégalité due & Privaloff et Jackson ([7] et [6], p. 145},
en vertu de laquelle & chaque paire d’intervalles 7 et ¢’ tels que la longeur de ¢ est
inférieure 4 2m et les extrémités de ¢’ sont situées & lintérieur de ¢, correspond une
constante ¢ (4, i’) avec la propriété suivante:

Si U,€T,, alors

| U ()| <c (i) n rrtla;([U(t)| (x€1').

On déduit facilement de cette inégalité 1'existence d’une constante c(i, 4, p) ol o est

un nombre naturel qui vérifie I'inégalité

| UL (x)|<c(i,i',0)nt max |U ()| (x€7)
tei
pour chaque U, €T,.
o] . '
Appliquons cette inégalité avec o=k, ¢= [ —a+ g, o — é] , '=[—a+d, «a—d]au

polynome trigonométrique 4, , (F, z) — P, (x) qui est d’ordre 4 u;n — 2. En tenant compte

de (4) et en posant A,=c (%, 7', k) nous trouvons que

| A, (F, )~ PP ()| < Ay (dpsn) (1l e+37" M) (|z|<a-d).
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I1 en résulte l'existence d’un A; tel que
| A5 (F, ) — PSP ()| <Ay (e +3 " M) ¥ (|z|<a—3¥). 5)
Appliquons 2.2.3. (5) & F™ (x) avec x=uy:
| F® (@)= Ayn (FP, 2) | <N E, (F®; —a, ) +2 "M (Jz|<a—6) (6)

ol nous nous sommes servis également de 2.1 (1). En combinant (5) et (6) et en tenant

compte des relations
AL (F2)= Ay (FP,2), 27" +3 " 1n*<2°", (n=1,2,..)
(valables avec un 1, convenablement choisi) et

F@)=f@) (z)<a),

on aboutit &
|19 @)~ PP ()| < Agen* + 11 B, (f®; —a, @)+ 4,2 "M (Jz|<a—9)

ce qui entraine 2 (2), si I'on pose A =max (4, 11, 4,). Le théoréme est donc entiére-

ment démontré.

§.3.

Revenons, pour un moment, au théoréme 2° du §.1. Comme nous l'avons déja
dit, nous avons lintention d’abaisser, autant que possible, la constante 2 qui figure
dans 1.2, (5) et 1.2. (6). Or ce 2* est I’héritage du théoréme 1° (§.1) et 13, on se le
rappelle, son apparition est due tout simplement au fait que V,(f) est d’ordre 2n— 1.
Il est donc raisonnable d’essayer de construire pour chaque » une opération qui tout
en jouissant des propriétés fondamentales de V,, ait l'avantage sur celle-ci d’ordonner
4 chaque fonction de € un polynome trigonométrique d’ordre « essentiellement » plus
petit que 2n—1. Cest dans ce but que nous introduisons les moyennes

nql-1

2 s(g2) (g€O0),

Vaalg, x)=m 2

1
olt g est un nombre quelconque situé dans I'intervalle [l—l——, 2]. Nous verrons que
n

Ven jouit de toutes les propriétés importantes de V,,.

Pour ¢=2 l'on a

2n-1
V2,7l(g’ x)= g Sv(g> x): Vn (g’ x) (1)

S -

Vin est donc une généralisation de la moyenne de M. Ch. de La Vallée Poussin. Dans

son traité [11], M. de La Vallée Poussin considére, lui aussi, des moyennes de ce type,
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a

. s -, 1
mais il donne des valeurs entiéres positives & g. Pour ¢=1+- nous retrouvons la
n

somme partielle d’ordre n de la série de Fourier de g:

V11,0 2) =54, 2) 2

Tout d’abord on voit que V,, est une opération linéaire qui ordonne un poly-

nome trigonométrique d’ordre [ng]—1 & chaque fonction de €. Les formules

, d ,
Va.n(g , T)= Vq.n(97 x) (9€C, g'€ 0),
dx

Va.n(g’ x2)="V4,(9, %) (g€C, GeC),
Vq.n(Um x)= Un(x) (UnET)
sont aussi évidentes.

On trouve par un caleul simple que

T

t

sin [nq+n]£sin [ng—n]
Vanl )——-l—— (x—1t) : 2 2dt
anly, X —2n[nq_n] g\x sinzﬁ ‘
n 2
1 sin [nq+n]120sin [nq—-n]g
Ia.n(x)=27t[nq_n] Sin2 f
2

est donc le «noyau» de lopération V,, et V,,.(g) peut s’écrire sous la forme

Va.n(g, z) = fg(x—f)lq,,(t)dt (3)

-

THEOREME 1° Il existe une constante universelle positive C telle que:

F 1
fl-’a.n(w)ldx<010g (;i—ﬁl)(‘) (1+1—z<q<2)- (1)

On a successivement

2

J|Iq,,,(x)dx =4 j [ I.(22)|dz=
-n 0

ni2n  nj2(ng—n)

ni2
2 in nlz sin [ng—n]x
. |sin [ng+ ]_x2 [ng—nle|,
N[nq_n] 0 /2n nj2{ng~-nl s

}=11+12+13. 2)

T
) fIIq,n(x) I dz est la norme de I'opération Vg , si elle est congue comme une transformation
-
de C ou de L! en lui-méme.
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Rappelons que I'’hypothése 1+ " <¢<2 entraine

1<n(g—1)<n et 1<[ng—n]<n (3)
et ainsi les nombres 0, n/2n, n/2[ng—n], n/2 forment une suite non-décroissante.

Dans ce qui suit nous nous servirons des inégalités suivantes:

() sinx?%x (O<x<%), (B) |sin z|<1,

() |sinpz|<plsinz| (u=1,2,..).

En tenant compte de (3) et (y) on a pour I,

]
L —— —n]—<3 4
et en tenant compte de (x) et (f), on a pour I,
2 -
I3<__2___ﬁ(7_;) . f d_fgl, (5)

=
nlng—mn]
nj2[ng—nl

En tenant compte de (3), («), (8) et (), on a pour I,:

nf2{ng-n]

7 dx ' n
<— Ting- ex_
2 n[nq—n]2[nq "] x IOg[nq—-n]<
nj2n :
[ngl—-n+1 n }< ‘
. < 1 . 6
<log{ ngl—n nq—n log 2+ qu—l (6)
D’apres (3), (4), (5) et (6)
i+I +I,<4-log 2+1lo -1—<910 2+1 (—L+l <101 (—l--i-l)-
1 T4 T4y g gq—l g og 7—1 s 10 log g—1
En vertu de (2), P'inégalité (1) est donc démontrée avec C=10.
Une conséquence directe de (6) et de (1) est fournie par l'inégalité suivante
1
IVer@ll<0tog (2 +1) el weO ™

qui peut étre concue comme une généralisation de 1.1. (5). On en déduit avec une

méthode bien connue l'inégalité

lg—Von@|l < {C’ log (q—}ﬁ 1) + 1} E,(9)
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1
d’oh il s’ensuit en vertu de I'inégalité log (q——__—l+1)>log 2>3

9= Ven @l <(C+2) log (qfll + 1) E.(9) (9€C) (8)

qui, pour sa part, est ’analogue de 1.1. (6).

§.4.

4.1. Le théoréme suivant est une précision du théoréme 2° du §.1.

TaktoriME 1°. Soit f€C, P,€ET, et

= Pall<d Ba(f).
On a alors
|/~ Pl < © 6 log [min (k, n) + 1] E, (f*°),

pourvu que [ existe et soit continue et
17— P91 < © 8 log [min (k, ) + 1] B, (),
pourvu gque f™ ewiste et soit continue; ici © désigne ume constante universelle.

Pour les grandes valeurs de k ces estimations des quantités |/ — P3| et

|7% — P%®|| sont en effet plus précises que celles fournies par le théoréme 2°, §. 1.
Le théoréme 1° peut étre déduit du théoréme 2° ci-dessous tout comme nous
avons déduit le théoréme 2° du théoréme 1° au §.1. Nous nous contentons donc de

la démonstration du théoréme suivant:

TatorkME 2° Soit f€C, P,ET, e

On a alors
|/ — P || < ©, log [min (k, n) +1] [n* & + B, (f*)]
“ 17~ P|| < ©, log [min (k, m) +1] [n* &+ B, ()],

pourvu que 9 (x), resp. f®(x) existe et soit continue ®, désigne une constante uni-
wverselle.

Par raison d’analogie il suffit de démontrer la premiére inégalité de la thése du
théoréeme.

Posons g=1+[min (k, n)].
On a en vertu de 3. (11) et (1)
1V g ()= P, |l < Ce log [min (k, n)+1].



L’ APPROXIMATION D'UNE FONCTION PERIODIQUE 49

Appliquons B, au polynome trigonométrique V,,(f)— P, qui est d’ordre [ng]—1:
IV () — PP < s [ng — 1F log [min (k, n) +1].

Vu que [ng—1F=x* pour k=n

et [nq—l]"<n"(1+l-1é)k<3n" pour k<mn,
nous parvenons & l'inégalité
V6% ()~ P52 || <8 C & n* log [min (k, n)+1]. (2)
Appliquons 3.1. (12) & f* (x):
11 = Ven (1) | < (C+ 2) log [min (k, n) +1] £, (f©). 3)
(2) et (3) entrainent
[| £ = PP||< (3 C+2) log [min (k, n) + 1] [¢ n* + E, (f)].

Le théoréme est donc démontré avec ®,=3C +2.

Revenons au théoréme 1°. Introduisons la quantité

pour chaque f€C qui n’est pas identique & 0. On pourrait appeler &, (f) la meilleure
approximation trigonométrique spécifique d’ordre n de f. En se servant de cette nota-
tion et en intervertissant f et f, on constate sans peine que le théoréme 1° équivaut

au théoréme suivant:

TEHEOREME 3° Pour chaque f de C qui admet une k-iéme dérivée continue et qui
n’est pas constante, on a

E. (/)< O log [min (k, n) + 1] E, (f*)
et E. (<0 log [min (k, n) + 1] &, (f*).

Ces inégalités ressemblent aux inégalités 1.2. (1) et 1.2. (2).
4.2. Les théorémes des §§.1., 3. et 4.1 avec leurs démonstrations sont valables
aussi dans l'espace L7 (1<p< o). Cela veut dire précisément qu’il est permis de

remplacer partout aux §§.1., 3. et 4.1. simultinément
C par 12, |..|]| par ||...|l», B, par EP,E,

par EP défini pour chaque g €L qui ne s’annule pas presque partout par la formule

EP=EP 9)/119 o
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et enfin ’énoncé: «admet une k-itme dérivée continue » par I’énoncé: «est la k-iéme
intégrale indéfinie d’une fonction de L?».
La légitimité de cette transcription ne demande aucune explication particuliére.

Il suffit de tenir compte de 1'inégalité de Minkowski

lon+gllo<llgsllo+llgalls (90 92 €12,
des inégalités B, et B, et de Iinégalité

| Jo—nr@dtl,<lglItll, (€L, ReL?).

Cette derniére inégalité intervient dans la vérification des inégalités qui correspondent
dans I? & 1.1. (5), 1.1. (6), 1.1. (13), 1.2. (3), 1.2. (4) et 3. (11). Elle est une con-
séquence directe de l'inégalité de Minkowski dans la forme intégrale (voir [5], inégalité
202, p. 148).

Nous nous contentons d’énoncer le théoréme qui résulte de 1° & laide de cette
transcription pour p=1: v

TEEOREME 4° Soit fEL, P,€T, et

|~ Pl <0 ES (f).
On a alors
|| /% — P2, < © 6 log [min (k, n) + 1] ES (f),

pourvu que [ soit absolument continue et
7%~ P}, <© 8 log [min (k, n) + 1] B (),
pourvu que ¥ soit absolument continue.
Pour 1<p<oo on a le théoréme suivant qui fournit une estimation beaucoup
plus précise pour les quantités ||f°— PP, et ||J* —P%¥||, que n’en donnerait une
simple transcription pour L? des théorémes du §.1. ou de 4.1.: '

THEOREME 5° Soit 1<p<oo, fEL?, P, €T, et soit

1/~ Pall, <8 B (f).

Alors : 1= Pallo< B, 8 B ().
En supposant encore que f soit la k-iéme intégrale indéfinie d’une fonction de L?, on a
aussi
”f(k)—Pslk)”nan‘SE(np) (f(k))
et “f(")—ls%")|lp<3p5E‘f) )

ot B, est une constante qui ne dépend que de p.
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A

La démonstration de ce théoréme est tout & fait analogue a celle du théoréme
1° et 2° du §.1.; on n’a qu’a tenir compte des modifications suivantes:

Partout on remplace V, par s,.

Au lieu des inégalités 1.1. (5), 1.1. (6) et 1.1. (13) on se sert du théoréme sui-
vant da & M. Riesz (voir [8]):

Si g €LP, alors §€E€L® et les inégalités suivantes ont lieu:

Hsn (g)”DSAI’“g“D
”g—sn (9) ”ﬂ< A;, ”g”p
lgll-< 45 gl

ol les constantes A4,, 4,, A, ne dépendent que de p.
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