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1. Introduction 

Par bien des aspects, la th6orie des feuilletages s'apparente ~ celle des syst~mes 

dynamiques. Des notions telles que celles d'ensembles limites, points errants, r6cur- 

rents . . . .  s'6tendent sans difficult6 aux feuilletages. Nous nous proposons ici de d6finir 

et d'6tudier l'entropie g6om6trique d'un feuilletage g6n~ralisant directement l'entropie 

topologique d'un flot. Comme cette entropie topologique d6pend essentiellement du 

param6trage des orbites, nous sommes naturellement conduits ~ <, param6trer >> 

les feuilles d'un feuilletage par une m6trique riemannienne. 

Dans un premier temps (paragraphe 2), nous d6finissons l'entropie d'un pseudo- 

groupe d'hom6omorphismes locaux relativement ~t un syst~me fini de g6n6rateurs. 

Cette d6finition est imm6diatement appliqu6e aux divers pseudogroupes d'holonomie 

d'un feuilletage correspondants aux divers recouvrements de la vari6t6 ambiante par 

des ouverts distingu6s. Au paragraphe 3, nous d6finissons l'entropie g6om6trique d'un 

feuilletage; il s'agit d'un nombre qui mesure essentiellement la rapidit6 moyenne avec 

laquelle deux feuilles s'~cartent l'une de l'autre. Apr~s s'6tre assur~ que notre d6fini- 

tion g6n6ralise l'entropie topologique d'un riot (th6or~me 3.2), nous montrons que cette 

entropie g6om6trique peut s'exprimer ~t l'aide des entropies de ses divers pseudo- 

groupes d'holonomie (th6or~me 3.4). Ceci permet en particulier d'obtenir diverses 

estimations, sup~rieures ou inf6rieures, de l'entropie g6om~trique. 

Le paragraphe 4 est consacr6 ~t quelques exemples qui montrent les ph6nom~nes 

nouveaux qui interviennent lorsque la dimension des feuilles est strictement sup6rieure 

I. Au paragraphe 5, nous 6tablissons une forte condition n6cessaire ~t l'annulation de 

l'entropie g6om6trique : l 'existence d'une mesure transverse invariante au sens de J. 

Plante (th6or~me 5.1). Le cas particulier des feuilletages de codimension I e s t  trait6 au 

paragraphe 6. Le r6sultat principal de ce paragraphe est le fait que l'entropie g6om6tri- 
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que d'un feuilletage de codimension I est nulle si et seulement si ce feuilletage ne 

poss6de pas de ,, feuille ressort >, (th6or6me 6. I). Ceci permet de relier l'entropie ~ la 

croissance des feuilles. Comme corollaire d'un th6or6me de G. Duminy, on obtient 

alors que l'invariant de Godbillon-Vey d'un feuilletage d'entropie nulle est n6cessaire- 

ment trivial. Enfin, nous signalons au paragraphe 7 un certain nombre de questions et 

remarques. 

L'61aboration de cet article a 6t6 facilit6e par un s6jour du second auteur/~ Lodz 

invit6 par l'Acad6mie des Sciences Polonaise. De mSme, des s6jours du troisi6me 

auteur ~ l'Universit6 de Dijon ont 6t6 utiles. Les auteurs remercient par ailleurs L. 

Martignon, H. Rosenberg et R. Roussarie pour des conversations fructueuses et F. 

Laudenbach pour ses remarques constructives sur la premi6re version de ce travail. 

2. Entropie d'un pseudo-groupe et d'un bon recouvrement 

Soit (X, d) un espace m6trique et ~ une collection finie d'hom6omorphismes entre des 

ouverts de X. On supposera que ~1 contient idx et que s i fE  ~l al~ f -l E ~ r  Soit ~ l e  

pseudo-groupe d'hom6omorphismes locaux engendr6 par ~ .  Dans cette section, nous 

d6finissons l'entropie de ~ par rapport au syst6me de g6n6rateurs ~ .  

S i f e t  g sont dans ~1, on n'a pas n6cessairement Image(g)cDomaine(f)  mais nous 

conviendrons d'appeler compos6 de f et de g l'application fog d6finie sur g-~(Do- 

maine(f)) (6ventuellement vide). Notons ~n la collection des compos6s d'au plus n 

616ments de ~ (n E N). Si e est un r6el strictement positif et si x,x' sont deux points de 

X, on dira que x et x' sont (n, e)-s6par6s s'il existe un 616mentfde ~n dont le domaine 

contient x et x' et tel que d(f(x),f(x'))>~e. Une partie A de X est dite (n, e)-s6par6e si ses 

616ments sont (n, e)-s6par6s deux ~ deux. Notons N(~,  ~ ,  n, e) le cardinal maximum 

(6ventuellement +oo) des parties A qui sont (n, e)-s6par6es. On pose alors : 

h(~, ~l,  e) = lim s u p l L o g N ( ~ ,  ~1, n, e) 
n---~ + ~ n 

h(~, ~ )  = lim h(~, ~ ,  e). 
e...~0 + 

D~finition 2.1. Le rSel h(~, ~l) est appel6 entropie de ~ p a r  rapport au syst6me de 

g6n6rateurs ~ r  

Exemple 2.2. Si ~ l={ id , f , f - l }  o f i f e s t  un hom6omorphisme global d'un espace 

compact (X, d), il n'est pas difficile de v6rifier que l'entropie ainsi d6finie coincide avec 
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a 

A ensemble (1, a) s6par6 

�9 U x ensemble (3, a) s6par6 

Fig. 1. 

le double de l 'entropie topologique de f (ou de f - l )  telle qu'elle est d6finie par R. 

Bowen [Bo]. Le facteur 2 provient du fait que dans notre d6finition de la (n, e)- 

s6paration, nous utilisons les it6r6s f ;  avec -n<~i<~n alors que R. Bowen n'utilise que 

les i t6 r6s f  i avec O<~i<~n (voir th6or6me 3.2 pour un argument similaire). Si X n 'est  pas 

compact, notre d6finition est diff6rente de celle de R. Bowen. II ne serait pas difficile, 

cependant, d 'adapter  notre d6finition ~ ce cas pour que les deux notions coincident. 

Nous ne le ferons pas car nous n 'aurons ~t traiter que le cas oO X est compact, ou tout 

au moins pr6compact. 

Exemple 2.3. Si (X, d) est un espace m6trique pr6compact et si. ~1 est form6 

d'isom6tries locales, alors h(~ ,  ~ 0 = 0 .  En effet, N(~ ,  ~l ,  n, e) est alors fini et ne 

d6pend pas de n. 

Exemple 2.4. Soit (X, d) le disque unit6 ferm6 de R 2 muni de la m6tfique eucli- 

dienne et c 1, c 2, c 3 trois cercles disjoints orthogonaux au cercle unit6. On consid6re les 
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trois inversions i~, i 2 et i 3 par rapport ~ c~, c v c 3 (qui prEservent X) et on pose ~1 

={id, i l, i2, i3}. La  figure 1 montre clairement que l 'entropie h(~,  ~t) est strictement 

positive. 

Remarqu~ 2.5. Darts [Gr], M. Gromov introduit une notion d'entropie pour un 

,, graphe ,, FcX•  On pourrait 6tre tentE d'appliquer cette notion au graphe associE 

~z formE des couples (x,f(x)) avec f E  ~l .  La  notion d'entropie que l 'on obtiendrait 

serait diffErente de celle que nous utilisons. Par exemple, l 'entropie de M. Gromov 

d 'un groupe d'isomEtries d 'un  espace compact peut 6tre non nulle (si le groupe a une 

croissance exponentielle). 

La  proposition suivante est immediate. 

PROPOSITION 2.6. L'entropie h(~(, ~1) ne d~pend que de la structure uniforme 

induite par d sur X. En d'aatres termes, si deux m~triques d et d' sur X sont 

uniform~ment continues l'une par rapport ?t l'autre, alors h(~,  ~j)  calcul~e aoec d 

coincide aoec h(~, ~1) calcul~e aoec d'. [] 

Pour des pseudo-groupes ,, raisonnables ,,, l 'entropie n 'est  pas infinie comme le 

montre la proposition EIEmentaire suivante : 

PROPOSITION 2.7. Soit X un ouvert relatioement compact de R q (muni de la 

m~trique euclidienne). Soit ~l un ensemble fini (contenant id x et sym~trique) d'hom~o- 

morphismes Lipschitziens entre ouoerts de X. Soit a la borne sup~rieure des constantes 

de Lipschitz des ~l~ments de ~l. Alors : 

h(Yf, ~1) ~< q Loga .  

D~monstration. I1 est clair que la distance entre deux points (n, e)-sEparEs est au 

moins el=ea -n. Comme X est un ouvert relativement compact de R q, u n  ensemble de 

points de X dont les distances mutuelles sont supErieures h el contient au plus Cel  q 

ElEments (C ne depend que de X). Par consequent : 

N( ~, ~l,  n, e) <. C(8a-n) -q. 

On obtient le rEsultat en passant deux fois ~ la limite. [] 

Appliquons ces notions aux diff6rents pseudo-groupes d'holonomie d 'un feuille- 
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tage. Soit ~ un feuilletage de classe C ~ sur une vari~t6 compacte M. (p=d im ~,  

q=codim ~,  m = p + q = d i m M . )  

Si U est un ouvert de M, une carte distingu6e pour U est un diff6omorphisme 

qJ: U-~DP(1)xDq(1) (on note DP(r)={xER p, I]x]}<r)) tel que P--~0-1(DP(1)• est 

contenu dans une feuille de ~.  Cet ensemble P e s t  alors appel6 plaque de U. 

Un recouvrement distingu6 pour ~ sera une collection 9/= { U~, U 2 . . . . .  UN} d'ou- 

verts de M munis de  cartes distingu6es q~i: U:->DP(1)xDq(1) telle que : 

(i) les U; recouvrent M, 

(ii) si 0 i n ~ ,  alors U ifl U:.~3 et U i f~ Uj est connexe. 

On dira que 9/es t  un ~, bon recouvrement ,~ si, de plus, les ~; se prolongent en des 

diff~omorphismes, encore not6s ~i, d 'un ouvert Vi~U i sur/Y'(2)• tels que : 

(iii) q~-I(DP(2)x (-x-}) est contenu dans une feuille de ~. Un tel ensemble est une 

~ ~V-plaque >, ou ~ plaque de V i >~. 

(iv) Chaque plaque de V i coupe au plus une plaque de V i. 

Fixons un tel bon recouvrement 9/(il en existe toujours [H-H]), Si M est 6quip6e 

d 'une m6trique riemannienne, l 'ensemble X i des plaques P de U i peut 6tre muni de la 

distance de Haussdorf  d i provenant de la m6trique riemannienne de M. Notons X la 

r6union disjointe des X i 6quip6e d 'une  distance d induisant d i sur chaque X i (le choix de 

d importe peu; on supposera seulement que d(X~, Xj)>0 pour i*jg. L'espace X est 

natureUement muni d 'une  famille ~ (9 / )  d 'hom~omorphismes locaux f0" Si 

PgEX~ et PjEXj, on posef~:(Pg)=Pj si P~flPj*O. Le pseudo-groupe ~Le(9/) engendr6 par 

~(9 / )  est le pseudo-groupe d 'holonomie associ6 au bon recouvrement 9/. L 'entropie 

de ce pseudo-groupe sera not6e h(~,  91). I1 r6sulte de la proposition 2.6 que h(~,  ~)  ne 

d6pend pas du choix de la m6trique riemannienne sur M e t  de la proposition 2.7 que 

h(~:, 9/) n 'est  pas infini (~: est de classe C ~ et donc transversalement Lipschitzien). 

Pour terminer ce paragraphe de d6finition, nous explicitons la signification g6om6- 

trique de la (n, e)-s6paration pour ~(9 / ) .  S i x  est un point de M, une suite 

u=(U ~ U ~ . . . . .  U ~) d'616ments de 9 /e s t  une n-chaine pour x s'il existe des 9/-plaques 

p0,p~ . . . . .  P~ telles que x ~ P  ~ Pic t f i  et PiNPi+~r pour i=0, . . . , n - 1 .  La  chaine de 

plaques P~ est compl~tement d6termin6e par u=(U~ U ~) et x; on la notera 

(u ~ u~ . . . .  , u~). Remarquons qu'6tant donn6e une n-chaine u = ( U  ~ . . . . .  U~), l 'ensemble 

des x tels que u est une n-chaine pour x est ouvert dans M. 

Deux points x et y de M sont alors (~,  9/, n, e)-s6par6s si l 'une des conditions 

suivantes est v6rifi6e : 
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(i) II n 'existe pas de U;E a// tel q u e { x , y } c U  i. 
n ~  (ii) Il existe une n-chaine u = ( U  ~ U l . . . . .  U ~) pour x et y telle que d(u n, uy)~.e. 

Remarquons que n n 'est  pas n6cessairement la longueur minimale d 'une  telle cha~ne u : 

toute p-chaine avec p<.n permet en effet de construire une n-chaine en r6p6tant U ~ un 

certain nombre de fois. 

Il est facile de voir que cette d6finition de la (~:, ~ , n ,  e)-s6paration coincide 

essentiellement avec celle de (Y((~), ~ ( ~ ) ,  n, e)-s~paration s ie  est suffisamment petit. 

Le cardinal maximum des ensembles (g~, ~ ,  n, e)-s6par6s sera not~ N(~,  9/, n, e). 

3. Entropie g6om6trique d'un feuilletage 

Soit (M, ~;, g) une vari6t6 riemannienne compacte feuillet~e. Nous nous proposons 

darts ce paragraphe de d6finir l 'entropie g6om6trique de ~ et de la mettre en rapport 

avec l 'entropie h(~,  0//) associ6e aux boas recouvrements.  

Pour simplifier l 'expos6, nous supposerons dans la suite de ce travail que tous les  

objets consid6r~s sont de classe C | 

Si xEM,  on note exp~:TxLx--->Lx rapplication exponentielle de la feuille Lx 

passant par x. On note ~ ( 0 x ,  r) la boule ouverte de centre 0 et de rayon r dans T~ Lx et 

~ ( x ,  r) la boule ouverte de centre x et de rayon r darts L~. Si y E L x, on note d~(x, y) la 

distance entre x et y dans L x alors que du(x, z) d6signe la distance dans M entre deux 

points x et z. 

Les boules ferm6es sont not6es ~ ( 0  x, r), ~ ( x ,  r) . . . . .  

S i x  et y sont deux points de M, on note Q(x, y, r) rensemble des applications 

continues de ~ ( 0 ~ ,  r) dans Ly, envoyant 0~ sur y. Si f E  fl(x, y, r), on pose : 

6 ( f )  = sup {du(exp~v,f(v)); v E ~ ( 0  x, r)} 

6r(X, y) = inf {6(f) ;  f E  f~(x, y, r ) )+ in f  ( 6 ( f ) ; f E  f~(y, x, r)}. 

Un ensemble A c M  est dit (~,g,r,e)-s6par6 ( r>0,e>0)  si 6r(x,y)~>e pour tout 

couple (x, y) d'616ments distincts de A. De fa~on analogue au cas des boas recouvre- 

meats, on pose : 

N(~ ,  g, r, e) = max {#A; A est (~, g, r, e)-s~par6} 

h(~,g,  e) = lim s u p l L o g N ( ~ , g ,  r, e) 
r--,+| r 

h(~,  g) = lira h(~;, g, e). 
e...~O + 
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D~finition 3.1. Le hombre h(o%, g) est appel6 entropie g6om6trique de ~ relative- 

ment ~ la m6trique g. 

Cette notion g6n6ralise l 'entropie topologique d 'un riot non singulier. 

THI~ORi~ME 3.2. Si ~; est un feuilletage orient~ de dimension 1, alors h(~;,g) 

coincide avec le double de l'entropie topologique de r ofa ~o t d~signe le f lot  unitaire 

tangent ~ J;. 

D~monstration. Posons : 

Ax(X, y) = sup {d(gt(x), qg,(y)} 
Itl-<r 

( tER)  

A,+(x,y) = sup {d(q0,(x),qgt(y)} ( tER +) 
O<~t<~r 

A'n+(x, y) = sup {d(9,(x), 9i(Y))} (i E N). 
O<~i<~n 

L'6quicontinuit6 uniforme de {tpt, tE [0, 1]} montre que, pour tout e>0,  il existe e ' > 0  

tel que, pour tout n, r, on a : 

r+ A,  (x, y) <<. e ' 

A~(x, y) ~< e' 

=,. A+(x,y)<~e 

=~. A'r+(x, y) ~ e. 

Si S d6signe l 'un symboles 6, A, A',  A +, A '+, on dira que deux points x , y  sont (S, r, e)- 

sfpar6s si Sr(x,y)~e.  Le cardinal maximal d 'un ensemble (S, r, e)-s6par6 sera not6 

N(S,  r, e). La d6finition de l 'entropie topologique de q01 utilise la (A '+, n, e)-s6paration. 

D'apr~s ce qui pr6c~de, il suffit donc de consid6rer la (A +, n, e)-s6paration. On re- 

marque alors que A c M  est (A, n, e)-s6par6 si et seulement si q~_n(A) est 

(A +, 2n, e)-s6par6. Puisque, par ailleurs, on a 6videmment : 

6r(X, y) ~< 2A,(x, y), 

on a donc : 

N(6, n, e) <~ N(A, n, el2) = N(A +, 2n, el2). 

A'~(x, y) = sup {d(cp,(x), qgi(y))} (i E Z) 
lil<~n 
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En passant ~ la limite, on obtient donc : 

h(.~, g) ~< 2htop(q~l). 

La  difficult6 pour d6montrer l'in6galit6 inverse provient du fait suivant; si 

6r(x,y)<~e, alors le ~ morceau d'orbite ~ c;,(x)(Itl<~r) reste dans un e-voisinage de 

l'orbite de y mais un ph6nom~ne de ,, glissement ~ le long des orbites pourrait faire que 

6r(x, y) ne reste pas de l 'ordre de Ar(x, y). Nous remercions F. Laudenbach de nous 

avoir signal6 cette difficult6. 

Fixons e>0 petit, 0 < r < l  (qui sera proche de 1) et r/>0 (que l 'on supposera plus 

loin petit par rapport/~ e). Consid6rons le fibr6 :t : M---~M form6 des disques de rayon r/ 

dans le fibr6 vectoriel orthogonal ~ ~.  Si x E M, on consid~re l ' immersion isom6trique 

de R dans M donn6 par i(t)=qgt(X ). L'image r6ciproque de :t par i est un fibr6 en disques 

au-dessus de R, not6 Tub~(x). On note encore :t:Tub~(x)---~R la projection. Si r/ est 

suffisamment petit, l 'application exponentielle de M permet d ' immerger naturellement 

Tub~ (x) dans M. On note encore i cette immersion et on 6quipe Tubo (x) de la m6trique 

image r6ciproque de g par i. Le champ de vecteurs associ6 ~ tpt donne un champ de 

vecteurs sur Tub~ (x) qui produit un riot local tp t sur Tub~(x). Le caract~re local de tp t 

provient du fait que certaines orbites ,, sortent du tube ~,. 

La  famille de disques r/-~(s) n 'est  pas invariante par ~t (" glissement des orbites ,,). 

Cependant, r 6tant fix6; on peut trouver 77 (ind6pendamment de x) tel que la propri6t6 

suivante soit r6alis6e. Si y E zt-l(0) et si tpt(y) est d6fini et v6rifie Jr(~t(y))= 1 (resp. - 1), 

on a : t~>r (resp. t~<-r). On en d6duit que si ~t(Y) est d6fini et v6rifie ~(t~t(y))=n~>0 
(resp. - n ) ,  on a : t~nr  (resp. t<~-nr). 

On exploite encore cette ~, presque invariance ~, des disques ~t-l(s) de la 

fa~on suivante. Consid6rons la partition de Tub~ (x) par les ,, cylindres ,, Cn(x)= 

~-l([(2n-1) e, (2n+ I)el). S ie  est fix6, il existe r/(ind6pendant de x) tel que ~(Co(x))et  

q~ l(C0(x)) coupent chacun au plus trois cylindres du type C,(x). Si xECo(x), son 

itin6raire est la suite des entiers n i tels que ~i(x) E C~,(x) en convenant que ni= ~ si (oi(x) 

n'est  pas d6fini. De l '6num6ration des itin~raires possibles et de la propri6t6 pr6c6- 

dente, on d6duit qu'il existe une partition de Co(x) en au plus 3 2~§ ensembles 

Kl(x) . . . . .  K~(x) . . . . .  telle que si y et z sont dans K~(x) et si q~i(Y) et (oi(z) sont d6finis avec 

]il<.n, alors (pi(y) et ~i(z) sont dans le m6me cylindre C,<o(x). 

Consid6rons alors un ensemble A=  {x~ . . . . .  x,  . . . .  } = M  qui est (6, n, r//3)-s6par6 et 
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de cardinal maximal, c'est4t-dire N(6, n, r//3). Pour chaque x~ de A, eonsid~rons Fen- 

semble A s form6 des points y tels que 6n(y, xa)<~/3. Ces ensembles A~ recouvrent M e t  

sont de diam~tre inf&ieur ~t 2rj/3; ils sont done contenus darts i(Co(xa)) (~1 6rant suppose 

petit par rapport ~t e, la boule de centre x et de rayon 2r//3 est contenue dans i(Co(xa))). 

On consid~re alors la partition Kl(xa) . . . . .  K~(xa) que nous avons construite plus haut. 

On choisit un point xt~ ' ~ dans chaque A# n i(K~(x,)) non vide. Ceci produit un ensemble B 

dont le cardinal est inf6rieur ~ 32n+EN(6, n, r//3). 

Nous affirmons que B est un ensemble (A',[rn],2e+2r/)-g~n6rateur. En d 'autres 

termes pour tout y de M, il existe z dans B tel que A't~t(y, z)~<2e+2r/. Pour s 'en assurer, 

consid6rons un point y de M. Il existe alors un ensemble du type Aa n i(K~(xa)) qui 

eontient y. Par abus de notation, on peut consid6rer que y, x~,~,xa sont des points de 

Co(xa). Comme y E A  a, on a 6~(x~,y)<.ri/3. Ceei signifie qu'il existe une fonction f :  

[ - n ,  +n]--~R teUe que f(0)=0, ~bt(y) est d6fini sur f ( [ - n ,  +n]) et-d((ot(x~), ~jtt)(y))~<r//3. 

D'apr~s ce que nous avons vu, ceci montre que ~t(Y) est d6fini a u  moins sur 

[ - rn ,  +rn].  Comme, par ailleurs, x,.~ et y appartiennent tous les  deux ~t K~(xa), on en 

d6duit que, pour [il~<[rn], ~i(Y) et cb,(x,, ~) sont dans le m6me cylindre C~(,~(x#). Puisque le 

diam~tre des cylindres C~(x) est inf6rieur ~t 2e+2r/, nous avons bien montr6 que B e s t  

(A', [rn ], 2e + 2r/)-g6n6rateur. 

Soit C ~ M  un ensemble (A',[rn], 4e+4r/)-s6par6. Alors, si y, y '  E C, il existe z, z' E B 

tel que At~nl(y, z)~<2e+2r/et At~(y ' ,  z')~<2e+2r/. Si y4=y', alors z~=z ' car sinon on aurait 

At~(y,y')~<4e+4r/. Ceci montre que le cardinal de C est major6 par celui de B. Nous 

avons done montr6 que : 

N(A' ,  [rn], 4e+4r/) ~< 32n+2N(6, n, r//3) 

N(A '+, 2[rn], 4e+4r/) ~< 32n+2N(~, n, r//3) 

hto v (q01,4e+4r/) ~< l [ 2 L o g  3 + h( ~, g, 77/3]. 

En faisant tendre r vers 1 et e vers 0 (et donc ~ vers 0), on obtient : 

hto p (q01) ~< Log 3+ l h ( ~ ,  g). 

Pour terminer, on consid~re le m6me feuilletage ~ sur M mais on multiplie la m6trique 

g par une constante 2>0.  Le  nouveau flot unitaire associ6 b. ~ est alors ~pt=cPt/z dont 

8-888285 Acta Mathematica 160. lmprim~ le 25 f6vrier 1988 
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l'entropie est (1/,~)htop(~l).  L a  d6finition m6me de h(~,g)  montre par aflleurs que 

h(~,;~g)=(l/,~)h(~, g). En appliquant la formule pr6c6dente ~ (~,2g) ,  on a donc 

(I/2) hto p (~0~) ~< [2Log 3+(1/2) h(~,  g)]. 

En faisant tendre it vers 0, on obtient finalement l'in6galit6 cherch6e : 

hto p (q01) ~< -~- h(~;, g). O 

PROVOSITION 3.3. Si (M, ~,g)  et (M', ~: ' ,g') sont deux vari~t~s riemanniennes 

compactes feuillet~es et si qo: M---,M' est un hom~omorphisme envoyant isom~trique- 

ment les feuilles de ~; sur celles de ~ ' ,  alors h(~;,g)=h(~;',g').  

D~monstration. Elle r~sulte de l'uniforme continuit~ de tp. [] 

Le r6sultat principal de ee paragraphe consiste ~ relier l'entropie g6ometrique ~t 
eelle des bons recouvrements. 

THi~OR~ME 3.4. Solt ~:un feuilletage sur la vari~t~ riemannienne compacte (M, g). 

Alors : 

h ( ~ , g ) =  sup{~a dial (q/)  h(~'  q/)} 

oi~ ql d~crit t o u s l e s  bons recouvrements de (M, ~-) et diam(~ d~signe la borne 

sup~rieure des diamdtres des plaques de ~ mesur~s ~ l'aide de d~. 

Avant de d6montrer le th6or~me 3.4, nous en donnons deux corollaires imm6diats. 

COROLLAIRE 3.5. Soient g et g' deux m~triques riemanniennes sur (M, ~-) et C Iet  

C 2 des constantes telles que, pour tout vecteur v tangent ~ ~, on a 

c~. g(v) <. g'(v) <. c~. g(v) 

(g(v) d~signe le carr~ de la g-longueur de v). Alors : 

C2 I . h( ~ ,  g) ~ h( ~,  g') <<. C-~ ~ . h( ~,  g). 

D~monstration. Ceci r6sulte de l'estimation analogue des diam~tres des plaques 

de ~/. [] 
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Remarquons que ce corollaire montre en particulier que la propri6t6 d'avoir une 

entropie nulle ne d6pend pas du choix de la m6trique riemannienne g. 

COROLLAIRE 3.6. Soit J; un feuilletage de codimension q sur la variOt~ rieman- 

nienne compacte (M, g). Soit a>-I un rOel v~rifiant la propri~t~ suioante : pour toute 

courbe y : [0, 1]-->M contenue dans une feuille et de longueur inf~rieure g~ r, la partie 
.L..__> .L linOaire dHe:(Tyto)L~o)) (Teo)Lyo)) de l 'holonomie de ~ v~rifie IldHrll<<-exp(ar). 

Alors h( J;, g)<~2q, a. 

DOmonstration. En effet, les 616ments de ~l(q/) sont alors Lipschitziens de rapport 

exp(2diam(~//)a) par rapport h une m6trique transverse bien choisle. On obtient le 

corollaire en combinant le th~or6me 3.4 et la proposition 2.7. [] 

Nous abordons maintenant la d6monstration du th6or6me 3.4. 

Pour d6montrer que N ( ~ ,  ql, n, e)<~N(W*, g, n diam(~) ,  e), nous allons ~ raccourcir ~ 

les chaines en utilisant les g6od6siques dans les feuilles. 

LEMME 3.7. I! existe une constante C>0 telle que la propri~t~ suivante est 

r~alis~e. Soit e>0 un r~el suf f isamment petit, n u n  entier et r=n diam (q/). Alors, si 

deux points x et y sont tels que Or(x, y)<e, ils ne sont pas (~,  ~ n, Ce)-s~par~s. 

DOmonstration. I1 existe une application continue f de B (0 x, r) dans Ly telle que 

6( f )<e  et f (0)=y.  Soit u = ( U  ~ U l . . . .  , U") une n-chaine quelconque pour x et y. Puisque 

r=ndiam(~ il existe une courbe y: [0, 1]--~L x de longueur inf6rieure h r, telle que 

~,(0)--x; y(1)=zE u~, et telle que u est une chaine le long de ),. 

La  courbe ~ est homotope, h extr6mit6s fixes, ~ une g6od6sique ~ : [0, l]---~Lx de 

longueur I inf6rieure ~t r. Soit v=~'(0). 

Soit 2 le nombre de Lebesgue du recouvrement de M par les U;. Si e est choisi tel 

que 3e<2, alors la condition 6 ( f ) < e  montre que, pour tout intervalle I t [ 0 , / ]  de 

longueur inf6rieure ~ e, la r6union des deux courbes 

19 t ~ ~(t) = expx~(tv) 

I ~ t ~-,J(tv) 

a un diam~tre inf6rieur ~t A. Cette r6union est donc contenue dans un U r On peut 

alors trouver des r6els to, q . . . .  , t  k tels que O=to<q<.. .<tk=l et une k-cha3ne ti= 

(0  ~ 01 . . . . .  0 k) telle que : 
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J 

/ 
~ ~ : 0 ~ _ U  ~ 

Fig. 2. 

:(t) E t.~ 

f (  tv) E 0 i 

pour t E [ti_ 1, ti], i= 1,2 . . . . .  k. La chaine ti est donc une cha~ne pour x=:(0)  et y=j~0), le 

long de )7. 

Puisque ~ e t  : sont homotopes,  on a : 

-k __ n -k n u x - u  x et uy=Uy 

Finalement : 

d(u~, uy)n _- d(ux a~) <~ C d ~ : ( l ) , f ( l o ) )  <<. Ce  

oi~ C est une constante qui ne d~pend que de 9 / e t  qui est telle que 

d(P, P ' )  <<. C du(x, x ')  

pour toute paire de plaques P, P '  d 'un U; et toute paire de points x, x' appartenant ~t 

P et P' .  [] 

Nous pouvons dSj~ d6montrer une moiti6 du th6orSme 3.4. 

C O R O L L A I R E  3 . 8 .  Pour  tout  bon recouorement  all, on a : 
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1 
h(~,  ~ ~< h(~,  g). 

diam (q/) 

D~monstration. Le lemme pr6c6dent montre en effet que : 

N(~ ,  ~ n, Ce) <.N(~,g, n diam (q/), e). 

Le r6sultat est obtenu en passant  deux fois ~ la limite. [] 

Pour d6montrer  l'in6galit6 inverse, construisons de bons recouvrements  h l 'aide de 

,, pi~ces de monnaie ,, que l 'on peut  imaginer de taille transverse n6gligeable par 

rapport au diam~tre de leurs plaques. Ces recouvrements  devront 6tre tr~s riches pour  

que toute g6od6sique puisse embrocher  des pi~ces de monnaie se recouvrant  peu. 

Soit A 0 un r6el positif tel que exp ~ envoie toutes les boules ~ ( 0  x, 4A 0) diff6omor- 

phiquement sur des ouverts str ictement convexes de la feuille L x. Soit A < A  0. Choisis- 

sons une ~paisseur Q et posons : 

T" = exp B~(0x, 2Q) 

of1B~(0~, r) est la boule de centre 0~ et de rayon r dans l 'orthogonal de T~ Lx dans Tx M. 

Posons  

v~ = o B~,ty, 2a).  
y~T~ 

Pour A et p assez petits, V~ est un ouvert  distingu6 quel que soit x E M. Nous  suppose- 

rons de plus que p<A/20.  

Posons de m6me : 

T~ = exp (B~(O x, 0)) 

U x = LI B~(y, A). 
y~T~ 
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Alors U~ est afor t ior i  un ouvert distingue et la boule (dans M) de centre x et de rayon 

0/4 est contenue dans U~ quelque soit x E M (tout au moins si A est suffisamment petit). 

Soit a un reel positif tel que a<o/60. Lex deux lemmes techniques suivants son t  

EIEmentaires; nous en laissons la demonstration au lecteur. 

LEMME 3.9. Si A, Q et a sont fix~s (suffisamment petits), il existe i l l>0 tel que la 

propri~tO suivante soit rOalisOe. Soient x Iet x 2 deux points de la m~me feuille L tels que 

d~(x~,x2)=2A-a. Si y~ et Y2 sont deux points des transversales Tx, et T~2 v~rifiant 

du(Yl,XO<fl~ et dM(Y2,X2)<fl~ contenus dans la m~me plaque de rayon 4A o, alors 

d ~ ( y  I , y z ) ~ < 2 A -  a/2. [] 

LEMME 3.10. Soit ~ =  {Zl, Z2, .-., ZN} un ensemble fl-dense ot~ fl=fll/lO. Soient x Iet  

x 2 deux points d'unefeuille L tels que d~(x 1, XE)=2A-ct, Soit ~ (resp. ~') un point de 

fl-proche de x I (resp. x2). Alors, les ouverts Ur et Ur v&ifient la propri~t~ suivante. Si 

~l et ~2 sont deux points des transversales Tr et Tr contenus dans la m~me plaque de 

rayon 4A0, et o~rifiant dM(~ l, xl)< fl et dM(~ 2, x2)< fl, alors la g~od~sique (minimale) de 

la feuille L~,=Lg2 joignant ~1 ~ ~2 est contenue dans la r~union des boules 

B~(~ 1, A) e t  B~(~2, A). [] 

On pose alors : 

. . . . .  

Pour un choix gEn6rique de ~,  ~ a est un bon recouvrement. La  seule difficultE est en 

effet de s 'assurer que si Oz, et Uzj se rencontrent, leurs intErieurs se rencontrent 

Egalement. 

LEMME 3.11. Si e est suffisamment petit, la propri~tO suivante est rOalisOe. Pour 

tout couple de points x, y de M qui ne sont pas (~;, ~ n, e)-sOpar~s et tels que 

du(x,y)<e et pour toute gOod~sique ~ dans L x de longueur r<-2(1-a)nA telle que 

~(O)=x, il existe une chafne u=(Uz~(0 ~ . . . . .  Uzi(,)) le long de ~ qui est une chafne gt la fois 

pour x et y. 

D~monstration. Posons tj=(i/n)r ( j=0  . . . . .  n). Pour chaque j,  il existe i ( j )E 

{1 . . . . .  N} tel que dM(~( Q, zio~)<fl. Pour/J assez petit, il existe donc un point zi'o~ de T%~ 

situE sur la m6me plaque que ~,(Q. Le lemme 3.10 applique au cas simple ofa ~l (resp. ~2) 
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est l ' intersection de la plaque de xl=7(  Q (resp. x2=7(tj+ 0) avec la transversale T%~ 

(resp. Tzio+,) montre que u=(Uz~(o ) . . . . .  Uz,,, ) est une chaine pour x le long de y. 

Soit e suffisamment petit pour  que la propri6t6 suivante soit r6alis6e : si la distance 

de Haussdorf  entre deux plaques P e t  P '  d 'un m6me U z est inf6rieure h e, alors la 

distance dans M entre P n T z et P '  n T zes t  inf6rieure ~ fl/2. 

Montrons par r6currence que u est  aussi une cha~ne pour y. Puisque d ~ x ,  y)<e<fl, 

le point y est dans Uzi(o ). Supposons que u'=(Uz,o) . . . . .  U~,,)) est une chaine pour  y 

( m < n - 1 ) .  Par l 'hypoth6se du lemme, la distance de Haussdorf  entre les plaques 

u ~  et u ~  est inf6rieure ~t e. Soit ~l l ' intersection de u~ m avec T~,.~ et ~2 l ' intersection de 

B(~l, 4A) avec Tz~,+ ,. Le lemme 3.10 montre alors que les plaques de ~1 dans U~(,.) et ~2 

dans Uz,.,+,) se coupent.  Par cons6quent,  u"=(Uz~o) . . . . .  Uz,(,+,)) est aussi une cha~ne pour 

y. [] 

Le lemme suivant est 616mentaire. 

LEMME 3.12. Soient A et e suff isamment petits, UE q/a, P e t  Q deux plaques de U 

telles que d(P, Q)<e. Soit ~a={Vz, . . . . .  Vz)  le recouvrement ouvert de M que nous 

avons construit prOc~demment et Q' la %plaque contenant Q. Alors, l'application 

ateQ : P--->Q' qui envoie chaque z de P sur le point d'intersection de Q' et de 

exp (B ~(O z, Ce)) est bien d~finie et continue (C est une constante qui ne d~pend que de 

~ ~) .  Les applications atp~. Q~ et ate2, Q2 sont compatibles si Pi, P2 et QI, Q2 se chevau- 

chent. [] 

Nous pouvons maintenant terminer la d6monstration du th6or6me 3.4. Soient x et y 

deux points  qui ne sont pas (~,  q/a, n, e)-s6par6s et tels que riM(X, y)<e (oh e v6dfie les 

lemmes pr6c6dents). Consid6rons l 'application at : B~(Ox, 2(l-a)nA)---->Ly donn6e par : 

at(v) = ateQ (exp'(v)) 

oO P=u~ et oh P=Uy et u est une n-chaine le long de la g6od6sique t--->exp~(tv) 

construite ~t l 'aide du lemme 3.11. D'apr6s les lemmes 3.11 et 3.12, at est  bien d6finie, 

continue, et v6rifie : 

sup dM(exp~(v), at(v)) ~< Ce. 
Ilv]l<2( I - a )  n 6  
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Le point ~r(0) ne coincide pas n6cessairement avec y mais une modification locale de Jr 

(dans la boule B~(0 x, A) par exemple) permet de construire :r'E ff2(x, y, 2 ( l - a )nA)  tel 

que 6(~')<~C'e (00 C' est une autre constante qui ne d6pend que de q/a)- En renversant 

les r61es de x et y, on a alors : 

(~2(l_ct)n(X, y) <. 2C' e. 

En d'autres termes, nous avons montr4 que si (~2(l_a)nA(X, y)>2C'e alors x et y sont 

(~, q/A, n, e)-s6par6s ou d ~ x ,  y)>~e. En consid6rant un recouvrement de M par des 

boules de rayon el2 en nombre N(e), on a done l'in6galit6 : 

N(o ~, g, 2(1 - a )  nA, 2C'e) <<. N(e) N(ff, q/a, n, e). 

Par passage ~ la limite 

h(~, g) ~< 
1 1 1 

h(~, q/a) = 
2(1 - a )  A I - a  diam q/a 

h(~, q/a). 

Puisque a peut 6tre arbitrairement proche de 0, nous avons done bien montr6 que : 

I 
h(~,g) = sup diam (q/) h(~, q/). 

4. Quelques exemples 

Dans ce paragraphe, nous d6crivons quelques exemples significatifs ainsi que quelques 

estimations 616mentaires de l'entropie g6om6trique. 

Exemple 4.1. L'entropie g4om6trique du feuilletage de Reeb sur le tore solide 

19qxS ~ est nulle. (A strictement parler, nous n'avons pas d6fini l'entropie g6om6trique 

des feuiUetages sur les vari6t6s ~ bord, mais la d6finition se g6n6ralise sans difficult&) 

Lorsque q= 1, c'est-~-dire lorsque le feuilletage de Reeb consid6r6 est de dimen- 

sion 1, ceci r6sulte du th6or6me 3.2 et du fait que l'entropie topologique d'un flot sur 

une surface est nulle. On peut aussi estimer directement le cardinal des ensembles 

(n, e)-s4par6s. 

Lorsque q> 1, la proposition 3.3 et le corollaire 3.5 montrent que l'on peut toujours 

supposer que la composante de Reeb 4tudi6e est invariante par les diff6omorphismes 

du type 

Dqx S 1 9 (x, O) ~ (R(x), O+ a) 6 Dq x S I (R 6 SO(q), a 6 R/Z). 
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En comparant  les feuilles en n'utilisant que des applications invariantes par 

rotations, on ne peut  que faire croitre la fonction 6 r et donc le cardinal des ensembles 

(r, e)-s6par6s. Soient D1, O 2 . . . . .  D k un nombre fini de diam6tres de la bou le / )q  dont les 

extr6mit6s forment  un ensemble e-dense sur S q-~. Une ,, projection ,, d 'un  ensemble 

(r, e)-s6par6 de 19qxs I sur les anneaux D i x S  1 fournit un ensemble (r. e/4)-s6par6. On a 

d o n c :  

N ( ~ ,  g, r, e) <~ kN  ~l~,au,  gl...o~, r , -~  . 

La nullit~ de h(o ~, g) en r~sulte car  k peut  ~tre 6videmment choisi inf6rieur ~ C(1/e) ~ 
o/~ C ne d6pend que de q. 

De la m~me fa~on, si .~ est un feuilletage de codimension 1 sur une vari6t~ 

compacte M e t  si ~ '  est obtenu ~ partir de ~ par ~ tourbil lonnement ,,, alors les 

entropies de g* et de ~ '  s 'annulent  simultan6ment. 

Exemple 4.2. Le  feuilletage de M. Hirsch a une entropie non nulle. Rappelons que 

ce feuilletage est construit  de la fa~on suivante. Consid~rons un tore solide 

T=D ~x S ~ = {Zl ~ C, IZll~< 11 x {z2 ~ C, Iz21= 1} et le plongement i de T dans T donn6 par : 

i(oe2in~ eZiZ~) = ( 2 e2in~ + l oe2i=O, e 4inqp ) . 

A 
La vari6t6 compacte  ~ bord T-i (T)  est naturellement feuillet6e, de mani6re trans- 

verse au bord, par  les surfaces d '6quation z2=Cst. On identifie alors les deux compo- 

santes OTet/(aT) de a(T-i(T))  par  ila T. On obtient ainsi un feuilletage ~ d e  codimension 

I sur une vari6t6 compacte  sans bord M 3. Pour un choix convenable d 'un  bon 

recouvrement  q/, le pseudogroupe d 'holonomie associ6 ~ o//n'est autre que le pseudo- 

groupe d 'hom60morphismes locaux de S ~ engendr6 par les restrictions de l 'application 

z~-,z 2 ~ des ouverts oO elle est un diff60morphisme sur son image. Puisque l 'entropie 

topologique de l 'application z~-->z z est Log2 ,  il est clair que l 'entropie de ~ n e  peut 6tre 

nulle. 

Exemple 4.3. Soit 0% un feuilletage transverse aux fibres d 'un  fibr6 localement 

trivial F-->M--.B ofa M , B , F  sont compacts .  Le groupe G=zq(B) op6re sur F par 

l 'holonomie globale de ft. Soit G~ un syst6me fini de g6n6rateurs de G. Si l 'on munit B 

d 'une m6trique riemannienne gs, le fibr6 tangent h ~: est naturellement muni d 'une  
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m~trique g provenant de gB. Soit a (resp b) le maximum (resp. minimum) des longueurs 

des classes d'homotopie libres de G I. Dans ces conditions, on a : 

__1 
G l) <~ h(~, g) <~ I h(G, Gt). h(G, 

a 

Si fE  G 1, on a 6videmment h(G, Gl)>~h(f) oil h(f)  est l'entropie topologique def .  

Par cons6quent, 

h(~, g) ~ I max {h(f) , fE G I }. 
a 

Cette derni6re in6galit6 n'est certainement pas la meiUeure possible, par exemple, 

les deux ,~ twists de Dehn ~, 

de T 2 ont une entropie nulle alors que leur compos6 

(2 I) 
a une entropie non nulle. Le groupe engendr~ par 

(I  )ot (; I) 
a donc une entropie non nulle bien que l'entropie de ses g~n~rateurs soit nulle. 

Exemple 4.4. L'entropie g6om6trique d'un feuilletage riemannien est nulle. Nous 

avons en effet d6jh remarqu6 que l'entropie d'un pseudo-groupe d'isom6tries est nulle. 

I1 est facile de construire des exemples de feuilletages riemanniens dont toutes les 

feuilles sont/ i  croissance exponentielle, par exemple la suspension d'un sous-groupe 

libre de SO(3) op6rant sur S 2. Ceci montre que, dans le cas g6n6ral, la nullit6 de 

l'entropie g6om6trique n'entraine pas la non existence d 'une  feuiUe ~ croissance 

exponentielle ni m6me l'existence d'une feuille h croissance sous-exponentielle. 

Un feuilletage dont toutes les  feuilles sont compactes et li holonomie finie est 

riemannien; son entropie est donc nulle. Nous conjecturons qu'un feuilletage (non 

riemannien) dont toutes les feuilles sont Compactes a n6cessairement une entropie 

g6om6trique nulle. 

Nous construisons maintenant des exemples de nature diff6rente. Soit ,~ un 
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feuilletage sur la vari6t6 riemannienne compacte ~(M, g). Nous dirons que ~: admet un 

automorphisme expansif  s'il existe un diff6omorphisme tp de M qui respecte ~: et une 

constante C>  1 telle que les vecteurs tangents ~ ~: sont g-dilat6s par q9 par un facteur 

sup6rieur ~t C. Les exemples s tandards d 'une tel le situation sont fournis par les 

feuilletage stables (resp. fortement stables) des diff6omorphismes (resp. flots) d 'Ano- 

sov. De tels feuiUetages ont une croissance sous-exponentielle. 

PROPOSITION 4.5. Si (M, g, ~:) admet un automorphisme expansif, aiors h(~;, 

g)=0. 

D~monstration. Puisque tp pr6serve ~,  on a 6videmment : 

h(~,  g) = h(~:, ~0.(g)). 

Comme, par ailleurs qg.(g)(v)>.-CE.g(v) si v est tangent ~t-~, le corollaire 3.5 montre 

que : 

h(~,  g) = h(~:, qg.(g)) ~< I h(~:, g). 

On en d6duit le r6sultat. [] 

Nous 6tudions enfin le comportement de l 'entropie par image r6ciproque. 

PROPOSITION 4.6. Soit f : M'--~M une immersion transverse au feuilletage ~ de M. 

Soit g une m~trique riemannienne sur M. On considOre le feuiiletage ~ '=f*~;  et la 

m~trique g'=f*g. On a alors : 

h ( ~ ' ,  g') ~< h(~,  g). 

D~monstration. Consid6rons un bon recouvrement 9/i de ~ '  du type que nous 

avons consid6r6 dans la d6monstration du th6or~me 3.4. Nous avons vu qu'il est 

possible de choisir q/~, de sorte que (1/diam (o//~))h(~:',q/i) soit arbitrairement proche 

de h (~ ' ,  g'). On peut alors construire un bon recouvrement q/de  M de telle sorte que : 

(i) pour tout q/' de q/i, f lU')  est contenu dans un 616ment de 0//, 

(ii) diam (~ (q/i) est arbitrairement proche de 1 pourvu que A soit suffisam- 

merit petit. 
r p On a 6videmment h ( ~  ,~a)--~h(~,q/). La  conclusion r6sulte alors du th6or~me 3.4. 

Remarquons que l'6galit6 h ( ~ ' ,  g ' ) = h ( ~ ,  g) n 'est  pas vraie eft g6n6ral, mais un raison- 

nement analogue au pr6c6dent montre qu'elle est valable si f e s t  un rev6tement fini. [] 
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5. Entropie et mesure transverse 

I1 est clair que, dans le cas g~n~ral, il est impossible de donner une caract6risation 

simple des feuilletages d 'entropie nulle: Nous nous proposons cependant d'6tablir une 

forte condition n6cessaire ~ la nullit6 de l 'entropie. 

THi~ORi~ME 5.1. Soit ~ un feuilletage sur une oari~t~ riemannienne compacte 

(M, g). Alors, si h(~;, g)=0, le feuilletage ~ possdde une mesure transverse inoariante 

au sens de J. Plante [P1]. 

Remarque 5.2. Dans le cas classique, c'est-~-dire lorsque ~ e s t  de dimension 1, ce 

th6or~me n'apporte bien entendu aucune information nouvelle. En effet, un feuilletage 

de dimension 1 6tant h croissance polynomiale (en fait lin6aire), il poss~de toujours une 

mesure transverse invariante et ceci quelle que soit son entropie. En particulier, 

l 'existence d 'une mesure transverse invariante ne suffit pas ~t annuler l 'entropie. 

Insistons cependant sur le fait que, en dimension sup6rieure ~ 1, l 'existence d 'une 

mesure transverse invariante est un ph6nom~ne extr6mement rare. 

Pour construire cette mesure, nous allons 6tudier la r6partition asymptotique des 

ensembles (n, e)-s6par6s lorsque n tend vers l'infini et e vers 0. La  d6monstration e s t  

organis6e en une suite de lemmes. 

Fixons un bon recouvrement q / e t  consid6rons le pseudo-groupe (~(o//), ~l(0-/t)) 

associ6 ~t q/. Ce pseudo-groupe op~re sur un espace X qui est une r6union disjointe d 'un 

nombre fini de boules ouvertes de R q. Soit A" la r6union disjointe des boules ferm6es 

correspondantes 0 ( - X  correspond aux plaques contenues dans les bords des Ui). 

Supposons que h(~:, g)=0.  Nous savons alors que h(~(q/), ~ l (~ ) )=0  et nous allons 

construire une mesure sur X invariante par ~(~) .  

Soit ~§ l 'espace des fonctions continues positives ou nulles sur X. S i n  est un 

entier et e un r6el strictement positif, nous d6finissons une fonctionelle (non lin6aire) 

A,,~ sur cr par la formule suivante : 

A,,~(qg) = N(n, e) sup q0(x) : A c X  est (n, e)-s6par6 . 
L x E A  

Bien entendu, N(n, e) d6signe N(Xe(q/), ~l(~ n, e) et la (n, e)-s6paration est relative 

(~(0//), ~t(q/)). Ces op6rateurs, bien que non lin6aires, v6rifient certaines propri~t6s 

utiles. 
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LEMr,IE 5.3. (a) An, ̀  est homogbne,  i.e. An,,(aqo)=aA,,~((p) pour a>~O. 

(b) An, ~ est sous-additif, i.e. An,~(qol+r 

(c) An, e est monotone,  i.e. si cpz<<,cp2, alors An,~((pl)~<An,,(qo2). 

(d) A,,~(1)= 1 et An, ~(qo)~<SUPxe: ? {~(x)}. 

(e) Si la distance entre les supports de q~z et q~2 est strictement sup~rieure d e alors 

An, ~((Pl +~p2) =An, ~(qol) + An, ~(q~ 

D~monstration. Seul le point (e) m~rite un 6claircissement. Il r6sulte du fait que si 

Al=Supp qo I e t  A2=Supp qo 2 sont (n, t)-s6par6s, alors A I t3A 2 est (n, e)-s6par6 d~s que la 

distance entre les supports de qo~ et qo: est strictement sup6rieure h e. [] 

Nous 6tudions maintenant les limites des An,,. 

LEMMI~ 5.4. I1 existe une suite d'entiers n(k,p) ~ deux indices (p~>l, k~>l) telle que: 

(i) pour tout p, on a limk__,~ n(k, p) = + oo 

(ii) La limite 

ap = lim N ( n ( k , p ) + l ,  1/p) 
k-~ N(n (k ,p ) , l / p )  

existe et on a limp__,| ap = 1. 

D~monstration. I1 est en effet facile de voir que la nullit6 de h(~i~:(~ ~l(q/)) c 'est- 

h-dire de : 

lim lim sup 1 Log N(n, e) 
~__,o + n--,~ n 

implique que 

l im/ / l im inf N(n+ 1, ~,~,) | | / n \  = 1. 
p-,| \,-,| N(n, I/p) ] 

Le lemme en r6sulte facilement. [] 

LEMME 5.5, (i) On peut  choisir la suite n(k,p) du lemme precedent de telle sorte 

que, pour tout p>O et tout q~ de ~+(fo, les limites suivantes existent : 

Ai/p((p) = lim An(k,p) ,l/v(cp) 
k----) + ~ 

Al/p((p) = lim An~k,p)+1 ' j/p(Cp) 
k--~+~ 

9-888285 Acta Mathematica 160, Imprim~ le 25 f~vrier 1988 
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(ii) II existe une suite p(l) tendant vers l'infini lorsque I tend vers l'infini et telle que 

les limites suivantes existent pour tout qJ de cr : 

A(q0) = lim Ai/pc0(t p) 

A(cp) = lira Al/pco(q0). 
l - -~ 

D~monstration. Les propri6t6s (c) et (d) du lemme 5.3 montrent qu'il suffit 

d'6tablir ces limites sur un ensemble d~nombrable dense E de <r ~) muni de la 

topologie de la convergence uniforme. 

Partant d 'une suite double n(k, p) fournie par le lemme 5.4, on peut alors, par un 

proc6d6 diagonal, extraire pour chaque p, une sous-suite n'(k, p) de la suite k--~n(k,p) 

telle que les limites de (i) existent pour tout q0 dans E. Un deuxi~me proc6d6 diagonal 

fournit la suite p(/) teUe que les limites de (ii) existent. [] 

LEMME 5.6. Les  op~rateurs A et Zk sont homog~nes, sous-additifs, monotones et 

o~rifient A(1)=/k(1)=l.  De plus, si Cpl et cp2 sont ~ supports disjoints, on a : 

A(q01 +q72) = A(qgi)+A(q02). 

A(~vl +~o2) = A(~o,)+A(~2). [] 

Si A e t  A 6taient lin6aires, le th6or~me de repr6sentation de Riesz montrerait qu'ils 

proviennent d 'une mesure sur .~. On a cependant le r6sultat plus faible suivant : 

LEMME 5.7. Si K est un compact  de ff, on pose : 

/x(K) = inf {A(q0); q0 E ~r ~0 ~< 1 et ~oIK = 1} 

/~(K) = inf {A(cp); ~0 E <r q~ ~< 1 et ~01r = 1). 

Alors Ix et f~ se prolongent en des mesures de probabilit~ o-additives et rOguliOres sur la 

tribu des bor~liens de f~. 

D~monstration. I1 suffit de suivre la d6monstration du th6or~me de Riesz telle 

qu'elle est donn6e dans [Ru] pages 42 ~t 49. Les <, Steps >, I, II, III et V ~t IX n'utilisent 

pas la lin6arit~ de A mais seulement les propri6t6s de positivit6, homog6n6it6, sous- 

additivit~, monoticit6. La  d6monstration du << Step >> IV n'utilise que l'additivit6 de A 

pour des fonctions/~ supports disjoints. Quant au << Step >> X, qui consiste ~t montrer 
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que/~ (, repr6sente ,, A, il ne s '6tend pas mais nous ne l'utilisons pas. Le fait que/~ et ki 

sont des probabilit6s provient du fait que X est compact  et que A(1)=/k(1)= 1. [] 

LEMME 5.8. L e s  deux  m e s u r e s  I z et  ft sont  Ogales. 

D~mons t ra t ion .  Si A c X  est (n, e)-s6par6, il est n6cessairement (n+ 1, e)-s6par6. On 

a donc, pour tout (p de cr : 

N(n ,  e) A~, ~(cp) <<. N ( n  + 1, e) A,+l,,((p). 

En particulier : 

N(n(k ,  p(/)+ I, l/p(/)) 
An(k'p(l))'l/p(I)(q~)~ N(n(k ,p ( / ) ) , l / p ( / ) )  in(k'p(l))+l'l/p(I)(q))" 

En passant ~t la limite lorsque k tend vers l'infini, puis lorsque l tend vers l'infini, on 

obtient : 

Pour tout compact  K, on a donc : 

A(q)) ~</k(q)). 

~(K) ~<~(K). 

La m6me in6galit6 est donc v6rifi6e pour tout bor61ien B de X : 

/t(B) ~< ki(B) 

C o m m e / ~ ( X - B ) =  1-/~(B), l'in6galit6 pr6c6dente appliqu6e h X - B  donne finalement : 

/~(B) = ki(B). [] 

LEM~E 5.9. L a  m e s u r e  t~o induite  sur  X par  i~ es t  inoariante par  2Le(~ 

D~mons t ra t ion .  Soit f E  Ygl et (p une fonction continue positive sur X, h support  

compact dans X. Supposons que Supp (pclmage ( f ) .  On notera, par abus de langage, 

q0of, la fonction 6gale ~ (p o f  sur D o m a i n e ( f )  et nulle ailleurs. 

Si A c D o m a i n e  ( f )  est (n, e)-s6par6, alors f(A) est 6videmment (n+ 1, e)-separ6. Par 

consequent : 

N ( n +  1, e) A " " 
An,~(q) ~  ~< ~ - ~ , ~  n+,,~(qo 
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En passant deux fois h la limite sur des sous-suites convenables, on obtient : 

A(9 o f )  ~< A(qo). 

Utilisant le fait que/~=/1, on obtient alors que, pour tout borelien B contenu dans 

l'image de f ,  on a : 

/a ( f -  1(//)) ~< p(B). 

En rempla~ant f p a r f  -I et B parf-I(B),  on obtient alors : 

/ ~ ( B )  = k ~ ( f - I ( B ) )  �9 

La restriction de/~ ~t X est done invariante par le pseudo-groupe ~(q/) operant sur X. [] 

Pour terminer la demonstration du theoreme 5.1, il reste done ~t montrer que la 

restriction de/~ ~ X est non triviale. Soit x E ) ;  un point du support de/~. Si x E X ,  notre 

probleme est resolu. S i x  E.~'-X, le point x correspond ~ une ,, plaque de ~ ,, qui est 

contenue dans le bord d 'un  U i. Cette plaque rencontre necessairement l ' interieur d 'un 

U r I1 existe donc un element f de ~1, un point x' de X et une boule fermee B c  R q de 

centre x tels que : 

(i) f e s t  defini sur B 13X 

(ii) f s 'etend en un diffeomorphisme f de B I3 A" sur f(B N ) ( ) cX  

(iii) f(x)=x'. 

L ~ M E  5.10. Le point x' est dans le support de p. 

Dimonstration. Considerons une petite boule compacte D ~ X  de centre x'.  Soit cp' 

une fonction continue positive definie sur X et 6gale h 1 sur D. Si D et le support de q0' 

sont suffisamment petits, alors la fonction cp definie sur X de la faqon suivante est 

continue : 

q0(x) = q0'(f(x)) si x E B n X  

q0(x) = 0 sinon. 

Si A c B  fiX est (n, e)-separe, alors J(A) est (n+ I, e)-separe. Par consequent : 

N(n+ 1, e) An+ i, ~(q~') ~> N'(n, e) An.,(9). 

Ici encore, en passant convenablement ~t la limite, on obtient : 
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A(cp) ~< A(q~'). 

Puisque ~p est 6gal ~t 1 s u r f - l ( D ) ,  on a 

/z(f-~(D)) <~ A(~) ~< h(q~'). 

En prenant la borne inf~rieure de A(q~') sur les fonctions 6gales ~ I sur D, on obtient 

#(f-L(D)) <~#(D) 

Mais/~(f-~(D)) est s tr ictement positif car  f -L(D) contient un voisinage dans X de x qui 

est dans le support  de g. On conclut donc que toute boule D de centre x'  a une mesure 

strictement positive, c 'est4t-dire que x' est dans le support  de/~. [] 

Ceci ach~ve la d6monstrat ion du th6or~me 5.1 car la restriction de/~ h X est une 

mesure non triviale invariante par ~e(q/). 

6. Entropie g~om~rique des feuilletages de codimension 1 

Le but de ce paragraphe est de montrer  qu'il est possible de caract6riser les feuilletages 

de codimension 1 d 'entropie  non nulle. Rappelons qu 'une feuille L d 'un  feuilletage :~de 

codimension 1 est appel6e <, ressort  >~ (voir [La]) s'il existe un lacet y de L e t  un arc T 

t ransverse/ i  :~ contenant  y(0), tels que : 

(i) II existe un point x de L n T diff6rent de 7(0) qui appartient au domaine de 

d6finition de l 'holonomie H(V) de Y en y(0). 

( i i ) /~(y)(x)  ---> y(0). 

En termes imag6s, la feuille L ,~ spirale sur elle-m6me >> (voir Figure 4). 

THI~oRi~ME 6.1. Soit ~ un feuilletage de codimension 1 sur une vari~t~ rieman- 

nienne compacte (M, g). Alors, l' entropie g~om~trique h( :~, g) est nulle si et seulement 

si :~ ne contient pas de feuille ressort. 

Avant d 'aborder  la d6monstrat ion de ce th~or~me, nous en donnons deux corol- 

laires. 

COROLLAIRE 6.2. Si toutes les feuilles de :~ sont ~ croissance sous-exponentielle, 

l'entropie g~om~trique de ~; est nulle. 

D~monstration. Une feuille ressort  est en effet ~ croissance exponentielle (voir, 
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Fig. 4. Feuille ressort. 

par exemple [H-HI). En fait, nous aurons ~t d6montrer  directement ce  corollaire avant 

le thr [] 

COROLLAIRE 6.3. Si l'entropie d'un feuiiletage de codimension 1 est nulle, son 

invariant de Godbillon-Vey est aussi nul. 

DOmonstration. C'es t  un effet le cas si ~ n 'a  pas de feuille ressort  (voir [Du]). [] 

Pour  r6sumer la situation, nous consid&ons les propri6t6s suivantes qui peuvent 

6tre satisfaites par  un feuilletage de codimension I ~ sur la vari6t6 compacte  M. 

(e) l 'entropie de ~ est nulle 

(c) la croissance des feuilles de ~ est sous-exponentielle 

(m) il existe une mesure transverse invariante 

(r) ~ n 'a  pas de feuille ressort  

(g) l ' invariant de Godbillon-Vey est nul. 

On a alors le diagramme d'implications suivant : 



ENTROPIE GEOMETRIQUE DES FEUILLETAGES 131 

(g) 
(c) ~ (e) ~ (r) ~ "  

(m) 

Aucune autre implication n 'est  valide en g6n6ral. 

Partant d 'un  feuilletage d'entropie non nulle, nous avons vu que le feuilletage 

tourbillonn6 a lui aussi une entropie non nulle (Exemple 4.1). Ce feuilletage tourbil- 

lonn6 possSde une mesure transverse invariante concentr6e sur la feuille torique qui a 

6t6 introduite. Ceci montre que (m) n'entraine pas (e). 

Nous verrons plus loin qu'il existe des feuilletages d'entropie nulle qui poss~dent 

des feuilles ~ croissance exponentielle, de sorte que (e) n'entraine pas (c). Cependant la 

description faite plus bas des feuilletages sans feuiUe ressort montrera qu 'un tel 

feuilletage a n6cessairement une feuille compacte ou est un feuilletage sans holonomie 

(/~ croissance polynomiale). Une r6ciproque partielle de l 'implication (c) ~ (e) est donc 

v6rifi6e. 

La  r6ciproque de l 'implication (e) =~(g) est elle aussi fausse. Consid6rons en effet 

une surjection at du groupe fondamental ~q(Z) d 'une surface compacte orientable de 

genre 2 sur le groupe libre L(a, b) h deux g6n6rateurs. Pour chaque repr6sentation H de 

L(a, b) dans le groupe DilT~+(SI), la repr6sentation Hoat  fournit un feuilletage suspendu 

sur le fibr6 en cercles au-dessus de Z associ6 ~ Hoat .  L'invariant de GobiUon-Vey de 

ces feuilletages est toujours nul car le second groupe de cohomologie de L(a, b) est 

trivial. I1 est par ailleurs tr~s facile de construire de telles repr6sentations H poss6dant 

des orbites ressort et donc, d 'entropie non nulle. 

Remarquons enfin que si ~ poss6de une mesure transverse invariante qui charge 

tous les ouverts, alors ~ est n6cessairement un feuilletage sans holonomie h croissance 

polynomiale, et les propri6t6s (e), (c), (m), (r), (g) sont toutes v6rifi~es. 

Donnons un exemple typique d'action de pseudo-groupe ayant de l 'entropie. 

Soit X=[a, b] un intervalle compact de R et I l, 12 deux intervalles ouverts, d'adh6- 

rences disjointes, contenus dans l=]a, b[. S o i t f  1 (resp. f2) un hom6omorphisme de I sur 

I 1 (resp./2). Soit ~(l={id,fpf?l,f2,f2 l} et ~(le pseudo-groupe de X engendr6 par ~1" 

LEMME 6.4. h (~  ~ ~l)~>Log2. 

D~monstration. Si i 1, i 2 . . . . .  i nest une suite d'entiers 6gaux ~ 1 ou 2, on pose : 
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Choisissons un point c de I et notons 

x( i , ,  i 2 . . . . .  in) = fi, ~ fi2* "" *fi~(c) �9 

Nous affirmons que l 'ensemble des 2 ~ points x( i  I, i 2 . . . . .  i n) est (~ ,  ~l ,  n, e)-s6par6 pour 

tout e < d ( l , ,  12). Consid6rons en effet deux points distincts de cet ensemble, 6crits sous 

la forme : 

X = x ( i  I , i 2 . . . . .  i k, ik+ , . . . . .  i n) 

X' = x f i p  i 2 . . . . .  ik, A+ ! . . . . .  Jn) 

avec O<.k<n et jk+l*ik+ r Alors l '~lement r t ~ ~ 1 7 6  de ~n est d~fini sur 

l'intervalle l i ,  ~ ..... ~k" Cet intervalle contient les points x et x '  et on a : 

 o(x) ti,+, 

�9 (x') e 

Par suite : 

d(cp(x), 9 (x ' ) )  > d( l l ,  12) > e. 

Les points x et x'  sont donc (~ ,  ~(~, n, e)-s6par6s. On a donc finalement : 

N ( ~ , ~ p n ,  e ) ~  2 n. 

On obtient alors le lemme en passant deux fois ~ la limite. [] 

(6.5) D ~ m o n s t r a t i o n  de  la cond i t ion  ndcessa i re  dans la th6or~me 6.1. Nous mon- 

trons que si h(~:,g)=0, alors ~ ne poss6de pas de feuilles ressort. Nous pouvons 

supposer que ~-est  transversalement orientable puisque l 'existence d 'une feuille res- 

sort et la nullit6 de l 'entropie sont invariantes par rev6tement fini (voir la proposition 

4.6). 

Supposons que ~ poss6de une feuille ressort. Pour montrer que h(~; ,g )*O,  il 

suffit, d'apr6s le th6or~me 3.4, de trouver un bon recouvrement ~ dont le pseudo- 

groupe d 'holonomie ~e(q/) contient un sous-pseudo-groupe isomorphe h celui du lemme 

pr~c6dent. 

I1 est clair que si ~pos s6de  une feuille ressort, pour un recouvrement 0//convena- 
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ble, ~(q/) contient deux hom6omorphismes locaux f ,  g de R tels que, pour  un certain 

point x o de R, on a : 

x 0 6 Domaine ( f ) ,  f(Xo) > x o 

[x0,f(x0) ] = Domaine (g) 

g"(f(x0)) ~ x0. 
n-.--~ + oo 

(On a suppos6 ici que le ressort  est  ,, ~t droite , . )  On a donc : 

g(t) < t pour  t 6 ] x,f(x)l .  

Soit I un intervalle du type ]x0, y[. Si y est suffisamment proche de x 0 et s i n  est 

suffisamment grand, gnof=ft  est d6fini sur I e t  v6rifie I t=fl( l)cl .  De m6me, s i p  est 

suffisamment grand, f2=g pes t  d6fini sur I, v6rifie I2=f2(1)ci et I 1 et 12 ont leurs adh6- 

rences disjointes. Nous avons donc trouv6 un sous-pseudo-groupe de ~((0//) isomorphe 

~t celui du lemme 6.4. [] 

I1 est clair que la d6monstrat ion que nous venons de donner  montre non seulement 

que h(~:, g) est non nul en pr6sence de feuille ressort  mais donne une borne inf6rieure 

pour h(~,  g) qui d6pend en quelque sorte de la ,, force ,~ du ressort. I1 ne serait pas 

difficile de formaliser cet te  notion. 

Avant de commencer  la d6monstration de la condition suffisante dans le th6or6me 

6.1, il nous faut rappeler quelques r6sultats fondamentaux de la <, th6orie des ni- 

veaux ~}. Nous r6f6rons h [C-C-1-2] et [He] pour  plus de d6tails. 

Soit ~ un feuilletage de codimension 1 sur une vari~t6 compacte  M e t  f~ un ouvert  

satur6. Un minimal local de Q est un ferm6 (dans ~ )  qui est non vide, satur6 et minimal 

pour ces propri6t6s.  Un tel minimal local ne peut ~tre que de trois types : 

(1) une feuille propre 

(2) une composante  connexe f~0 de f~ lorsque toutes les feuilles de f~0 sont denses 

dans f~0. 

(3) un minimal local de type << exceptionnel  ~}. 

Le r6union des minimaux locaux de t) est le centre de f l ,  not6 ~(Q).  Si .~ est de classe 

C 2, ~(f~) n 'es t  jamais vide; c 'es t  un ferm6 dans Q. On d~finit alors une suite de ferm6s 

satur6s Mp dans M (p 6 N) par : 
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M0 = ~(M) 

M p - M p _  1 = ~(M-Mp_1). 

Les feuilles de Mp-Mp_ l sont dites de niveau p. Si ~ e s t  de classe C 2 la reunion des Mp 

est dense darts M. 

Supposons maintenant que ~ ne poss6de pas de feuille l.essort. Une extension du 

theor6me de R. Sackstedel. ([SAD montl.e qu'un minimal local ne peut ~tre de type 

exceptionnel. Quant aux minimaux de type (2), ils sont necessairement sans holonomie 

car sinon la densite des feuilles dans ff~0 permettrait de construire un ressort. En resume 

un minimal local ne peut etl.e que de l'un des deux types suivants : 

(1) une feuille pl.opre 

(2) un ouvert satul.e sans holonomie. 

Les feuilles propres (de niveau fini) sont alors ~ croissance exactement polyno- 

miale (de degre eventuellement non borne). Les feuilles de niveau infini ainsi que les 

feuilles contenues dans les ouverts de type (2) peuvent avoil, une croissance exponen- 

tielle (voil. [C-C-2]). On obtient ainsi des feuilletages de codimension 1 dont l'entropie 

est nulle mais qui poss6dent des feuilles ~ croissance exponentielle. 

La structure des ouverts de type (2) est decrite de la faqon suivante : il existe un 

flot topologique q~, sur M dont le support est precisement ~ et qui permute les feuilles 

de o~. L'ensemble des reels t tels que q), preserve chaque feuille de :~ est un sous- 

groupe de R, appele gl.oupe des periodes de Q. Celui-ci n'est pas necessail'ement de 

genel.ation finie. Enfin, si f~ est de niveau p, la fronti6re ag~=~-ff~ est constituee de 

feuilles propres de niveau strictement inferieur. 

Nous abordons maintenant la demonstration du fait que si :~ n'a pas de feuille 

l.essort, alors h(~, g)=O. Fixons un bon recouvrement 0-//. Nous devons montrel, que 

h(~, ~ Le pseudo-groupe d'holonomie St(~ associe/i 0//opel.e sur un espace X qui 

est une reunion disjointe d'un nombre fini d'intervalles relativement compacts de R. 

Soit P o X  la l.eunion des orbites ~ cl.oissance polynomiale et K l'adherence de P. 

LEMME 6.6. Soit Q une composante connexe de X - K .  Alors, les points de f~ sont 

clans une composante de type (2) et la frontiOre de ff~ clans X (qui contient 0, l ou 2 

points) est clans P. 

Ddmonstration. Puisque la reunion des Mp est dense dans M, il existe un point x de 

Q de niveau fini. Puisque x n'est pas dans P, c'est done que x est dans une composante 

de type (2). Cette composante correspond ~ un ouvert de X qui contient x. Soit I c X  la 
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composante  connexe  de cet  ouvert  qui contient  x. D'apr6s ce que nous avons vu plus 

haut, les orbites passant  par les points fronti6res de I sont propres et ~ croissance 

polynomiale, c'est-~t-dire dans P.  On a donc f2=I  et le lemme est d6montr6. [] 

Soit A c X  un ensemble (~(q/),  Y(l(q/), n, e)-s6par6 de cardinal maximal. Consid6- 

rons les intervaUes I contenus darts X qui sont des composantes  connexes  de X - A  et 

dont les extr6mit6s sont dans A. La  diff6rence entre le cardinal de A et le nombre des 

ces intervalles I est major6e par  le hombre  de composantes  connexes  de X. Pour  

6tudier h(~,  ~/, e), il suffit donc d '6tudier  la croissance de ce nombre de composantes  

connexes lorsque n tend vers l'infini. 

Un intervalle I du genre consid6r6 pr6c6demment  sera dit de type (a) s'il rencontre  

K et de type (b) sinon. D'apr6s le lemme pr6c6dent, tout intervalle de type (b) est 

contenu dans un ouvert  satur6 sans holonomie. Soit N~(n, e) (resp. Nb(n, e)) le nombre 

d'intervalles de type (a) (resp. (b)). La  d6monstration du th6or6me 6.1 se fera en deux 

temps, of 1 nous montrerons  successivement que N~(n, e) et Nb(n, e) croissent polyno- 

mialement en n s i e  est suffisamment petit. Ceci impliquera 6videmment que 

h(~, ~0=0. 

LEMME 6.7. Pour tout e>0 suffisamment petit, Na(n, e) croit au plus polynomiale- 

ment en n. 

DOmonstration. Consid6rons un ensemble fini Z c P  v6rifiant les deux conditions 

suivantes : 

(i) Z e s t  e/3-dense dans K. 

(ii) pour  toute composante  connexe de X - K  de longueur sup6rieure ~t e/3, les 

extr6mit6s (ou l 'extr6mit6) de cette composante  contenues dans K sont dans Z. (I1 n 'y  a 

qu 'un nombre fini de telles composantes .)  Notons  que, d'apr~s ce que nous avons vu, 

le bord des composantes  de X - K  est contenu dans P. 

Posons Zn= Yg,(Z). Consid6rons alors un intervalle I de type (a). Par hypoth6se,  il 

existe un 616ment h de Y(, tel que la longueur de h(/) soit sup6rieure h e. Par ailleurs I 

rencontre K et il en est de m6me pour  h(/). Les  conditions (i) et (ii) montrent  alors que 

h(/) contient n6cessairement un point de Z. L' intervalle I contient alors un 616merit de 

h-I(Z)cZ, .  Le nombre Na(n, e) de ces intervalles est alors major6 par le cardinal de Z, .  

Mais, puisque Z c P ,  le cardinal de Z n croit au plus polynomialement.  Ceci d6montre le 

lemme. [] 
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Remarquons qu'une simple adaptation de la d~monstration du lemme pr6c6dent 

d~montre le corollaire 6.2. Si ~: est ~ croissance sous-exponentielle, on choisit Z 

e-dense dans X et le cardinal de Z n croit sous-exponentiellement. On a donc h($ r, ~ 

Pour d6montrer que Nb(n, e) croit lui-aussi polynomialement en n, nous aurons 

besoin de quelques lemmes. 

LEMME 6.8. Fixons e>0 suffisamment petit. Alors, le nombre de composantes 

connexes de X - K  qui contiennent un interoalle I de type (b) croit au plus polynomiale- 

ment en n. 

D~monstration. Si Q1 et t) 2 sont deux composantes connexes de X - K ,  nous 

appellerons distance entre f l l e t  f~2 la borne inf6rieure (6ventuellement +m) de 

l'ensemble des space entiers n tels qu'il existe h E ~n et x E Domaine (h)N fl~ v6rifiant 

h(x) E ~2" 

Soit f~ une composante connexe fixe de X - K  et (2 le satur6 de f~ par ~.  Il r6sulte 

de ce que nous avons rappel6 pr6c6demment que la r6union des extr6mit6s des 

composantes de ~ est une r6union d'orbites de ~,  propres et ~ croissance polynomiale. 

Celles ci sont en nombre fini d'apr~s la structure des ouverts satur6s des feuilletages de 

codimension 1 (voir [H-H] Chapter V, Corollary 3.2.4). I1 s'en suit que le nombre de 

composantes connexes de X - K  situ6es ~ une distance inf6rieure ~ n de Q croit au plus 

polynomialement en n. 

La d6monstration du lemme est alors une cons6quence de deux observations. La 

premiere est que si f] contient un intervalle de type (b), alors f~ est h une distance 

inf6rieure ~t n d'une composante t)' de X - K  de longueur sup~rieure ~t e. La seconde est 

qu'il n'existe qu'un hombre fini de composantes de X - K  de longueur sup6rieure ~t e. [] 

Ce dernier lemme nous montre donc que, pour 6tudier la croissance de Nb(n, e), il 

suffit d'6tudier la croissance du hombre Nb(n, e, Q) des intervalles de type (b) contenus 

darts une composante fix6e de X - K .  Pour y parvenir, nous d6montrons tout d'abord 

deux lemmes g6n6raux. 

Soit QI une (autre) composante de X - K .  Consid6rons l'ensemble ~ ( f l l )  des  

616ments h de ~ tels qu'il existe x de Domaine (h) N fJl pour lequel h(x) E f~l. D'apr~s la 

structure des ouverts satur6s sans holonomie, il existe un ,, flot local ~ q0 t qui permute 

les orbites de ~.  (Le caract~re local de tpt provient du fait qu'une (ou deux) extr6mit6 

de f~l peut aussi ~tre une extr6mit6 d'une composante de X.) Si hE ~n(~), :alors h 

coincide sur f~ NDomaine(h) avec q~h) o~ r(h) est la ,, p~riode de h >>. 
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LEMME 6.9. Pour  toute  c o m p o s a n t e  QI de X - K ,  il existe une cons tan te  C > 0  telle 

que si h E ~(~(~1), alors Ir(h)l<~C �9 n. 

D~mons tra t ion .  Soit hE ~n(Ql) et xEDomaine(h)N f~l tel que h(x)E f21. Alors h 

peut s'6crire sous la forme 

h = hi, o . . .  o hit (-~) 

avec h/j E ~l- Une telle 6criture d~termine une suite de composantes  f2~0, flit . . . . .  ~i~ de 

X - K  d6finies par : 

(i) t)i0 = ~2i~ = f~l 

(ii) fli~ est la composante  de X - K  contenant hijo.. ,  o hit(x ) ( j=  1 . . . . .  n). 

E n  suivant [C-C-I], on dira que (-x-) d6termine un ~, lacet basique >> si cette suite de 

composantes est du type : 

~'~1' ~ a  t ' ~"~a 2 . . . . .  ~'~a t' ('~b t ' ~'~b 2 . . . . .  ~'-~b m' ~ a  I' ~'~al_ I . . . . .  ~')a t ' ~"~1 

o0 toutes les composantes  f~l, ~'~a  I . . . . .  ~"~al' f~bt . . . . .  f~b~ sont diff6rentes. 

Le th6or~me 2.4 de [C-C-I] montre qu'il existe une constante C>0  telle que pour  

tout lacet basique (-x-), on a I r (h) l~<C.  Le lemme rgsulte alors du fait que tout 6lement de 

~ (Q1)  est le produit d 'au  plus n lacets basiques. [] 

LEMME 6.10. Soi t  f21 une c o m p o s a n t e  de X - K .  II existe une cons tan te  C'(e)>0 

v~rifiant la condit ion suivante  : si yl<y2<.  "'<YK sont  des  poin ts  de if21 et h 1, h 2 . . . . .  hk_ 1 

des ~l~ments de ~n tels que : 

(i) hi(]Yi, Yi+lD~ff2 l 

(ii) hi(]Yi, Yi+lD est de longueur  sup~rieure ?t e, 

alors k<.C'(e) �9 n. 

D~mons tra t ion .  D'apr~s le lemme pr6c6dent, h i coincide sur ]Yi, Y;+l[ avec qJ~(hi) et 

Ir(hi) l~<C �9 n. Soit e' un r6el positif v6rifiant la condition suivante; si q0t(/)c~ ~ est d6fini, 

de longueur sup6rieure ~ e et Itl~<l, alors la longueur de I e s t  sup6rieure ~t e'. Soit alors 

Zc f~  l un ensemble fini qui est e' dense. Soit ! i l 'entier d6fini par li=[r(hi) ] si r(hi)~>0 et 

li= [r(hi)] + I si r(hi)<0 00 [ ] d6signe la partie enti~re. I1 est alors clair que q~ti est d6fini 

sur ]Yi, Yi+J[ et que q~li(]yi, Yi+l[ ) est de longueur sup6rieure ~t e'. L'intervalle ]Yi, Yi+l[ 
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contient donc un point de q~_t,(Z). I1 en r6sulte que le nombre d'intervalles du type 

]Yi, Yi+~[ est major6 par le cardinal de l 'ensemble olC~lc, j q0l(Z). Ce dernier cardinal croit 

6videmment lin6airement en n. Ceci montre donc le lemme. [] 

LEMME 6.1 I. Pour tout e>0 suf f isamment  petit, il existe une constante C"(e) telle 

que, pour toute composante  ~ de X - K ,  on a No(n, e, g2)<~c"(e).n. 

D~monstration. Nous nous fixons donc une composante ff~ de X - K  et nous nous 

proposons de majorer le nombre d'intervalles de type (b) contenus dans g2. Soient 

x~<x2<, . .<x k les points de Afl fL Les intervalles de type (b) que nous consid6rons sont 

alors ]xl, x2[ ..... ] Xk_ 1, Xk[. par hypoth~se, il existe des 616ments h~, h 2 . . . . .  h k de Y(, tels 

que les intervalles hl(]xl,x2[ ) . . . . .  hk(]Xk_l,XkD sont de longueur sup6rieure ~t e. 

Pour simplifier l 'exposition de la d6monstration, nous traiterons tout d 'abord le 

cas plus simple o0 X est le cercle S I et o0 ~ e s t  un groupe de diff6omorphismes globaux 

de S I, engendr6 par Y(l. 

Soient f2~, g22 . . . . .  ~m les composantes connexes de X - K  qui sont dans l 'orbite de 

par ;~ et qui sont de longueur sup6rieure ~ e. Pour chaque i=2 . . . . .  m, on choisit un 

616ment f / de  Y( tel que f/i(fli) = ~ l .  Soit l la longueur maximale des f/i (par rapport ~ ~l) et 

6 le maximum des constantes de Lipschitz des f .  

Soit g u n  616ment de ~ t e l  que g(ff2)=Q r Nous avons d6jh vu que si if2 contient un 

intervalle de type (b), alors la longueur de g peut 6tre choisie inf6rieure ~ n, quitte 

changer la num6rotation des g2 i. 

En composant 6ventuellement les h i par des fj, on peut alors construire des 

616ments h~, h i . . . . .  h~,_ 1 de ~(,+t tels que h'l(]Xl,X2D . . . . .  h~_l( ] Xk_I,X~) soient tous con- 

tenus dans g21 et de longueur sup6rieure ~t e '=e/6.  On consid6re alors les points 

yl=g(xO .. . . .  yk=g(xk). En composant hi avec g-l ,  on obtient alors des 616ments 

h'~, h~ . . . . .  h~_ l de Y(2,+t tels que : 

(i) h"(f~0=g2 l 

(ii) h'i'(]yi, Yi+ID a une longueur sup6rieure h e'. 

D'apr6s le lemme 6.10, on obtient donc : 

k <, C'(e') (2n+/) ~< C'(e) n. 

Ceci d6montre le lemme lorsque X est le cercle et ~g un groupe global. 
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Pour  d6montrer  le lemme dans le cas g6n6ral, on utilise la m6me m6thode en 

prenant garde aux domaines de d6finition des 616ments de ~gutilis6s. Pour  cela, on note 

61 le maximum des constantes de Lipschitz des 616ments de ~1. On peut toujours 

supposer que les intervalles hl(]X l, x2D . . . . .  hk_l(]x k, Xk_l[) sont de longueur sup6rieure ~t 

e mais inf6rieure ~t 61.e. Les 616ments f2 . . . . .  fm que nous avons utilis6s pr6c6demment  

sont alors remplac6s par une collection finie d'616ments de ~ ,  dont  les domaines 

recouvrent  f2 z U f23 O ... U ff~m, tels que fi(f~j N Domaine (f.)) = ~21 (i= 2 . . . . .  m). De plus, si 

e est suffisamment petit, on peut  supposer  que tout intervalle contenu dans 

f~2 U ... O f2 m, de longueur inf6rieure h 61 �9 e, est contenu dans le domaine de d6finition 

de l 'un des 616ments de cette collection. De la m~me fa~on, l'616ment g pr6c6dent qui 

envoyait Q dans f2 x doit 6tre remplac6 par une collection finie d'616ments de ~ .  

Pr6cis6ment, on v6rifie qu'il  existe deux entiers p, q tels que pour  toute composante  

de X - K  situ6e h une distance inf6rieure ~t n de f21, il existe p 616ments gl, g2 ..... gp de 

~,+q dont les domaines recouvrent  f2 et tels que gi(Q N Domaine (gi))cf21. Une fois ces 

pr6cautions prises, la d6monstration du lemme dans le cas g6n6ral est exactement  la 

m~me que celle que nous avons donn6e dans le cas oO ~ est un groupe de diff6omor- 

phismes du cercle. [] 

La  d6monstration que nous venons de donner  du th6or~me 6.1 utilise la diff6rentia- 

bilit6 transverse de ~,  en particulier par le lemme 6.9. Nous nous proposons mainte- 

nant de montrer  l ' importance de cette hypoth~se en construisant un contre-exemple au 

th6or6me 6.1 en classe C ~ 

Exemple 6.12. Soit f u n  hom6omorphisme de [0, 1] tel quef(x)<x pour  x ~ ] 0 ,  I[. 

Soit [a, b ] c ]  0, 1[ un intervalle tel que f (b )=a .  Consid6rons un riot tpt sur [a, b] tel que 

q~t(x)>x pour  t>0  et xE]a,  b[. On d6finit alors un hom6omorphisme g de [0, 1] par  : 

g ( 1 ) = l ,  g ( 0 ) = 0  

glf"([a, t,l) = f "  o q92. of-"[f.([a ' t,l) (n E Z). 

Remarquons tout d 'abord  que f et g ne peuvent ~tre simultan6ment Lipschitzien. Soit 

Gl={ f , f - l , g ,  g - l , i d  } et G le groupe engendr6 par G I. Ce groupe G op6re sur [0, 1] 

sans orbite ressort.  En effet, les seuls points fixes de G sont 0, 1 et les points fn(a) et il 

est clair que ces points ne s 'accumulent  pas sur eux m6me. 

L 'ent ropie  h(G, G 1) est cependant  non nulle. Pour le v6rifier, consid6rons un point 
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c de ]a, b[ et l 'ensemble A formE des points q0,(c) avec i=0, 1,2 . . . . .  2 " -  1. Nous allons 

rnontrer que A est (3n-2 ,  e)-sEparE avec e=lCPl(C)-C I. Cette affirmation implique Evi- 

demment que h(G, G0>0.  

La definition m~me de g montre que q02~ (k~>0) est la restriction ~ [a, b] d 'un  

61Ement de G de longueur infErieure ~ 2k+ 1 (par rapport/~ GI). Plus gEnEralement, soit i 

un entier tel que 1~<i~<2"-1, Ecrit sous la forme : 

i = 2k~ + . . . +  2kt; O ~ k l < k z < . . . < k t < . n - 1 .  

Dans ces conditions, q~; est la restriction ~ [a, b] d e  : 

( f -k ,  o g o fk,) o ( f  -ks o g o f  .2) -*' o . . .  o ( f  o g o f  k') 

= (fk, ogof~,-k2)Ogo. . ,  ofk~-~ k~ogo f  kt. 

La longueur de cet ElEment de G est infErieure 

k~+(k2-k0+ . . .+ (k t -k t_0+k t+ l  = 2kt+l <<. 2(n -  1)+n = 3n -2 .  

L'ensemble A est alors (3n-2 ,  e)-sEparE puisque : 

= IqJ (c)-cl = e .  [] 

Nous terminerons ce paragraphe par une remarque. Soit L une feuille de la variEtE 

riemannienne feuilletEe (M, ~,  g). 

On notera : 

Croiss(L) = lim s u p l L o g V o l B ~ ( x , R )  ofa x E L .  
R--~  

La demonstration du lemme 6.7 montrait en fait plus que ce que nous avons utilisE. En 

fait, cette m6me demonstration conduit ~ la majoration suivante de l 'entropie, valable 

en codimension 1. 

PROPOSITION 6.13. Soit a > 0  un r~el v&ifiant la condition suivante. Pour tout e>0, 

il existe un ensemble Z c M  qui est e-dense et tel que les feuilles L passant  par  Z 

v&ifient Croiss (L)<.a. Alors h(J;, g)<.a. [] 

Par exemple, si L e s t  une feuille dense, on peut choisir a=Croiss  (L). En g6nEral, 

on peut toujours choisir pour a la borne supErieure de Croiss (L) ofa L e s t  une feuille de 
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~. Voici une illustration d e  ce ph6nom~ne. Soit (B, g) une vari6t6 riemannienne 

compacte. Pour tout morphisme 9:Xl(B)-..Diff(SI), le fibr6 tangent du  feuilletage 

suspendu ~:, peut 6tre muni d'une m6trique riemannienne canonique, provenant de la 

base (B, g). Alors, l'entropie de ~0, pour cette m6trique, est born6e ind6pendamment 

de tp, par la croissance du rev~tement universel de B. 

7. Questions et remarques 

Plusieurs travaux r6cents 6tudient le rapport entre la dynamique d'un feuiUetage et ses 

classes caract6ristiques secondaires. Citons par exemple le r6sultat de S. Hurder : 

l'invariant de Godbillon-Vey d'un feuilletage de codimension quelconque ~ croissance 

sous-exponentielle est nul [Hu]. D'apr6s ce que nous vu pour les feuilletages de 

codimension 1, il est naturel d'esp6rer que la nullit6 de l'entropie g6om6trique implique 

la nullit6 de l'invariant de Godbillon-Vey en codimension quelconque. En fait, nous 

conjecturons que toutes les classes caract6ristiques secondaires d'un feuilletage d'en- 

tropie nulle sont nulles. 

En suivant la th6one des syst~mes dynamiques, nous dirons qu'un point x d'une 

vari6t6 feuillet6e (M, ~)  est errant s'il existe tme carte distingu6e U contenant x et telle 

que toute feuille de ~ rencontre U sur au plus une plaque. Les points errants forment 

6videmment un ouvert satur6. Les feuiUes passant par les points errants sont propres et 

leur holonomie est triviale. 

Soit f] le ferm6 des points non errants. Si M est compact, alors f~ est vide si et 

seulement si toutes les feuilles de Q sont compactes et sans holonomie. Dans ce cas, 

l'entropie g6om6trique de o~ s'annule. Comme dans le cas des syst6mes dynamiques 

usuels, il est naturel de conjecturer que l'entropie g6om6trique de ~ ne d6pend que de 

sa restriction ~ f~. La restriction de ~ / i  f~ n'est pas un feuilletage car f l  n'est pas une 

vari6t6; elle d6finit cependant une ,, lamination de f2 ,,. Comme la d6finition de 

l'entropie g6om6trique se g6n6ralise ais6ment ~t une lamination, nous sommes conduits 

~t conjecturer que h(~, g)=h(~Q, g[n). Une r6ponse positive ~ cette question permet- 

trait de montrer que l'entropie g6om6trique d'un feuilletage compact est nulle. 

Dans [GLW], nous avons observ6 que si Test  une transformation preservant une 

probabilit6 p, alors l'entropie ,, mesur6e ,, h(T, tz) peut 6tre calcul6e en consid6rant des 

partitions de l'unit6 h la place des partitions usuelles de.l'espace arnbiant. II semble que 

cette m6thode de d6finition de l'entropie puisse s'appliquer ~t d'autres op6rateurs 

op6rant sur l'espace des fonctions; par exemple/i des op6rateurs de diffusion reli6s 

9 t-888285 Acta Mathematica 160. Imprim~ le 25 f~vrier 1988 
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des op6rateurs elliptiques. Si ~ est un feuilletage de (M, g), on peut consid6rer le 

Laplacien feuillet6 A~ (voir [Ga]) et la famille h 1-param6tre D~ d'op6rateurs de 

diffusion associ6s ~ A~. Les op6rateurs D~ pr6servent des mesures de probabilit6 sur 

M. Celles-ci sont appel6es ,, mesures harmoniques ,, et sont caract6ris6es par l'annula- 

tion des int6grales de A~(f )  pour tout fE  ~*(M). De telles mesures existent toujours 

[Ga, Theorem 1]. Nous esp6rons que l'entropie g6om6trique que nous venons d'intro- 

duire pourrait 6tre consid6r6e comme la borne sup6rieure d'entropies mesur6es, raison- 

nablement d6finies, associ6es aux diverses mesures harmoniques. Une telle interpr6ta- 

tion permettrait en particulier de montrer que rentropie g6om6trique est concentr6e sur 

l'ensemble non errant car rouvert errant a une mesure nulle pour toute mesure 

harmonique [Ga, Corollary 6]. 
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