SUR L'ETUDE ANALYTIQUE DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES DANS LE VOISINAGE D'UN
POINT SINGULIER D’'INDETERMINATION. I.

PAR

J. MALMQUIST

4 STOCKHOLM,

Introduection.

Considérons un systéme d’équations différentielles

dy; .
(1) ac"“l—[‘z—: Bilx, ¥y, . . . yn) e=1,...n),

ol k£ est un entier positif et les seconds membres sont des séries de puissances
de «, ¥, ...y, s'annulant pour x=o0, ¥, =0,...yn=0 et convergentes pour
les valeurs de x, ¥y, . .. ya telles que |z| <7, |y:|<+ G=1,...20). A chaque
solution y,, ... ysn correspond un domaine que nous désignons comme un domaine
d'existence de cette solution. Il est limité par certaines courbes en nombre fini
ou infini définies par des équations |z|=7#, |y,|=7#,...|ys]|=# ou par cer-
taines de ces équations, et y,, ...y, sont réguliéres quand x appartient a
ce domaine et x =4 o0. Le probléme & traiter peut étre formulé de la maniére

suivante.
Etudier la forme dun domaine dexistence d'une solution vy, . ..yn et la
représentation analytique de yy, . . . yn quand x appartient & un tel domaine.

Dans un travail précédent' nous avons étudié ce probléme pour une équation
différentielle du premier ordre. Dans le travail présent nous nous proposons de
I'étudier pour certains systémes de la forme (1) satisfaisant & la condition que

les racines de Uéquation caractéristique sotent simples et = o.

Y J. MALMQUIST, Sur les points singuliers des équations différentielles. Arkiv for mat., astr.
o. fysik, Stockholm 1920, t. 15, ni0 3. Veir en particulier p. 28.
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Nous allons étudier un systéme plus général

(2) x"“% =Bily, . . . ¥n; T (t=1,...n).

Les seconds membres sont des fonctions régulidres pour o < |z| <, |y:| <9’
(¢=1,...n). Il n'est pas nécessaire de supposer qu'elles sont uniformes en z,
nous les supposons définies sur la surface de Riemann de log x. Mais elles
doivent satisfaire i certaines conditions asymptotiques que nous allons formuler
dans le no 1.

Dans le § 1 nous démontrons, sous la seule supposition concernant les racines
de l'équation caractéristique qu'elles sont = o, l'existence de certaines solutions
particulidrement intéressantes qui satisfont & des inégalités de la forme |y | <#
({=1,...n) dans des secteurs aussi grands que possibles’.

Dans le § 2 nous ferons une application des résultats du § 1 & la théorie
des solutions irréguliéres d'un systéme d’équations différentielles linéaires dont
Péquation caractéristique n'a que des racines simples. On sait que M. Horn® a le
premier démontré l'existence de certaines solutions particuliéres qui sont asymp-
totes aux séries normales de Thomé dans des secteurs aussi grands que possible.
Nous montrons que ces solutions s'obtiennent aussitét si l'on applique le
théoréme 1 du § 1 & un systéme de Riccati correspondant au systéme linéaire.

Dans le § 3 nous étudions le probléme posé au commencement pour un
systéme (1) ou (2) en supposant que l'équation caractéristique n’a que des racines
simples et =Z=o0. Pour la solution du probléme on peut chercher & se laisser
guider d'un cas particulier ot la solution est immédiate, c'est le cas ou la solution

générale s'exprime sous la forme
yi=Pilx, by, ... &)

=t+ X ¢ @ ...

ot tap,z?

(t=1,...n),

! Des solutions de cette nature jouent un réle fondamental dans le mémoire couronné de
Boutroux, ol elles sont désignées comme des intégrales tronquées. Voir P. BOUTROUX, Recherches
sur les transcendantes de M. Painlevé et 1'étude asymptotique des équations différentielles du second
ordre. Ann. sc. de I'Ee. Norm. sup., t. 30, 1913, p. 255—375 et t. 31, 1914, p. 99—I159.

? J. HorN, Uber die irreguliren Integrale der linearen Differentialgleichungen . . ., Acta math.,
t. 23, p. 171—202. Uber die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen,
Acta math.; t. 24, p. 289—308; Journ. fiir die reine und angew. Math., t. 133, p. 19—67. Integra-
tion linearer Differentialgleichungen durch Laplacesche Integrale und Fakultitenreihen, Jahresb. der
deutschen Math.-Ver., 24 (1915), p. 309.
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=G eQi(;’) x (=1,...n),

C; étant des constantes arbitraires et @, (;) étant des fonctions entiéres et

. i . .
rationnelles de - de degré k; les séries sont supposées convergentes pour |z | < 7,

|| <+ (¢=1,...n). Dans ce cas les courbes |y:|=# (¢=1, ... n) limitant un

domaine d’existence d'une solution peuvent étre remplacées par des courbes

1

|CieQi(§)x’f|:¢" (f=1,...n),

car une courbe |y;| =# est située entre deux courbes

1 1
16— (=, 1 WDan| =7+ ),
ol ¢ peut étre pris aussi petit que l'on veut si # est suffisamment petit. Pour
un systéme (2) donné on aura, dans un cas important, ot les racines s;, ... s,
de l'équation caractéristique sont d’'un méme c6té d’une droite passant par 1'ori-
gine, la solution du probléme sous une forme analogue si l'on se sert de la
méthode classique par laquelle Poincaré' a démontré l'existence de solutions
asymptotiques de certains systémes différentiels. On peut définir une suite de
7T
k

un systéme de séries donnant la solution générale; ces séries procédent suivant

secteurs déterminés X dont les angles sont > =, et a chaque secteur X correspond

les puissances de certaines expressions

1

C; eQ" (=) 7 (i=1,...n),

les coefficients étant des fonctions de z définies dans X. Deux secteurs X con-
sécutifs ont une partie commune dans laquelle une solution donnée peut étre
représentée par chacun des deux systemes de séries correspodant i ces secteurs.
A laide de ces séries on peut donc suivre une solution donnée quand x tourne

autour de x = 0. Le domaine d’'existence peut étre supposé limité par des courbes

(L
165 e% @) gri| = ((=1,...m).

! H. PoINCARE, Sur le probléeme des trois corps et les équations de la dynamique. Acta
math., t. 13, p. 1—270, voir p. 136. Les méthodes nouvelles de la mécanigue céleste, t. 1, p. 335.

12—40469. Adets mathematica. 73. Fmprimé le 29 dotit 1940.
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Nous supposons ensuite que s;,...s, ne sont pas d'un méme cété d'une
droite passant par l'origine. Alors les séries précédentes sont en général diver-
gentes. Le cas particulier considéré plus haut montre quun domaine d’existence
ne s'étend pas en général & x=o0 si z ne tourne qu'un nombre fini de fois
autour de x=o0. Mais on peut chercher & étudier les solutions particuliéres
dont le domaine d’existence s'étend & x =o0. A cet effet, on peut se servir de
séries analogues aux séries précédentes ne contenant que certaines des expressions
t; et s'obtenant en posant certaines des constantes C; égales 4 0. Si sy, ... 8
(p < n) sont d'un méme c6té d'une droite passant par l'origine les séries que I'on
obtient en posant C;=o0 (f=p +1,...n) auront un domaine de convergence.
On peut se servir de ces séries pour étudier une solution yy, ... y. telle que
lyl<# (=1, ...n) dans un certain sectewr. Soit ¢’ < ¢ < @ (p = l'avgument
de z) le secteur maximum dans lequel ces inégalités sont remplies. La solution
T b4
k k
systémes de séries de la forme précédente. La partie d'un domaine d’existence

considérée peut étre représentée dans le secteur ¢' — - < @ < ¢” + - par des

de cette solution se trouvant dans le dernier secteur est limitée par des courbes

(1
| Ci e (’”)xri =¥,

Parmi ces courbes il y a une courbe s'étendant & x=o0 dans la direction ¢’ et
une courbe s'étendant & x = o dans la direction ¢”.

Dans certains cas exceptionnels il peut exister des solutions qui satisfont a
des inégalités |y:| <# (=1, ...n) dans un domaine limité par un cercle |x| =7
et par deux courbes ayant la méme tangente en x = o, mais ne satisfont pas a
ces inégalités dans un secteur entourant la tangente en question. Des solutions
de cette nature jouent un réle important dans la théorie des transcendantes de
Painlevé, L’étude de ces solutions est en général difficile, nous n'y entrons pas
dans ce travail.

Dans les derniers temps M. Trjitzinsky' a publié des travaux se rapportant
au probléme qui nous occupe. En supposant que les seconds membres du
systéme donné s'annulent pour y, =o0, ... yp=o0 il déduit des développements

asymptotiques de certains faisceaux de solutions.

! 'W. J. TRIITZINSKY, Theory of non-linear singular differential systems. Trans. Amer. Math.
Soc., 42, 1937, p. 225—321. Analytic theory of non-linear singular differential equations. Mémorial
des sciences mathématiques, XC.
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Nous nous sommes limités, a 1'étude du probléme posé au commencement,
au cas ou les racines de l'équation caractéristique sont simples et & 0. Nous
espérons de pouvoir montrer dans un travail suivant qu'on peut traiter d'une

maniére analogue certains cas ol I'équation caractéristique a des racines multiples.

§ 1. Théorémes d’existence.

1. Nous considérons un systéme d’'équations différentielles

Ay .
(2) xk*la—;: Bilyy, ..y ) (e=1,...n),
ou les seconds membres sont des séries de puissances de ¥y, ... ¥«

Biyy - -y W) =ail@) + i @)y, + -+ ain(@)yn + -
(t=1,...2)
dont les coefficients sont des fonctions de x définies sur la surface de Riemann
de log z*. Les fonctions %; sont réguliéres pour o < || <7, |y:| <+ (F=1,...n).
Nous supposons que
|a:(x)] < K || (e=1,...2)

et que les coefficients a;;j(r) tendent vers des valeurs finies a;; quand z tend
vers 0. Les racines de 1'équation caractéristique
|a:j~sdijl=o

sont sapposées 3= 0. Par une transformation linéaire on peut ramener le systéme
(2) & la forme normale

o A Y .
(3) x"“d—;:f:siyi +eayiat Bilyy ..oy 2y @E=1,...n),
ol =0 et &=0 ou 1 pour ¢=2,...n Nous supposons que les fonctions
B: satisfont & des inégalités de la forme

(4) | By o .-y ) < K|z| + Kmax (g, 5, . .- Jwa]) E=1,...%)

By, - -5 @) — Bilfn, - - s @) < ,
(5) i=1,...n

< K|+ mox(lyl, |50} 31y — i
i=1

! On pourrait se limiter & supposer que les coefficients sont définis sur une partie de cette
surface limitée par un ou deux rayons. La théorie suivante est valable aussi dans ce cas.
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pour les valeurs en question de x, y;, §:(z =1, . . . n). Nous désignons les conditions
imposées jusqu'ici au systéme (3) comme les conditions A.

Nous introduisons en outre une condition que nous désignons comme la
conditton B. Nous supposons qu’il existe des séries de puissances formelles

(6) Mo+ dVa®+ - (=1,...2)
de telle maniére que la condition suivante soit remplie. En posant dans (3)

(7) yi = fix (x) + & (t=1,...n),

N

ol
Sin(@) =ePax + -+ Mz (i=1,...n)

on aura un systéme transformé

i d & - :
(8) x‘“g; =szi+ ez + PV ley, . .20 ) (=1,...n).

Soient rx =7, gy des nombres tels que |fiv(®)]| <gxlz| < i ¥ pour |z| <7

Nous supposons que les fonctions RV satisfont & des inégalités de la forme

(9) | BV ey, . .. 2n; 2)] < Ex|a ¥ + Kx|z] max (4], . . . |2l
+ Ky max (&% ... |aul)
(t=1,...n)

/

I, . o .
pour |z| <y, |2 < L (=1, ...n). Nous supposons cette condition remplie

pour toute valeur de N *'. 1l résulte de (5) que

[ BN 2y, .. oany2) — BN (2, .. Ay @) ] <
n
(x0) < K1 + gzl + mox(|al, |ah) 3 e — &)
i=1
(t=1,...n).

La condition asymptotique posée est évidemment remplie si l'on suppose
que les coefficients des séries %B; dans (2) sont asymptotes a certaines séries de
puissances.

Nous allons démontrer des théorémes d’existence sous la seule supposition
que les conditions A sont remplies. Si l'on suppose en outre que la condition
B est satisfaite les solutions trouvées seront asymptdtes aux series (6). Nous

' On pourrait se limiter 4 exiger que cette condition asymptotique ne soit remplie que jusqu’i
un certain degré N suffisamment grand.
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allons considérer certains secteurs X de sommet x = 0 et nous allons démontrer
qud chaque secteur correspond une solution ou un faisceau de solutions de (3)

satisfaisant & des inégalités de la forme
|yl < K || ((=1,...m)

pour les valeurs de z qui appartiennent i un secteur X (¢) & lintérieur de X et
qui satisfont & une inégalité || < # Par X(¢) nous désignons un secteur dont
les arguments satisfont &

q)'+£<99<¢"——e,

@', ¢ étant les arguments extrémes de X. Si la condition B est remplie les
solutions trouvées seront asymptdtes aux séries (6) dans tout secteur X (s).

2. Nous allons considérer deux sortes de secteurs, les uns ont des angles

>]7§ et les autres ont des angles = ;C—E Nous définissons ici les secteurs de la

premiére sorte. Nous introduisons la variable auxiliaire

_._/I, —k
T
de sorte que
dx
du= RS}

et nous définissons les secteurs correspondants dans le plan u.
Nous désignons par 3; V'image de s; par rapport & l'axe réel et nous dési-

gnons par
Po» P15 - - Pu—t

les arguments de 5, ... 5, rangés de maniére que

Po <@ < < @u.
Faisons tourner # dans le sens positif et dans le sens négatif et posons

Pavip =10+ 2A7
(e=o0,1,...0—1; A=2%1, t2,...).

\

On aura ainsi une suite infinie d'arguments ¢, (¢=o0, £ 1, +2,...). A
chaque valeur de « nous faisons correspondre un secteur U, contenant les ar-

guments ¢ tels que
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(11) ¢a+g<w<q}a+1+3_27—t'

Désignons par X, les secteurs correspondants dans le plan z.

Deux secteurs U, cosécutifs ont une partie commune d’ont l'angle est
égal 4 m.

L’angle d'un secteur U, est > n et =37, car on a 0 < @ay1— Qo = 2 7.

Un demi-plan ¢’ <@ < ¢’ + a, ot ¢ est différent des arguments ¢, + 7—::

fera nécessairement partie d'un secteur U, car on peut supposer que
7T T
Yo + ;<¢,<¢a+1+—2"

Cette remarque simple est d'une importance capitale pour la suite.

Pour la démonstration du théoréme 1 il nous faut considérer aussi certaines
parties des secteurs U, dans lesquelles nous allons choisir les directions des lignes
d'intégration entrant dans les approximations successives dont nous allons nous
servir. Supposons d'abord que @.+1 — @. > 7. Nous désignons par U la partie
de U, telle que les fonctions e—%* (¢ =1, ... n) tendent vers o quand » tend vers
linfini dans une direction quelconque appartenant & U!). Les arguments de U

satisfont aux inégalités
2 7
§0a+3—<1p<9)a+1+—’
2 2
Supposons ensuite que @1 —@.=w Il y a deux parties UD, U® de U,
telles que certaines des fonctions e¢~%% (=1, ...n) tendent vers o dans UV
et les autres fonctions ¢~%" tendent vers o dans U{». Pour le voir nous con-
sidérons une ligne droite L passant par l'origine et ayant une direction dont

l'argument ¢ satisfait & @. < @ < @uy1. On peut prendre L de maniére que

certains des points 5, soit §;, ... §, se trouvent de I'un c6té de L et 5pt1, ... 5
soient de l'autre c6té de L. On peut supposer que les arguments de 5, ... 5,
sont congrus i @, ... @, et que les arguments de 3p41, ... 5, sont congrus a

Patly -+ - o'y OU Por < 0 < Pa < Par1 < <L Pty Qo Por KT, Qo Pat1 < T
Les fonctions ¢%* (=1, ... p) tendent vers o si u tend vers l'infini dans une
direction dont l'argument ¢ satisfait 3

3z

37 - R
@o + 5 <@ <@yt 5
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et les fonctions e=%* (z=p + 1, ... n) tendent vers o si » tend vers l'infini dans

une direction satisfaisant a

— P < Parr + =
Pu 2 P S Patr T

Par suite, U!) sera le secteur

Po + 3‘—"n<(p<min (q)a'+ 5%, ¢a+1+ﬂr)
2 2 2
et U® sera le secteur
max + z —Tl<p< + z
P 2’ Pa 2 ® Pa+1 2

3. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant, ol #, # sont des
nombres que nous allons définir dans la suite

Théoréme 1. A chacun des sectewrs X. correspond wune solution y,, ... ¥n
et une seule du systéme (3) telle que |y:| (i=1,...n) soient plus petits que
¥ opour x| <7, x dans un secteur X.(¢) & Uintériewr de X, Les quotients

Y

- (=1,...n) sont limités pour ces valeurs de x. Si le systéme (3) satisfait a

la condition B, y,, ...y, seront asymptotes aux séries (6) dans X,(e).

D

Fig. 1.

Le secteur U,(e) correspondant & un secteur X,(¢) est défini par
¢a+z“2t’i_€<¢<¢a+l+37ﬂ_s‘

A un secteur U.(e) nous faisons correspondre un domaine U dont la forme

est montrée sur la figure 1 dans le cas o0l @u41— @. > 7 et sur la figure 2 dans
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le cas Ol @Quy1— @o = Il est limité par un arc B C d'un cercle |u| =R de

rayon assez grand et par deux demi-tangentes B A et C.D d'arguments q>a+g+e

et @oy1 + 37”-— e resp. OFE et OF ontles argnments @o+) +g—-e et q7a+3—:f+8

resp. Sur la figure 1 FOE est le secteur U (e). Sur la figure 2 FOF’ est
le secteur UM (e) et EOE’ est le secteur U® (g).

Fig. 2.

Pour plus de simplicité nous supposons que les nombres & dans (3) sont

égaux & o, le systéme a donc la forme
dy; .
(12) x"*lgg——-siyi-%%i(yl,...yn; x) (E=1,...n).

Dans le cas ou il y a des nombres & qui sont = o la démonstration doit étre
modifiée un peu comme nous le montrons plus bas (voir n:o 5).
Nous démontrons le théoréme 1 & l'aide des approximations successives

(13

(13) Yi, v1 == €% [e_si”$i(y1~, o Yne; T)dv (t=1,...n),

-]

ol yo=0 (¢=1,...n) et » prend successivement les valeurs o, 1, 2,... Les
intégrations sont effectuées le long de lignes droites dont tous les points appar-
tiennent 4 U et qui ont des directions telles que les intégrales soient conver-
gentes. Si @ot+1— @o > 7 les directions peuvent étre choisies dans UV (e) et si

Pey1— @o = 7w on peut choisir certaines des directions dans UM (¢) et les autres
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directions dans U (e). (Sur la figure 1 la ligne d'intégration est désignée par

L et sur la figure 2 les lignes d'intégration sont désignées par L, L®).
Pour les points v de ces lignes on a

(14) [R(sw—w)|> & |v— ul G=r1,...m),

oi ¢ =sin e&. Nous pouvons prendre les nombres # = (k R}V < r, # <1 assez
petits pour que
’

(15) KF+#)<éev¥, nKF++)<é,

on peut p. ex. supposer que

4 ’

P, V<

nK "’ 2n K
Supposons que yiy, ... Yn» Soient des fonctions de u réguliéres dans 1l et y
satisfaisant aux inégalités || <# (=1,...7n). En remarquant quon peut
tourner les lignes d’intégration suivant les conditions posées sans changer les
valeurs de yi,4+1 (f=1,...7) on voit que y;.,+1 (¢=1, ... n) sont réguliéres
dans II. On conclut des inégalités (4), (15) que |y, »41) <7 (¢=1,...n) caron a

(-]
|e*z'“|f|e‘8i”||d-z'|<§ ((=1,...n)
k{3

Comme y;0 =0 (=1, ...n) il résulte que les équations (13) définissent une suite
infinie de fonctions #%is,...¥n» (¥ =1,2,...) qui sont réguliéres dans 1l et y
satisfont aux inégalités |yi| <# (i=1,...7m; v=1,2,...).

Il résulte de (13) que

2

Yi, b1 — Yiv = esi“fe'*i” (Bi (W10, - -« Yns; ) — Bi(y1,o—1, « « - Yn,om1; X)] d ¥

-]

(=1, ...n0).
Si l'on désigne par M;, le maximum de |y:,++1 — ¥:»| pour u dans 1l on aura

n i=1,...n)
Miv < 217 K(’? + "_',) Z ﬂ[h,v~1 (
h=1
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Zﬂ[”< K5 le[“_l v=1,2,..),

=1 =1

ZM“,<7M[K7 i] =12 ...

i=1
On en conclut, en vertu de la seconde inégalité (15), que les séries Z Yi, vt 1 Yiv)

convergent absolument et uniformément pour les valeurs considerees de u. Par

suite, les fonctions y;, tendent vers des fonctions #:; qui sont réguliéres dans 1l

et y satisfont aux inégalités |y;| <# (=1, ...2) et aux équations
(16) yize‘i"fe—si”ﬂ},-(yl, oy @) du (f=1,...2)
et par 13 au systéme (12).

I1 n'y a quune seule solution ¥, ...%, telle que |y|=# (i=1,...7)
dans . En effet, supposons qu'il y ait deux solutions y,, ... %. et ¥, ... ¥

ayant cette propriété. On a

U

gy = (hett + esi”fe—sz‘”%(;zjtl, e i ) d (i=1,...m),

w

ott €, ... C, sont des constantes. Dans le cas ol gui1— @ > 7 €4" (i=1,...7)

tendent vers l'infini dans UEZI;' et dans le cas ol @u41— @ = 7 certaines des

fonctions €% (=1, ...#n) tendent vers linfini dans UV et les autres tendent
vers l'infini dans U{®. Par suite, on doit avoir ¢, =o, ... Cy =0, les fonctions
Jir - - - §n satisfont donc aux équations (16). En désignant par M; le maximum

de |y: — #:| pour » dans 1l on aura comme précédamment

M¢<E,A(l+l);Mz

v

I
kA

3

ce qui est en contradiction avec la seconde inégalité (15). Donc 7=y; (¢=1, ... n).

4. Montrons maintenant que les quotients I%ZI {{=1,...n) sont limités

pour u dans ll. Nous cherchons d’abord une limite supérieure des expressions
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o2
|u.we-vu|f|(-~mv||dv| G=1,...n)
(4

pour # dans 1l, u étant un nombre positif. Si || est croissant & partir de

le long d'une ligne d'intégration l'expression correspondante est plus petite que
o
Lye] — 1 I
les] [ et ldv] < -
&
u

Si |v] est d’abord décroissant A partir de u nous posons
r==e (@b + o),

ot {be'r est le point d'intersection entre la ligne d'intégration et la perpendicu-
laire & cette ligne tirée de lorigine. ¢ est réel et varie depuis un nombre
négatif o correspondant & w» jusqu'a +oo. Le nombre b est réel et satisfait a
|6] > R. L’expression considérée peut s'écrire
®
(® + g®)i ei”i(’f (1% + %) 12efic g,

g

ott #; est un certain nombre > ¢’ Remplacous d'abord 8; par 1 et étudions la

founetion

©

y = (b? + 02)#/2 eo‘f(bi’ + 92)-——}(/2 e—gde

o

quand ¢ varie de —© & 0. Pour ¢=0 on a y < 1. En appliquant la régle de
I'Hospital on voit aisément que y —~ 1 en décroissant quand ¢ - — . Le

maximum de y correspond & une valeur de ¢ telle que

rRo ) __
y(1+[75—+ 02> :

car
dy wo )
B = | -}_/I I+ i §
dag /( ¥+ o

. o S
Supposons que R > pu. Alors le maximuom de (1 -i-w--’ff»&:z) s'obtient pour
)

0= —]b], on aura donc
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y<-——1——<2
"2

pour toutes les valeurs négatives de . Maintenant on conclut que

-]

(v® + o¥)2 bio [(1,2 + @) Hefiedo < z < 5
i
o

si R> 5‘«7 Nous avons donc démontré le lemme suivant
&

Lemme. Les expressions

[« -3
hw¢w|]]vweﬂwndv| ((=1,...%)
wn

“

sont plus petites que % pour u dans 11 sous la condition que B > il

A Taide de ce lemme on conclut que les fonctions y;, du n:o précédent
satisfont aux inégalités

4
lyir] < 5 K|,
En effet, en supposant que ces inégalités aient lieu pour une valeur de » il

résulte des inégalités (4) que

< K(I + %K?"')lu‘“‘e"iulfla'“‘l/ke_“i"lldrl < 4—£{i
u

I
';;?/i.vﬂ

sous la condition que R > A la limite on aura done

I
ke

w4<§xm| (f=1,...n)
pour u dans 1.
Supposons maintenant que le systéme (12) satisfait & la condition B (voir
n:o 1). Par la substitution (7) on aura le systéme transformé

dez .
xk+1£=gizi+$§.m(el, el X) f=1,...m)

ou P™ sont des fonctions satisfaisant aux inégalités (9). Nous supposons que
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« appartient & un domaine Uy semblable & 1l obtenu en remplacant E par un
nombre Ry suffisamment grand. On a

[z,-l<(§](+ gN)lxI f=1,...n)

en supposant que x appartient a Uy et que

1
k<TN.

Fy=(kR N)_
Nous supposons que

’ 1
(;K -+ 91\’) rn< ry < ET’,

les nombres 7y, 7y satisfaisant & des inégalités analogues & (13)

KN(?N + 7'3") <& 'f‘}v, nKN(?N + 7‘}\) <.

Les fonctions z,,...2, peuvent étre obtenues par des approximations suc-
cessives analogues & (13).

En supposant que
Iz,—,,l<§,KNIx]‘V“ (t=1,...n)

’

- &
KN72Y< K + ZgN
on aura

|z 1z ] < [KN + 4—,K§\v1"N(1 + g;K—*— gn)]-

&
*
N1 _ N1
Nu ® e”i“lflv Eoesiv]||dol G=1,...n).
U
Supposons que
N+
R;\v>—ke,~1s %KN’I-‘N(I + ?K‘F _qN) < I.

Alors, on conclut que |z;,11] < %K}\‘I$|N+I ((=1,...n). A la limite on aura

Izi|<é47KA-|x|A’+1 (f=1,...7)

pour % dans 1.
Par 1a le théoréme 1 est démontré pour un systéme (12).
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5. Nous disons maintenant quelques mots du cas ol il y a dans (3) des
nombres ¢ 4 0. Nous considérons les approximations successives suivantes

w

(17) Vi, vi1 = e‘“i“fe‘si Pl i wrr F Bilie, o ynes )] de @E=1,...n),

@

les lignes d'intégration étant les mémes que dans les équations (13). Afin de

démontrer la convergence nous supposons les nombres 7 < r, i <1’ assez petits

pour que
(18) nKF+ 7)< éF, n?K(F+7)<en
Si I'on suppose que |y | <7 (i=1,...n) et si l'on désigne par my, ,+1 le maxi-

mum de |y; »+1| pour « dans 1l on aura

K
My, py1 < ~ (r + 72

I K .
R L o (F + #2) (E==2,...n),
d’on l'on conclut en vertu de (18) que my;,or<<# (i=1,...#n). Désignant en-

suite par M;, le maximum de |#: .41 — yi| pour « dans Ul on aura

K , n
M, < ?(7 + )_)2 ]l[h,'l—l
h=1
M < L M, + E(‘ + ) S M, (=2 n)
ALgy ¢ —1, v 6,1 ¥ ;{ h, v—1 L=2,...1),
d’ou résulte que
n K " .
J[i'y < Eli (i_ -+ ’T)Z Jl[/l’v~1 ('L =1I,... 71)
h=1
done
n /nzK , n
g} M{v < *;',;l"' (‘)_‘ + 7 ) Zi ]l[]'"p—l (V =1,2,.. )

Il résulte donc de la seconde inégalité (18) que les approximations successives

convergent absolument et uniformément pour w dans Il. A la limite on aura



Sur 1'étude analytique des solutions d’'un systéme d'équations différentielles. 103

des fonctions y,, ...y, qui satisfont aux inégalités |y:] <# (z=1,...2) et aux
équations
k12
(19) yi=e" ufe~3£1' le; i1 + By, - yu; W) d 0
f=1,...%),

par suite au systéme (3).
Ensuite on achévera facilement la démonstration.

6. Nous considérons maintenant un secteur X assujetti a la seule condition
que certaines des fonetions e%" ({ =1, ...7) tendent vers o quand u tend vers

I'infini dans une direction quelcongue a 1l'intérieur du secteur correspondant U,
l'angle de X est done = % Nous pouvons supposer que e%* (=1, ...p) sont

les fonctions qui tendent vers o dans U; pour chacune des fonctions e%*
(j=p+1,...2) il y a une partie de U dans laquelle cette fonction tend vers
linfini. Prenons un point u, de U(e) & l'extérieur du cercle | u| =R et des

valeurs initiales ¥, ... yY de y,, . ..y, telles que |y{| <7 (F=1,...p). Soit

N |-

%, la valeur de x correspondant & u,. On a le théoréme suivant.

Théoréme 2. Il y a une solution u, ...yn et une seule du systéme (3) telle
que yi=y (G=1,...p) powr z=ux¢ et |yl <F @=1,...0) por x| <7,

dans X (&). Les quotients (t=1,...n) sont limités pour les mémes raleurs de x.

Si la condition B est remplie v,, . . . yn seront asymptiotes aux séries (6) dans X (e).

St Uon suppose que X econtient une direction dans laguelle toutes les fonctions,
e~ (j=p+ 1,...0) tendent vers o la solution ¥, ... Y. sera univoquement
déterminée par la condition que yi =y (=1, ...p) pow x =2z, et que |y:| <7
(f=1,...n) le long dune courbe qui sétend & x==0 dans la direction en question.

11 suffira d'indiquer la démonstration pour un systéme de la forme (12).
Considérons le cas out p << ». On peut se servir des approximations successives

suivantes'

! Cf. 1. BENDIXSON, Sur les points singuliers des systémes d'équations différentielles. Arkiv
for mat., astr. och fysik, Stockholm 1909, t. 5, n:os 21, 22.
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u

Yi,or1 = Y\ e @ 4 e”i“fe—st” Birv, -+ . Ynw; 2} dx

(20)

Y, y+1=e*j“fe‘8j"‘,l3j(y”, e Yney ) dy
(J=p+1,...17),
o yio=0 (¢=1,...7) et » prend successivement les valeurs o, 1,2,... Les
intégrations sont effectuées le long de lignes droites: une droite de u, & u ayant
une direction appartenant a U(e) et des droites de u & o« ayant des directions
telles que les intégrales soient convergentes; la ligne d'intégration correspondant
4 une valeur de j est située & l'intérieur d’'un secteur dans lequel e~ %" tend

vers o.
On considére le secteur de sommet u, obtenu en transportant U (¢) paralléle-

ment 4 lui-méme et on suppose que
2 K(F+ 7)< &, nK({F+7)<é.
Les raisonnements des n:os 3, 4 sont applicables avec des légéres modifications,

i l'on se sert du lemme suivant qui se démontre comme le lemme du n:o 4.

Lemme. Les expressions

k2
|u“e’i“|j |vresiz| |dv] (t=1,...p)
1t
Iu“e*j"lf|v‘f‘e“j”| |dv] (j=p+1,...2)
(3
2p

.
7

sont plus petites que } sous la condition que R >

§ 2. Ktude des intégrales irréguliéres d’un systéme d’équations
différentielles linéaires.

7. Nous considérons un systéme linéaire

n
(21) mk“%: Daijlx)ys (i=1,...n),
j=1
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ol les coefficients a;;(x) sont réguliéres sur la surface de Riemann de log z pour

by

o<|z]<r De plus nous supposons que a;;(x) sont asymptdtes i certaines
séries de puissances
aij + allx +alla® + .

Soient s, ... s, les racines de I'équation caractéristique
lai; — sdij] = o.

Nous considérons le cas ol cette équation a une racine simple s;. Par une
substitution linéaire on sera ramené au cas ou l'on a

a1 =8, A1i=a1=0 (&=2,n)

On pourra donc prendre le systéme (21) sous la forme

o1 d :
L d—i‘ = siy1 + D) a15(2) v
i=1

(22)
xk 1““—1.—' nz al:l/'*' ﬂE al(x)y (?/—2 1’1)
dx J 93 & J 2 ) )

J=2

ou l'on a lim a;;(x) =o.

z—+0
Nous considérons le systéme de Riccati pour zi=Z—i (t=2,...n)
1
d z; "
k! d_j =—sat Zaij.?j + ain (@) — ayy (x) 2
Jj=2
(23)
n
+ Dzila @ — a1 @) 23) (f=2,...n)
J=2

C'est un systéme de la forme (2) dont l'équation caractéristique
|2ij — (8, + 8) ijlsj=a,..n=0

a les vacines s, —s;,...8 — s qui sont ==0. Les conditions 4, B du nio 1
sont évidemment remplies pour ce systéme. Nous pouvons done appliquer le
théoréme 1 au systéme (23).

Nous considérons les secteurs du théoréme 1 définis 4 l'aide des arguments

de $3—~s,...8 — 8. Soit 2, ...2, la solution unique de (23) correspondant &
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un tel secteur d’aprés le théoréme 1. 2,, ... 2, sont asymptotes dans ce secteur

4 certaines séries

{24) cVax+ P’ + - (t=2,...n)

qui satisfont formellement au systéme (23). Si l'on pose yi=ziy;, (t=12,...%)
dans la premiére équation (22) on aura une équation différentielle du premier

ordre pour y,

d n
(25) AN d_?;,l == (31 + ay (@) + 2 a1i () 31) Y
=2
En remplacant ici 2, . . .2, par les séries (24) on aura une équation différentielle

formelle qui est satisfaite formellement par une expression de la forme
(26) eQ (E)xr(l + b+ B g4 ),

N

ou Q(%) est une fonction entiére et rationnelle de i de degré £ au plus

o) =3+

Il y a une solution y, de (25) univoquement déterminée qui se représente asymp-
totiquement par (26) dans le secteur considérée. Posant y,=ziy, ((=2,...n)
on aura une solution y,, ...y, de (22} telle que y,, . .. ¥» se représentent asymp-
totiquement dans le secteur en question par des expressions

eQ(%)x’(I + 0l + P + )

(27)

1

eQ(E)x’(bgl)x + bz 4 ) (¢=2,...m),

les » —1 derniéres expressions s'obtenant par multiplication de (26) et (24).
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant'.

Théoréme 3. Soit s, une racine simple de Uéquation caractéristique du systéme
(21) et prenons le systéme sous la forme (22). Nous considérons les sectewrs du
théoréme 1 définis a Uaide des arguments de sy — sy, ... — 8. A un tel secteur
correspond une solution et une seule de (22) asymptite dans ce sectewr aux expres-
stons (27).

1 Cf. les travaux de M. HORN cités dans l'introduction.
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8. Nous supposons maintenant que toutes les racines de l'équation carac
téristique sont simples. Alors le systéme linéaire peut étre réduit a la forme
n

(28) o0 W syt Sasly (=1, 0)

Jj=1

ot lon a lim a;j{x) ==0. On aura » systémes de séries analogues & (27), les séries
a—0

normales bien connues. Soient
&) . y (@) .2 .
(20) € x’1(51j+b;.jx+bijx + ) G=1,...n)

les séries normales correspondant a s;, ol

o) i

Considérons les secteurs (11) du théordme 1 correspondant aux nombres
si—sg (6=1,...n; ¢ p), désignons les par Uqsp, et considérons un demi-plan
¢ <@p<@ +m ot ¢ est différent des arguments pour lesquels

69| = ¢ i)
Ce demi-plan fera partie, pour chaque valeur de 8, de l'un des secteurs Usg, soit
Us ce secteur. Les secteurs Uz (8=1,...n) ont une partie commune U dont
l'angle est > 7. Soit X un secteur correspondant dans le plan 2. A ce secteur
correspond d'aprés le théoréme 3 un seul systéme de solutions wii1, ... 4#in
({=1,...7n) du systéme (28) asymptdtes aux séries (29) dans X. Le déterminant
des expressions (29) étant == 0 ces solutions forment un systéme fondamental.
Ce résultat nous donne un moyen de suivre une solution donnée quand z

tourne antour de x ==o0. Considérons la suite infinie de demi-plans
P ren<p<g +(@+1)n (@=o0, t1, 2, ..)

et la suite correspondante de secteurs X, soit X, (e=o0, +t1, *t2,...) ces
secteurs. Deux secteurs consécutifs X, ont une partie commune. On peut
supposer que l'on rencontre ces secteurs dans l'ordre

X, X, X
quand z tourne dans le sens positif. Soit

yg.‘i),... o (t=1,...7n)

in
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un systéme fondamental correspondant & X, et soit
n
2 Oy =1,...n
i=1

l'expression correspondante de la solution générale, ot nous avons désigné les
constantes par C®. On peut de la maniére suivante définir la substitution qui
lie les valeurs de C\@, C*+! correspondant & une méme solution. Nous prenons
une direction appartenant au secteur commun & X,, X.i1 et satisfaisant & la
condition qu'aucune des fonctions || (5, j =1, . .. n; i=J) ne soit constante
quand # décrit une droite dont la direction correspond & cette direction. Il y

a un nombre B3, tel que les expressions
1Y on (L
eQi(x) %, (=) G=1,...m;¢%8)

tendent vers o quand x tend vers o dans la direction considérée. Si I'on divise
les deux membres de 1'équation

”n n
— (a41 +1
2 Cga) yﬁ'?)x — 2 Cia+ )y%l )
i=1 i=1

1
s, (3 . . . o 1y
par e ) x'f et si I'on fait tendre ensuite x vers o dansla direction considérée
on aura
(¢) — (Ola+1)
O = O+,

1

Ensuite nous pouvons prendre un nombre #, de maniére que

&) G o i+, 8)

cendent vers o quand x tend vers o dans la direction en question. Sil'on divise
les deux membres de 1'équation

n n

— ' (et +1
Z O(ia) ygogfs — Z C}a )ygaﬂ! )
i=1 i=1

1

Q . .
par e £ @ ¢ et si l'on fait tendre x vers o on aura

1 B2

1
Ot = O + O lim (), — gt & Ea
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En poursuivant ce raisonnement on définira une substitution de la forme

C(po:—&-l) — C;;:)
(30) (e +1 y .
Cﬂ‘z ) = C‘(g‘? + ai1 C((Z) + -+ aii-1 (/((3‘:)_1 (1, =2 ... n_)’
ol @, ...fs est une permutation de 1,...7%n Le déterminant de cette substi-

tution est égal & I.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréeme suivant.

Théoréme 4. Il y a une suite infinie de secteurs X, dont les angles sont

7 . . p
> A deux secteurs consécutifs ayant une partie commune. A chaque secteur X,

correspond un systéme fondamental de solutions
g, oyl (f=1,...n)
asymptites dans X. aux séries normales (29)

e (5)
We~e ‘(’”)xr‘(d,-j + o x + bt + ).

En supposant que x appartient au secteur commun & X., Xqi1 on a les équations

n n

D Oyl = D) Clettylztn (j=1,...m)
=1 =1

st les constantes C*" sont lides aux constantes C'® par une substitution (30) de

déterminant égal @ 1.

Considérons en particulier le cas ou les coefficients du systéme (28) sont
uniformes autour de x = o et supposons que x tourne une fois autour de x = o
dans le sens positif. On aura 2% substitutions (30). Les déterminations des
puissances x™ entrant dans le calecul des coefficients de ces substitutions doivent

évidemment étre suivies avec continuité. Partant de

.%'=Z Cﬁ"‘)yﬁ.‘]‘-’ (j=1,...n)
=1

on aura donc aprés un tour complet

n —_—
_ ~ onr; ¥V .
;= Ci-a) e arg yﬁ?) (] =1,... /)1)’

=1
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n
é(ia) = Z Cij CJ('Q) (f=1,...n)
j=1

le déterminant |c;;| étant égal 4 1.
L’équation fondamentale déterminante est

g
|ij€,2’"”‘z 1—ldij|:o.

On voit donc que le produit des racines de cette équation est égal a

n

H e?nriV:I i

=1

§ 3. Etude du probléme posé dans Vintroduction.

9. Les approximausions successives étudiées dans le § 1 donnent évidemment
des représentations analytiques des solutions considérées valables dans des secteurs
dans lesquels ces solutions tendent vers o (pour x - 0). Pour obtenir des repré-
sentations qui sont valables jusqu'da la limite d'un domaine d'existence et qui
permettent de suivre une solution quand x tourne autour de =0 on doit
employer d'autres méthodes. Dans ce travail nous allons nous servir de la méthode
de Poincaré dont nous avons parlé dans l'introduction.

Nous supposons que les racines de l'équation caractéristique sont simples
et 4+=0. Nous pouvons donc prendre le systéme sous la forme (12). Nous sup-
posons que les conditions 4, B du n:o 1 sont remplies.

Considérons un secteur X, du théoréme 1, soit i, ... la solution

correspondante donnée par le théoréme 1 et posons

(31) Y=y + & (t=1,...n).
On aura pour #z, ...z, un systéme (12) ou les seconds membres s’annulent pour
2;=0,...2;=0. Eecrivons ce systéme sous la forme suivante
dz; <
k41098 ) . { . S .
(32) At =izt Dad(@ea+ B (e, oo a)  (i=1,...n),
=1
les séries Bl commencant par des termes de degré =2 en 2, ...z, Nous

supposons que les coefficients ai.‘? () sont asymptdtes dans X,(¢) & certaines

séries de puissances
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ax+alat +
indépendant de «a.

Nous considérons le systéme linéaire
(33) x"“d—zi =gz + S al® (x) z; (=1 n)
33 dz i &5 ) j I OF
=1

Il y a d’aprés le théoréme 4 un systéme fondamental de solutions

el®, ... 2 (t=1,...n)

asymptotes dans une certaine partie X, de X, aux séries normales
Qi(al‘r) (8. 4+ bW 4 b gt - ...
€ @’ ( i iy L ij £ )

correspondant & (33). Ces séries sont indépendant de e. L'angle de X. est

>7
k
Nous posons
1
; QU= ;
(34) zﬁ=e49ﬂw%
done
(33) A~ by + bl w + b2t + -

dans X,, et nous faisons dans (32) la substitution

n
(36) 7= D AL, G=1,...n)
J=1
Le systeme transformé s’éerira
1L . Tl .
(37) ﬁ“ﬁZHma+wﬁw~@@ (f=1,...m),
ol

D (9(1) = — g1 Q,i (;) + 7yt

(38) (f=1;...n).
=rab e+ o ke b8
Posant

1
(39) b= 0o (=1,...n)
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nous cherchons & obtenir une solution de (37) sous la forme

(40) Ci=fz‘+Zq)g,),,..an(x)t‘f‘...tff (f=1,...n).

-t -ta, =2

Les coefficients ¢gf,-..an peuvent étre calculés de la maniére suivante. Posons

g(ia) (gla v Cﬂ; x) = as"ix'yof)-'“n (x) glfl e C:ln

ot tap =2
et désignons par
T (4)
Gf,ﬁ: (V’rfl---m)
le coefficient de t‘f‘ e tﬁ" dans la série que l'on obtient en introduisant les séries
(40) dans [ ... L Si l'on suppose que les fonctions gv(,?m correspondant &
des —leurs de y;,...y. telles que %, + -~ + y» < N soient déterminées une

fonc. m tpg,),,..‘e,, correspondant & B + --- 4+ 8= N doit étre une solution de

I'équation différentielle linéaire suivante du premier ordre

(?)
dgp, ...s,

(41) a2 4 gl g, B P@ + o+ fu Pal@) — Pi@)
i, @ s o e f () i, @)
= Nag? 0@ Gl (gl ) + ag g, (@),
ou lon a
2=<a,+ - +a<N, 2=y, + - +m<N
10. Nous démontrons la convergence des séries (40) dans le cas o 8, ... s,

se trouvent d'un méme coté d’'une drocte passant par U'origine en supposant que le
secteur U, correspondant & Xo contient une partie du sectewr ¢’ < @ < ¢” dans
lequel ¢%® (i =1, ... n) tendent vers 0. De plus nous supposons au premier abord

qu'il n'y a aucune relation de la forme
‘3181 + e + ﬂns'n—si:o,

ol By, ... 0 sont des entiers = o.
En supposant l'entier N’ suffisamment grand et le nombre positif ¢ suffi-
samment petit le secteur U.(¢) contiendra une partie dans laquelle toutes les

fonctions
e(ﬁ,;).;.. s Bpsp—s)u (z =1,... ’ﬂ)
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tendent vers o, ol fB;,...0» sont des entiers tels que gi=o0 ((=1,...n)
B+ - +8,=N'. En d'autres termes, le secteur dans le plan (8, s;+ -+ +Bnsa—s:) %
aura une partie commune avec le demi-plan & gauche de l'axe imaginaire, et
T'angle de ce secteur commun sera, pour toutes les valeurs considérées de 8y, ... By,
plus grand qu'un certain nombre d. On peut supposer que la méme chose ait
lien pour les valeurs de 8, ... 8. tels que B, + - + B, < N', si ¢ est suffisam-
ment petit, car on peut tourner les droites limitant U. entre certaines limites
et on peut donc supposer ces droites choisies de maniére que les droites cor-
respondantes décrites par (8,8, + -+ + Busn — si)u soient distinctes de l'axe
imaginaire pour chaque systéme de valeurs g8, ... 8, ¢ tels que 3+ - + g8, <N'.

Le secteur U,(¢) étant ainsi défini nous le transportons parallélement & lui-
méme de sorte que le sommet vienne & un point w, dont la valeur absolue R
est suffisamment grand, désignons ce secteur par ll. Nous pouvons supposer #,
choisi de maniére que |«|> R pour tout point de 1l.

Il y a des nombres positify Aif;f’..an tels que les séries

ZAS{,G.‘).J"C?‘...C;" E=1,...n)
aient un domaine de convergence |l;|<?»’ (=1, ... %) et soient majorantes
pour les séries

leg{.‘f)..a” (@) &5 ... o (t=1,...n)
pour % dans 1.

Supposons que
!W;?f.),..‘p’n(x)l<l‘g2,...ﬁ,l (t=1,...n)

pour 8, + -+ + Bn << N siu appartient a 11, et considérons une fonction gpfg',) g (@)

correspondant & 8, + --- + Bn=N. Nous écrivons l'équation (41) sous la forme

abrégée
p1 49 — [
gttt + g Pla)=f(x)
ou
de . _ fla)
dt + q)_—P(x)’

la variable { étant définie par

t = fl’(x)(lu =
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= —k(p’lrl + o 4 Burn — i) log u

1

—Biey + o+ Bacnr— cin) (— kuw)t

k—1
I

— Z——I<51 Cri—1 + o+ Buenre1— ¢ p—1)(— ku) ¥

+ (Bis; + 0+ Busn — si)u.

Il résulte de la supposition faite concernant les nombres s,

... 8 que les
nombres

|88, + - + Busn— si]

sont plus grands quun nombre positif fixe indépendant de 8, ... B, ¢ et que
les quotients

|t ot fura—ri]

Iﬂlsl t o T+ ﬂnsn_“’fl

lﬁl e+ -0 + ‘87101;_7"“ Ci,f’
[Bisy + - 4 Busa— s

sont plus petits qu'un nombre fixe.
Pour la fonction f(x) on a

I @] < 340 oGl (k) ) + 4575,

Nous pouvons prendre la solution suivante de I'équation (41)

(13

@Y g = e—tj e flx)dr,

@

ol 7 correspond i » de la méme maniére que ¢ correspond & u et l'intégration
est effectuée le long d'une ligne droite qui s'étend & linfini dans une direction
telle que la direction correspondante dans le plan {8;s; + -+ + Buse — &) v ait

un argument entre sz +d et :7,?71: —d.
On peut écrire
t—r={(8 s + - + Busn— s)(w— ) (1 + ),

Inl<Ar, r=(kR"
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A étant un nombre fixe, car on a

__./Ua
U —v

< flregpkll-a g < <1

comme on le voit facilement. En prenant » assez petit il y a done un nombre
positif & indépendant de B, ... fn, 7 de maniére que

-]

Iqo?e"l...;snl<f~f<'|f Dde< (F A6 o Gl (k) + 457 5}

0

11 résulte de cette discussion que l'on a

|96, ..o, @) < #5...

pour toutes les valeurs de B3, ... S, ¢ si w appartient & lI, les nombres k;ﬁ@n

étant définis par les équations

]C((;l, c Bp =7 lz Aa,, 31’ i [gn (/C’(Y.fy) .. ’J’n) + Aen .- }

Ces nombres sont les coefficients des séries de puissances {; de ¢, ... ¢, définies
par les équations

) .

Li=t+-5 ZA;,,",’ RETI (G=1,...n).

Ces séries ont un domaine de convergence |#;| <# ({==1,...n). Par suite, les
séries (40) convergent si w appartient & U et || <7 (i=1,...70), 2, t, ...t

étant considérés comme des variables tndépendantes,
Si l'on pose

:CieQi(é)xri G=1,...m

les séries convergent pour les valeurs de z telles que u appartienne a U et

1
U= .
ICie'(“'>x’i|<7‘" (t=1,...n).
11. Considérons maintenant le cas o il y a des relations de la forme

(42) Si:ﬂlsl + -+ ﬂnéﬁ
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nécessairement en nombre fini. Dans ce cas nous posons dans (37)

[=a"(; (z=1,...n),
ou v est un entier positif, donc

’ ag N mle = =

(377 +1 d—g; =(Pi@) —vat) S+ P (@ &y, L @ s @)

(t=1,...n).
Les nombres »; sont remplacés par 7; — » et les coefficients ag,','f),‘an sont rem-
placés par

x”("‘ﬂ“ e tep— ) ag.'.a). Loy
Aux séries (40) correspondent
(40) G=t+ Rt gl @ E e
a2

(t=1,...n),

ou
1
= C; eQz (“’) xY (f=1,...n).
Pour _
g = xv((?ﬁ- e +l3n-——-1> (pf,f,), s (Z)
on aura au lieu de (41)
k+1 d P k] .
xz df"‘ 8, Pr{a) + - + BuPulw) — Pi(w) —v(By + - + fo—1)2N] =
419 (@t +ap—1) (i, ) 8 Hee ety =)
viogt ety — , b Bn ¥ (71 -
= Mz n /aa“.“an( )(“n' “n< ¢ n W/x,--,yn)

+ x’l’((’ﬁ +/5 —-1) 81) r) .(;n (x) — x'vf(x).
En supposant que l'on ait dans la fonction au second membre

it ety —1)
|x\ ¢/1»~~ n <k/u~-~'
on aura

<2A gi:::.{gn(]”m- Yn)+A(’h-»-/3

sous la condition que |z|< 1.
Considérons l'équation (41’) correspondant 3 une relation (42). Supposons
d’abord que
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ﬁlpl(x) o +ﬁnPn(x)_Pz(Z‘):
(43) :(‘817’1 oo +ﬂ"7‘”—7'i)xk + (e + - ’*‘ﬂncnl_ctl)wk~l + -
+ (Biern + 0 F Butny — cip) TR,

[81 Clp + ﬂncn,w’— Cin =+ 0.

Si l'on prend v =k — p les deux membres de (41°) sont divisibles par z—*. Cette
équation peut s'écrire
d__(p £ — x.,zH»v-}; f (/I)}

at 7 Pl
si 'on pose

P(x) = (51 (7'1 —»+ - ﬂn(rn — ) — (g ~— 'V)) at* +
+ (‘31011 + oo+ ﬂncnl_cil)w‘u—l + - 4+ ﬂl('l/e + -+ ﬁncny_ciy,

t=@ 0=+ -+ Blrn—»—0i—9) log

1
—' (51 ey + o+ Buni — Cil)i

I

I
— (Breru + o+ Bucun — i)
u
Posant
I I &
= — — g = — — (_,_A K'?l}k
14 u
nous pouvons prendre

p=e" f e“ xt Tk flx) d 7,
-
Uintégration étant effectuée le long d'une courbe décrite par @ quand « décrit
une droite telle que nous I'avons considérée précédamment. On peut supposer
que cette courbe s’étend & l'infini dans une direction faisant avec 'axe imagi-
naire un angle plus grand que J. Par suite, on aura comme précédamment

I {1, @) 1B v B (1.00) (i, «)
| 4 ‘ < ;{Z A“I' see O ('ﬁzl, .. .l . (A‘:’h e Vn) + Alfh(f = ﬁn} ’

(Yu

olt & est un certain nombre positif.

Supposons ensuite que

(44) 8, P, (x) + o+ B Py (m) — P (x) = (51 ryF o Bare — 7'1‘) x*.
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Alors, l'équation (41') s’écrit

iw_i_ v+ r—k—1
dw = f(.%‘),

r= B (=) o+ Balra— ) — (ri— ).

En posant x=¢* on voit facilement que cette équation a, pour »==£%, une

solution telle que

1 (¢, @) B, .. PAL (7, @)
|¢| < ;{ZAO:D""ZN Gu,,...f;: (k?'b-"‘:'n) + Aﬂl""ﬂn}a

excepté le cas ot Rr=o0 pour »==£k; dans ce dernier cas on aura le méme
résultat en prenant » un peu plus grand que £

S'il y a une relation (44) nous prenons »=F ou exceptionnellement v =% + %',
EF >o0. S5l n'y a aucune relation (44) nous prenons pour » le plus grand des
nombres k — u correspondant aux relations (42).

Il résulte de la discussion précédente que les séries (40) convergent, dans le
cas ol il y a des relations (42), pour |, z™*|<# (i=1,...n), v dans 1.

12. Nous supposons maintenant que s;, ... s, ne se trouvent pas d'un méme
c6té d'une droite passant par lorigine. Alors les séries (40) sont en général
divergentes; ¢a dépend de ce fait qu'il existe des suites infinies de valeurs de
B, . - . Bn pour lesquelles les nombres |8 s; + -+ Busy — s;| sont infiniments
petits. Mais dans ce cas on aura des séries convergentes en remplagant certaines
des constantes C; par o.

Nous supposons que s,, . . . §p se trouvent d'un méme coté d'une droite passant
par l'origine et que U, contient une partie du secteur dans lequel ¢%i* (i =1, ...p)
tendent vers o. Alors on aura une solution du systéme (37) sous la forme

L=ti+ 2 g (@t .4 (i=1,...p)
a1+-~-+ap22
(45) |
= X g8 @t tr (j=pt1,..n)
gt

p =2

Les coefficients de ces séries se déterminent comme les coefficients des séries
(40) si I'on suppose que fp+1=0,...8,=o0 dans (41). La démonstration de la
convergence des séries (45) est analogue 4 la démonstration de la convergence
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des séries (40). Il suffira de remarquer qu'on peut employer comme majorantes

les séries de puissances {;, ... 5, de ¢, ... ¢ définies par les équations
. 1 (¢, @) a, a. .
Ci'—ti'l‘?ZAau“.anC‘ Y (t=1,...p)
I I (J o) oy Ay P
gj—?ZAa{,_”anCl "'Cn (,}——p'l"l,.‘.??).
Les séries (45) convergent pour || < # (¢=1,...p), w dans 1, excepté le cas
ou il y a des relations de la forme (42) avec 8y+1 =0, ... B.=0. Dans le dernier
cas les séries (45) convergent pour |t;a | <# (i=1,...p), « dans 1, ol » est
un des nombres 1,...% ou exceptionnellement » =% + &', ¥ > o.

TLies résultats précédents sont obtenus sous les seules conditions générales
formulées au commencement du n:o 9. Maintenant nous supposons de plus que
les coefficients des séries aux seconds membres de (12) sont asymptotes dans X
4 certaines séries de puissances de x. Alors les coefficients des séries ‘Eg“) dans
(37) seront asymptdotes dans X, & certaines séries de puissances. Supposons
d’abord qu’il n'y ait ancune relation de la forme (42). Alors, on voit successive-
ment que les coefficients des séries (40) sont aussi asymptdtes dans X, & des
séries de puissances de . Dans le cas ou il y a des relations (42) la méme
chose a lieu pour

x” (a4 <+ ta,—1) g)gl) « (x)’
yee ety

excepté peut-étre le cas ol il y a des relations (44); dans le dernier cas il pourrait
arriver que les séries asymptotiques contiennent des logarithmes. Le méme
résultat est valable pour les coefficients des séries (43).

Nous rassemblons en le théoréme suivant les résultats obtenus pour un

systéme (37).

Théoréme 5. Supposons que s,, . . . su se trouvent d'un méme coté d'une droite
passant par Uorigine et prenons le secteur U, de maniére qu'sl contienne une partie
du sectewr dans lequel e':® £'= I,...n) tendent vers o. Il y a un systéme de sérves

(40) G=t+ 3 ¢f ., @t...tm (i=1,...n)

Fooctapz2
L
ti=CieQi(“){c'i f=1,...n)

; constantes arbitraires
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qui convergent et satisfont au systéme (37) pour les valeurs de x appartenant & une
partie du scctewr X.(e) découpée par un cercle |x|=7 et par certaines des courbes

ICieQ[(;)x’ilcw‘" (t=1,...n).
Cela suppose qu'il w'y ait aucune relation de la forme
(42) Si==Bi8 + -+ Busn.

82l y a des relations de cette forme les courbes précédentes doivent étre remplacées par

1
@y L _ ,
|0iez(‘)x’l "=+ (f=1,...n)
ot v a Uune des valeurs 1, ...k ou exceptionnellement une valewr k + ¥, ¥ > o.
Supposons ensutle que s, . .. sp se trouvent d'un méme coté d'une droite passant

par Uorigine et prenons le secteur U, de maniére qu'il contienne une partie du secteur
dans lequel e5* (i=1, ... p) tendent vers 0. Alors il y a un systéeme de séries
) Y Y

Li=t + 2’ ngy”‘ap(x)t'j“...f;p (f=1,...n)
@t tay =Y
(45) '
L= Z (pg{l)’ma(x)t‘fl...t‘;p (j=p+1,...0)

»
a,+-~~+ap§2

qui convergent et satisfont au systéme (37) sous des conditions analogues, n étant
remplacé par p.

Dans le cas on les coefficients des séries PB; dans le systéme donné (12) sont
asymptites dans X o des séries de puissances de x, les coefficients des séries (40),
(45) seront asymptotes dans X, & certaines séries. Ces séries asymptotiques sont des
séries de puissances de x sans puissances négatives s'il n'y a aucune relation (42).
il y a des relations de celte furme les séries asymptotiques peuvent contenir des
puissances négatives (en nombre find pour chaque coefficient) et exceptionnellement des
logarithmes, la derniére circonstance ne pouvant avorr liew que dans le cas on ol y

a des relations de la forme
(44) B Pi(w) + - + B Pulor) — Pi(x) = (B,ry + - + Burn — i)

el en méme temps
Bilri—8)+ Bl —h)=ri—k—12

A étant un entier = o.
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13. Nous montrons maintenant comment on peut employer les séries (40)
ou (45) pour suivre une solution donnée du systéme (12) quand z tourne autour
de z =0 et pour décrire la forme d'un domaine d'existence d'une telle solution.
Considérons d’abord le cas ol s, ... s, sont d'un méme c6té d'une droite passant
par lorigine.

Soit @' <@ <¢”, 9" — ¢ =m, le secteur dans lequel les fonctions e*
({=1,...n) tendent vers zéro. Partant d'un demi-plan @, < ¢ < @, + 7, ol
@, satisfait & l'inégalité ¢ < @, < ¢” et & la condition qu'aucune des fonctions
e~ 9"| (¢, j=1,...n; i=+7) ne soit égale & 1 pour u = ¢% on définira comme
dans le n:o 8 une suite de secteur U,, X, (@=o0, t 1, * 2,...) ayant les
v
=

sécutifs ont une partie commune et chaque secteur U, contient un secteur dans

propriétés suivantes. L'angle d'un secteur X, est > Deux secteurs U, con-

lequel les fonctions e%* (¢ =1, ...n) tendent vers o.
A chaque secteur X, correspond un systéme de séries (40). Nous les écrivons
de la maniére suivante

(46) CE}\:) — fga) + 2 ¢£1iz'f)~f‘n (x) t(lq)al o fﬁ‘)“" (2 =1, ... n)

ot ta,z2

Elles convergent dans un domaine X.(C\,... (@) découpé du secteur X.(e)

par un cercle |z| =7 et par certaines courbes
|Cl e () ari| = 7 (=1,...n).

Ce domaine s'étend & z= o0 dans les directions dans lesquelles les fonctions £
tendent vers o.

Il peut arriver que les domaines X.(C{, ... CY), X.i1(¢) n'ont aucune
partie commune. A cet effet il faut que les valeurs | C\“| soient plus grandes
qu'un certain nombre. Si ces valeurs sont suffisamments petites les deux domaines
ont certainement une partie commune. Nous considérons ce cas et nous cherchons
les relations qui doivent exister entre C{, Cl*+!) pour que la solution correspon-
dant & O (i=1, ... n) soit donné dans la partie commune de X (C¥, ... C\®),
X.i1(e) par les séries (46) correspondant & X,i1. Ces relations peuvent évidem-
ment §'écrire
S gt t) flert) (t=1,...n).

J

n
yﬁa) + Z 2ﬁ) c},ﬂt) — ?/E-a +1)
j=1 1
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On en déduit d’abord des équations de la forme

n
{letn) ZZ” G+ D ZW (et —gld)  ((=1,...9),
j=1 =1
|Z], | Z{7)| restant plus petits quune constante qu'on peut prendre égale &

2 p. ex. Ensulte on aura

ot = Pyo (B9, .. 1D; 2) (==1,...n),
d'ou
1
Cletl) = % () =i Bio (6, ... 19 x) (t=1,...n).

n ?

Les seconds membres sont nécessairement indépendants de x, par suite on aura

une substitution de la forme
(47) O+t =P (O, ... C) G=1,...n

Eecrivons

Bia (CV, ... C) =6l + O + -+ ¢l O + -

in

(t=1,...n).

Il est d'un certain intérét de montrer que la matrice (cﬁ‘;)) a la méme forme que
la matrice des coefficients de la substitution (30). Nous pouvons raisonner de la
méme maniére que dans le n:o 8. Nous faisons tendre x vers o suivant un
rayon le long duquel aucune des fonctions |l %] (¢, =1,...n; ¢4 j) n'est
constante. Nous pouvons supposer les variables rangées dans un ordre tel que
pour une valeur quelconque de 7 les fonctions €% %% (j=7¢ 4+ 1,...n) tendent

vers 0. En résolvant les équations

Lettl =gt 4 ) glt ‘ff" ot glern® f=1,...%)
par rapport & f*+U ({=1,...7) on aura
ti.‘H-l C(a+1 + Z wz a+1) x)ga+1 C(a-rl)an
(i=1,...m)

= G»Bz atl (C‘Hl) B C{,?Jrl); x)

Ensuite on aura les séries P (£, . .. £@); x) en posant ici
n n
Gettl= B Z 0 + 3 Z1 (ylet? — yi) (i=1,...n)

J=1
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et en introduisant pour C](.“) (j=1, ... n)les séries de puissances de 9 (;=1,...n).
Le coefficient de tJ(.“’ sera

31\ (a)(0%1a+1),

d (’) C(a+1

h=1

n

0 %i a+1 >

N , - . , . b )

ol (—‘———0 e désigne ce que l'on obtient en posant {{++V = > Py (yle+? — i)
i=t

OB ar1
ag(}:z+l) )

a) = e ) 2T Z Zhj (0 %z a+1) er (i) am

0 C(OH-I)

(u=1,...n) dans Par suite

Il résulte de la discussion du n:0 8 que la matrice
GG)—an(y) r—
(Z’(laj) e .7(2,) h(x) x"} "h)
est constante, soit (c‘g‘}), et que
gfn=1, ¢¥=o0 pour j>h.

Nous pouvons donc écrire

Supposons d'abord que ¢=1. En remarquant que les fonctions yi**! — ¢
(j==1,...n) tendent vers o pour z - 0, on voit que

e =1, ¢ll=o0 pour j>1.

Posons ensuite 2 = 2. Alors on aura

e — 3 (0_%__) ()= 6) =

¥ 1 o
= glo 13 Q‘(—)_Q'-’(‘-) — 0 PBo, a1 .
oy Hm el T an e ey ) + e

done

C<a) = Tg‘i) + 1im e ( ) & (x) xhT (06%20:--: 1)

eff =1, cf=o0 pour j>az.
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En poursuivant de cette maniére on aura

ey =1, ¢=o0 pour j>h

Dans le cas od les seconds membres du systéme donné (12) s’'annulent pour
Y =0,...p=0 on a Y =ylet =0 (f=1,...mn). Alors, on conclut que

(@) — @l
Cl.‘;. ci‘;..

Partons maintenant d’'une solution représentée i V'aide des séries (46) dans
un domaine X,(C{, ... C") et supposons que x tourne autour de x= o dans
le sens positif p. ex. Il peut arriver que la solution considérée peut étre
prolongée successivement de secteur au secteur a l'aide de séries de la forme (46)
correspondant aux secteurs X..1, ... les constantes entrant dans les séries (46)
correspondant & un certain secteur étant liées aux constantes entrant dans les
séries (46) correspondant au secteur précédant par une substitution de la forme
(47). De la méme maniére la solution pourra étre prolongée quand « tourne
dans le sens négatif. On aura ainsi une solution définie dans un domaine qui
est la réunion d'une suite de domaines X4, (C*™#, ... Clet¥) (u=o0, t1,...).
Il est facile & voir que ce domaine peut étre considéré comme un domaine
d’existence de la solution considérée, sous la condition que 7 soit choisi assez
petit par rapport 4 7. En effet il résulte de |y|< K|x| ¢=1,...n) que

Yi ez .. .
I—_rl est situé dans le voisinage de 1 si x se trouve sur la courbe
7

I o e ) x’z‘l =7,

Considérons aussi le cas o il y a des relations (42). Alors on peut appliquer
les raisonnements précédents aprés une substitution de la forme

yi=cla +cPat+ o+ + g P=1,...n),

ot » a l'une des valeurs 1, ... % ou exceptionnellement % 4+ 1 et ¢V, ... ¢/ sont
les » premiers coefficients des séries (6). On aura un domaine limité par certaines
courbes

()
0 &) gris [ = 7.

Ce domaine peut étre considéré comme un domaine d'existence de ji, ... i
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant
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Théoréme 6. Supposons que s, ... sy se trowrent d'un méme coté d’une droite
passant par Uorigine et qui'il »'y a aucune relation (42). Un domaine d'existence
d'une solution particuliére du systéme (12) est limité ou bien par un nombre fine

de courbes
1
()
le N/ gri| = const.

ou bien par un cercle |x| =7 et par un nombre fini ou infini de telles courbes, le
nombre des courbes étant infini dans le cas ot x peut towrner une infinité de fois
autour de x = 0.

La solution en question peut étre représentée a l'aide de systémes de séries (40)
en nombre fint ou wnfine et cela de la maniére suivante. On peut construire une
T
k

conséeutifs aient une partie commune et que chaque secteur X. conlienne un secteur

suite infinte de secteurs Xo dont les angles sont > = de telle maniére que deux secteurs

dans lequel les fonctions % (i =1, ...n) tendent vers o. A chaque secteur X,
correspond une solution ', ... y\9 asymptote dans X, aux séries (6). En posant
Yi=y® + 2z (=1,...0) on awra un systeme transformé qui conduit & un systéme
de séries (40). Dans ces séries les constantes ont certaines valewrs déterminées C
correspondant & la solution considérée. Les valewrs de C%tV ((=1, ... n) sont
Teées aux valeurs de C\® (i==1,...n) par une substitution de la forme (47).
Dans le cas on 2l y a des relations (42) on aura des résultats analogues aprés
une transformation
yi=cVax+ - +da + g (t=1,...0)

eln

PR

. ¢l étant les v premiers coefficients des séries (6).

14. Considérons le cas ot les seconds membres du systéme (12) sont
uniformes en x autour de xz==0. On aura 2% systémes de séries (40) et 2%k
substitutions (47). En partant d’'une solution représentée & 1'aide d'un certain
systéme de séries (40) ou les constantes ont certaines valeurs Cj, ... C, et en
supposant que x puisse tourner une fois autour de z = 0, dans le sens positif
p. ex., on aura aprés le tour une solution représentée & l'aide du méme systéme

de séries (40), les constantes ayant certaines valeurs ('}, ... (l, qui sont liées

aux valeurs de C,, ... (, par une substitution de la forme
Ci=PB:(Cy, ... )
(48) ((=1,...n)
== ¢ + Ci1 01 + -+ Cin Cn + -
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En remarquant que les fonctions 2i (=1, ... %) doivent étre suivies avec con-
tinuité quand 2z tourne autour de x =0 on conclut de ce qui précéde que le

n
déterminant |c;;| a la valeur HeQ"”z"‘l. Par l'étude de l'itération de la sub-
i=1
stitution (48) on peut chercher les conditions auxquelles doivent satisfaire les
constantes C), ... (, pour que & puisse tourner une infinité de fois autour de
x=0. Le probléme est équivalent au probléme d'étudier le systéme suivant

d’équations aux différences finies
vyt 4 1) =Py, @, ... 1 @) (e=1,...n).

On doit chercher les solutions telles que [y (#)] ({ =1, ... %) restent plus petits
qu'uue certaine constante pour toutes les valeurs positives de f. La solution
du probléme dépend essentiellement des racines de 1'équation caractéristique

ll/’z'j—é’dz'jl = 0.

Le cas le plus simple est le cas ot les racines de cette équation sont simples et
en valeurs absolues plus petites que 1. Dans ce cas, si J|, |G (=1, ... %)
sont plus petits qu'une certaine constante, l'itération de (48) donnera une suite
infinie de valeurs appartenant au domaine de convergence des séries P;(C,, ... Cy)
(¢=1,...n). Dans dautres cas la question est plus délicate, nous n'y entrons
pas dans ce travail.

Supposons en outre que les seconds membres du systéme (12) s'annulent
pour ;=0 (¢==1,...n). Alors il n’y a quun seul systéme lindaire (33), a;;(z)
étant les coefficients de y,, ...y dans les séries aux seconds membres de (12).
On voit facilement, d'aprés ce qui précéde, que I'équation caractéristique de la
substitution (48) est identique 4 1'équation fondamentale déterminante du systéme

linéaire (33).

15. Dans Ie cas ol sy, ... s, se trouvent d'un méme cdté d'une droite passant
par l'origine le probléme d'étudier les solutions du systéme (12) autour de x = o
est en principe résolue par la théorie précédente. La question est plus difficile
si sy, ... 8, ne satisfont pas & cette condition. L'exemple particulier d'un systéme

dont l'intégrale générale s'écrit (voir p. 88)
yi=Pilx, f, ... tn) (t=1,...n)

montre que le domaine d'existence d'une solution donnée ne s'étend pas en général
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4 x==0 si = ne tourne qu'un nombre fini de fois autour de x=0. Mais on
peut se poser la question d'étudier les solutions particuliéres dont le domaine
d’existence s'étend & x = o dans certaines directions. Nous nous limitons dans
ce travail a étudier les solutions dont le domaine d'existence contient un secteur
de sommet x = O,

L'existence de solutions de cette nature est assurée par les théorémes 1, 2.
T
k

une seule solution dont le domaine d'existence contient ce secteur. Si l'angle

D'aprés le théoréme 1, & un secteur dont l'angle est > 3 correspond au plus

4d
k

stantes arbitraires et ayant des domaines d’existence qui contiennent ce secteur.

est <= il peut exister, d'apres le théoréme 2z, des solutions dépendant de con-

On peut chercher & représenter ces solutions & l'aide de séries de la forme (45).

Nous considérons une solution ¥, ...y, de (12) satisfaisant a la seule con-
dition que |#,],...|yn| soient plus petits qu'une constante 7 suffisamment petite
quand « déerit un rayon vecteur d'argument @, le long duquel aucune des fone-
tions |eti*| (i =1,... %) n'est constante. Nous pouvons supposer que |ei*|
(t=1,...9), ley*] (j=p» + 1,...n) tendent vers o quand « tend vers l'infini
dans la direction ¢, Nous supposons quil n'y a aucune relation (42) ou
Bp+1=0, ... fn=o0. Prenons un demi-plan U contenant la direction ¢, dans
son intérieur et une solution 7y, ... 7. telle que |#/|<# (¢=1,...») dans tout
secteur J{e) & Dintérienr de IU. A cette solution correspond un systéme de
séries (45) convergentes pour |&|<# (i=1,...p), |z} <#, x dans le secteur
X{¢) correspondant & Uf{e). On voit bien aisément que la solution y,, ... #a
peut étre représentée a Vaide de ces séries pour des valeurs convenables des
constantes Cy, ... Cp. En effet, soient 3{*, . . 4" les valeurs de y,, ... yp pour

un point u, sur le rayon vecteur ¢,. On peut déterminer les constantes C,, ... G,
de maniére que les p premiéres variables prennent les valeurs y{”, ...y pour
=1, On a alors deux solutions, la solution donnée et la solution représentée
4 1'aide des séries (45) ot (', ... C, ont les valeurs ainsi déterminées; pour chacune
de ces solutions il y a lieu que y,, . .. %, prennent les valeurs yi*, . .. ?/(1‘?) pour w=u,
et que |y;| @=1,...u) sont plus petits que i le long du rayon vecteur g,
par suite ces solutions sont identiques, d'aprés le théoréme 2.

Maintenant on voit que || <# (¢=1, ... n) dans un secteur dans lequel
feit| (f=1,...p) tendent vers o. Soit ¢’ < ¢ < ¢” le plus grand secteur tel
que |y | <# (i=1,...n) dans tont secteur ¢’ + ¢ < ¢ < ¢ —s Pour Unous
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pouvons prendre le demi-plan ¢” —2¢ <@ < ¢’ + 7« — 2¢ p. ex. Nous pouvons
supposer que €%* (i=1,...p), €%* {j=p+ 1,...n) tendent vers o quand u
tend vers l'infini dans une certaine direction ¢ telle que ¢’ —2e <@ < ¢’ —e.
Par suite yy, ... y» peuvent étre représentés dans ce secteur 4 'aide d'un systéme
de séries (435) correspondant & U. En méme temps on aura le prolongement de

Y1, - - - yn dans toute la partie du secteur ¢ —eZgp=¢" + 7w — g ¢ limitée par

|z| =+ et par les courbes
1
ICieQi(”‘)w’il———i" (¢=1,...p).

Parmi ces courbes il y a nécessairement une courbe au moins qui s'étend &4 x = o
dans la direction correspondant & ¢". Le méme raisonnement peut étre appliqué
a la direction ¢'.

Au lieu du rayon vecteur ¢, nous pouvons prendre une courbe qui s'étend
a D'infini dans la direction ¢, et exiger que |y:|<# (i=1,...7%) le long de
cette courbe.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant se rapportant au cas

ou §;, ... 8, ne sont pas d'un méme c6té d'une droite passant par l'origine.

Théoreme 7. Supposons qu'il »'y a aucune relation (42) entre des nombres s;
se trouvant d'un méme cité d'une drote passant par Uovigine. Prenons une dirvection

@, telle qu' aucune des fonctions |e%| (¢ ==1, ... n) ne soit constante quand w décrit
une drodte ayant cette direction. Soit y,, ... yn une solution de (12) telle que | y;} <7
(G=1,...1) le long dune courbe qui s'étend & Uinfini dans la direction ¢, Il y

a un sectewr entourant @, dans lequel |y| <# (i=1,...n). Soit ¢’ <@ < ¢”
le secteur maximum tel que ces tnégalités alent liew dans tout sectewr ¢’ +e< <@’ —e
Nous supposons ¢, ¢" finis. La solution considérée peut étre veprésentée & lUaide
de séries de la forme (45) dans le sectewr ¢' —nw < @ < ¢ + . La partie du
domaine existence de y,, ... yn que esxt située dans le dernier sectewr est Wmitée

ou bien par certaines courbes
1
0,
|(f £/ 27| = const.

en nombre fini, ow bien par |x|==7F et par un nombre fini de telles courbes. Parmi

ces courbes 1l y a une courbe qui s'étend & x =0 dans la direction correspondant
’ . N N . . . N

@ et une courbe qui s'étend & x =0 dans la direction correspondant a ¢".

Dans le cas ou il y a des relations (42} entre des nombres s; se trouvant

d'un méme coté d'une droite passant par l'origine il peut arriver que les courbes
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%(;)
e \#/ gri| == const.

doivent étre remplacées par des courbes

%(3)
e ' \t/ gri—v| = const.

Pour 1'étude du prolongement de y,, ... yn & V'extérieur du secteur ¢’ — v <
< @ < ¢" 47 nous n’'avons aucun moyen s'il ne se trouverait pas que |y, |, ... | ¥x|
restent plus petits que 7 dans un secteur appartenant & ¢’ — 7w << p < ¢ ou A

[T ’”
g << +m



