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I. 

Introduction. 

Considdrons un syst~me d '6quat ions diff~rentielles 

( ' )  xk+iddYi= ~i(x, yl . . . .  yn) ( i = I  . . . .  ',), 

off k est un ent ier  posi t i f  et les seconds membres  sont  des s6ries de puissances 

de x, Yl, �9 �9 �9 yn s ' a n n u l a n t  pour  x = o, Yl = o, . . . yn -~- O e t  convergentes  pour  

les valeurs de x, y l , . . . y , , ,  telles que Ix ]  < r ,  ] y ~ . ] < r '  ( i = I , . . . , ) .  ~k chaque 

solution Yl, �9 �9 �9 Y~ correspond un  domaine  que nous d~signons comme un domaine  

d 'exis tence de cet te  solution. I1 est l imit~ pa r  cer ta ines  courbes en nombre  fini 

ou infini d6finies pa r  des 6quat ions I x l  = r, [Yll = r ' , . . ,  l Y,,] = r '  ou pa r  cer- 

ta ines  de ces dquations,  et Y l , - . .  Y, sont  r~guli~res quand x appa r t i en t  s 

ce domaine  et x ~e o. Le problbme s t r a i t e r  pent  ~tre formul6 de la manibre  

suivante.  

J~tudier la forme d'un domai~e d'existeuce d'u~e solution Y l , . . .  Y, et la 

repr6senlatio~ a~alytique de Yl . . . .  y .  qum~d x apparlie~t ~ un tel domaine. 

Dans  un t rava i l  prdc~dent 1 nous avons ~tudi~ ce probl~me pour  une ~quation 

diff6rentielle du p remie r  ordre.  Duns le t rava i l  prdsent  nous nous proposons de 

l '~tudier  pour  cer ta ins  syst~mes de la fo rme  (I) sa t i s fa isant  s la  condi t ion que 

les racines de l'6quation caract6ristique soient simples et # o. 

t j .  )/IALMQUIST, S u r  l es  p o i n t s  s i n g u l i e r s  d e s  6 q u a t i o n s  d i f f d r e n t i e l l e s .  A r k i v  fSr  m a t . ,  a s t r .  

o. f y s i k ,  S t o c k h o l m  192o  , t .  I5 ,  n :o  3. V o i r  e n  p a r t i c u l i e r  p .  28.  
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Nous allons dtudier un syst~me plus gdn~ral 

( 2 )  . . . ( i =  . . . 

Les seconds membres sont des fonctions rdguli~res pour o < ]x] < r, ]yi] < r' 

( i~- - - I , . . .  n). I1 n'est pas n~cessMre de supposer qu'elles sont uniformes en x, 

nous les supposons d~.finies sur la surface de Riemann de log x. )/Iais elles 

doivent satisfaire ~ eertaines conditions asymptotiques que nous allons formuler 

dans le n:o I. 

Dans le w I nous d~mon~rons, sous la, seule supposition concernant les racines 

de l'~quation caractdristique qu'elles sont ~ o, l'existence de certaines solutions 

particuli~rement int~ressantes qui satisfont ~ des in~galit~s de la forme ]yi] < ~" 

(i--~ I , . . .  n) dans des secteurs aussi grands que possiblesL 

Dans le w 2 nous ferons une application des rdsultats du w 1 s la th~orie 

des solutions irr~guli~res d'un syst~me d'~quations diff6rentielles lin~aires dont 

l'6quation caract6ristique n'a que des racines simples. On sait que M. Horn ~ a l e  

premier d~montr6 l'existence de certaines solutions particuli~res qui sont asymp- 

tStes aux s~ries normales de Thom~ dans des secteurs aussi grands que possible. 

Nous montrons que ces solutions s'obtiennent aussit6t si l'on applique le 

thdor~me I du w I k un syst~me de Riccati correspondant au syst~me lin6aire. 

Dans le w 3 nous dtudions le probl~me pos~ au commencement pour un 

syst~me (I) ou (2) en supposant que l'~quation caract6ristique n'a que des racines 

simples et ~= o. Pour la solution du probl~me on peut chercher ft. se laisser 

guider d'un cas particulier off la solution est immediate, c'est le cas off la solution 

g~ndrale s'exprime sous la forme 

yi = ~ i  (X, tl, . . .  tn) 
(i = , , . . .  ,,), 

= + Z . . . .  r  t:,, 
a V { -  �9 �9 �9 + a  n ~ 2 

1 Des solutions de cette nature jouent un r61e fondamental dans le m~moire couronn~ de 
Boutroux, off elles sont d~sign~es comme des int~grales tronqu~es. Voir P. •OUTROUX, Recherches 
sur les transcendantes de M. Painlev~ et l'~tude asymptotique des ~quations diff~rentielles du second 

ordre. Ann. sc. de l'Ec. Norm. sup., t. 3o, I913, p. 255--375 et t. 3I, I914, p. 99--159. 
2 j .  HORIr ~]ber die irregul~ren Intcgrale der linearen Different ia lgle ichungen. . . ,  Acta math., 

t. 23, p. I7i--2o2.  Uber die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichnngen, 
Acta math./ t. 24, p. 289--3o8; Journ. fiir die reine und angew. Math., t. 133, p. 19--67. Integra- 
tion linearcr Differentialgleichungen durch Laplacesche Integrale und Fakult~itenreihen, Jahresb. der 

deutschen Math.-Ver., 24 (1915) , p. 309. 
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Q. _~ 

t~ = C~ e ~ (~) x'~ ( i -  I , . . . , ) ,  

I T \  
Ct ~tant des constantes arbi t ralres  et Q~/x~ ~tant des fonct ions enti~res et 

rat ionnelles  de I de degr~ k; les s~ries sont supposdes convergentes  pour I x l  < r, 
X 

I l i ] < r '  ( i : I , . . . ~ ) .  Dans ce eas les courbes l Yi[~-P' ( i = I , . . . ~ ) l i m i t a n t u n  

domaine d 'existence d 'une solution peuvent  ~tre remplac6es par  des courbes 

Q 
I c , ~ ( ~ ) x ~ l  = ~" (i = i , . . . . ) ,  

car une courbe l y i l :  p' est situge entre  deux courbes 

q . •  q. t 

off e peut  ~tre pris aussi pe t i t  que l 'on veut  si ~" est suffisamment petit .  P o u r  

un syst~me (z) donnd on aura, dans un eas important ,  off les raeines ,91 . . . .  sn 

de l 'dquation caractdrist ique sont d 'un  m~me cStd d 'une droi te  passant  par  l 'ori- 

gine, la solution du probl~me sous une forme analogue si l 'on se serf de la 

m4thode classique par  laquelle Poincar4 ~ a ddmontr~ l 'existence de solutions 

asymptot iques de cer ta ins  syst~mes diff~rentiels. On peut  d~finir une suite de 

seeteurs ddterminds X dont  les angles sont > k '  et s chaque secteur  X correspond 

un syst~me de sdries dormant  la solution g6n6rale; ees s~ries proc~dent suivant  

les puissances de certaines expressions 

q , 
C,e ' (:~)x ~` ( i =  I,  . . . ~,), 

les coefficients 6tant  des fonet ions de x d6finies dans X. Deux secteurs X eon- 

s6cutifs ont  une part ie commune dans laquelle une solution donn~e peut  ~tre 

reprdsent~e par  chacun des deux syst~mes de s~ries correspodant  s ces secteurs. 

l 'aide de ces s~ries on peut  donc suivre une solution donnge quand x tourne  

au tour  de x = o. Le domaine d 'existence peut  ~tre suppos6 limit6 par  des courbes 

IC~e ~ ' ( ' ) x r ~ l  = V (i = I , . . .  , , ) .  

1 H. POINCAR~, Sur le probleme des trois corps et les dquations de la dynamique.  Acta 

math. ,  t. I3, p. 1--27o, voir p. I36. Les mdthodes nouvelles de la mdcanique cdleste, t. I, p. 335. 

1-5~--404~9. Aet~ ~o~hemat/ca. 73. tmprim6 le 29 uo~t 1940. 
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Nous  supposons  ensui te  que s l , . . ,  s,, ne sont  pus d 'un  m~me c6t~ d 'une  

droi te  passan t  pa r  l 'origine.  Alors  les s~ries pr~c~dentes sont  en g~n~ral diver- 

genres. L e e a s  purt icul ier  consid~r~ plus hau t  mon t re  qu 'un  domaine  d 'exis tence  

ne s '~tend pus en g~n~ral s x - - - -o  si x ne tourne  qu 'un  hombre  fini de fois 

au tour  de x ~ o. Mais on peu t  chercher  ~ ~tudier les solutions part iculi~res 

dont  le domaine  d 'exis tence  s '~tend ~, x - ~  o. A cet effet, on peu t  se servir  de 

s~ries analogues  aux s~ries pr~c~dentes ne con tenan t  que cer ta ines  des expressions 

ti et  s ' ob t enan t  en posant  cer ta ines  des cons tantes  Ci ~gales ~ o. Si s l , . . ,  sp 

(p < ~,) sont  d ' un  m~me c6t~ d 'une  droi te  passan t  pa r  r o r i g ine  les s~ries que l 'on  

ob t ien t  en posant  C~ ~ o ( i : p - } - ~ , . . .  n) au ron t  un domaine  de convergence.  

On peu~ se servir  de ces s~ries pour  ~tudier une solut ion y~ . . . .  y n  telle que 

l Y~I < ~'  (i  : ~, . . . n )  d a , s  u n  c e r t a i n  s e c t e u r .  Soit ~ '  < ~ < q~" (~ = l ' a r g u m e n t  

de x) le secteur  m a x i m u m  duns lequel ces in~gali t~s sont  remplies.  L a  solut ion 

eons~deree peu t  ~tre repr~sent~e dans  le secteur  q~ - -  ~ < q~ < + ~- par  des 

syst~mes de s~ries de la forme pr~e~dente. L a  par t ie  d 'un  domaine  d 'exis tence  

de eet te  solut ion se t r ouvan t  dans  le dernier  secteur  est l imitge pa r  des courbes 

Pa rmi  ces courbes il y a une courbe s '~ tendant  s x----o dans  la di rect ion ~ '  et 

une courbe s 'd tendan t  s x = o duns la di rect ion ~" .  

Dans  cer ta ins  cas except ionnels  il peu t  exis ter  des solut ions qui sa t i s font  s 

des in~galitds l Yi [ < ~' (i  = I . . . .  n )  duns un domaine  l imitg pa r  un cercle ] x I ---~ 

et  pa r  deux courbes ayan t  la m~me t angen te  en x = o, mais  ne sa t i s font  pas 

ces in6galitds dans  un secteur  en tou ran t  la t angen te  en question. Des solut ions 

de cet te  na ture  j ouen t  un rble impor t an t  duns la th6orie des t r anscendan tes  de 

Painlev6.  L '6 tude  de ces solutions est  en ggn6ral  difficile, nous n ' y  en t rons  pas  

duns ce t ravai l .  

Darts les derniers  t emps  M. Tr j i tz insky  1 a publid des t r avaux  se r a p p o r t a n t  

au probl~me qui nous occupe. En  supposan t  que les seconds m e m b r e s  du 

sys tbme donnd s ' annu len t  pour  yl----o . . . .  y ~ - - o  il dddui t  des ddve loppements  

a sympto t iques  de cer ta ins  fa i sceaux  de solutions. 

1 W. J. TRJITZINSKY, Theory of non-linear singular differential systems. Trans. Amer. Math. 
Soe., 42, I937, p. 225--52I. Analytic theory of non-linear singular differential equations. Mdmorial 
des sciences mathdmatiques, XC. 
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Nous nous sommes l imit ,s ,  s l '~tude du probl~me pos~ au commencement ,  

au cas off les racines de l '~quation caractgrist ique sont  simples et ~= o. Nous  

esp~rons de pouvoir  mon t re r  dans un  t ravai l  suivant  qu 'on peut  t ra i t e r  d 'une 

mani~re analogue certains cas off l '~quation caract~rist ique a des racines multiples. 

w I. Th~ori~mes d ' ex i s t ence .  

i. ~Tous consid~rons un systbme d'~quations diff~rentielles 

(2) w ~ + l ~  = ~ ( y l  . . . .  y,~; w) (i = i , . . . . ) ,  

ou les seconds membres sont des sgries de puissances de Yl . . . .  Yn 

~ , ( y , , . . .  y~; x) = a,(x) + a,1 (x)yl + "  + ~,~(x)y,,  + . - .  

( i - -  I , . . .  ~) 

dont  les coefficients sont  des fonct ions de x ddfinies sur la surface de l~iemann 

de log x 1. Les fonct ions ~3i sont  r~guli~res pour  o < Ix  [ < r, l Y~ I < r '  (i = I , . . .  n). 

Nous supposons que 
[ a~. (x)[  < g [ w [ (i  ----I . . . .  n) 

et que les coefficients aij(x) t enden t  vers des valeurs finies aij quand x t end  

v e r s o .  Les racines de l '6quat ion caract6rist ique 

I '~,J - -  ~ ' ~ . l  = o 

sour suppos~es ~= o. Pa r  une t ransformat ion  lin~aire on peut  ramener  le syst~me 

(2) s la forme normale  

(3) x~+~ d y~ 

off s ~ = o  et e ~ = o  ou I pour  i - ~ 2 , . . . n .  ~ o u s  supposons que les fonct ions 

~ sat isfont  s des in4ga.lit~s de la forme 

(4) I ~ , ( y ,  . . . .  u,,; w)I < Kiwi + Kmax( lYi I~ ,  �9 , .  ly,~l ~) ( i =  ~ , . . .  ,,) 

I ~ i  (Ul . . . .  yn ;  X ) -  ~ i  (91 . . . .  ~n;  X) I <  
(5) (,: = ~ , . . .  ,,) ?t 

< K [ I w l  + ma~ (lY, I, I~,1)] . , ~ I Y , - -  ~,1 
i = 1  

1 On pour ra i t  se l imiter  i~ supposer  que les coefficients sont  ddfinis sur  une  par t ie  de cet te  
surface l imit~e par  un ou deux rayons.  La th~orie su ivante  est  valable  aussi  dans  c e c a s .  
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pour les valeurs en question de x, y;, ~)i(i = I, . . . J~). Nous d6signons les conditions 

imposdes jusqu'iei  au syst~me (3) comme les  c o ~ d i t i o n s  A .  

lgous introduisons en outre une condit ion que nous d~signons comme Za 

coJMi t ion  B .  Nous supposons qu'il  existe des s~ries de puissances formelles 

(6) 4 , ) .  + 4 ~) ,~  + . . -  (i  = , , . . .  ,,) 

de telle manibre que la condition suivante soit remplie. En posant  dans (3) 

(7) y , - : f~ . ,~ .  (x) + z ,  ( i  : I ,  . . . , ,), 

off 
f , ~  (~) = 4 "  x + . . .  + 4 ~') x-"  (i  = ~, . . . ,,) 

on aura un syst&me transform4 

k~_l d 2*g (s) x . . . . . . . .  ~, ~, + ~ , _ ,  + ~ - " ) ( < , . . . . , , , ;  x) (i = ~ , . . .  ,,). 
d x  

Soient r=v <= r, g.,- des nombres tels que If,-,-(*)l < ~.,-I*1 < _I 1.' pour I x l  < "~,'- 
2 

Nous supposons que les fonetions ~'~') sat isfont  g des in6galit~s de la forme 

(9) [ ~ X ) ( z l , . . .  z,,; x) l  < K.,-I x 1"+' + K . , ' l x l  max ( I z i l , . . .  Iz,,I) 

+ K,~ m ~  (I < I' . . . .  I~,, I') 
( i =  I , . . .  '?1) 

I r '  (i = I, ~). Nous supposons eette condition remplie pour I x l  < ,=,-, I*,1 < 2 . -  �9 

pour route valeur de Nx .  II r~sulte de (5) que 

I ~ ? ' ) ( < , .  �9 �9 *,,; x)  - ~?") ( ~ , , . . .  ~,,; x)  I < 
n 

(IO) < g [ ( l  + g,, ' ) lz l  + m~.x (1~,1, I ~ , 1 ) ] ~ 1 " , -  e,I 
i = I  

(i = I, . . .  ~,). 

La  condition asymptotique pos4e est 6videmment remplie si 1'oi1 suppose 

que les coefficients des s6ries ~i  dans (2) sont asymptStes b. certaines s4ries de 

puissances. 

Nous allons d6montrer des th4or~mes d'existence sous la seule supposition 

que les eonditions A sont remplies. Si l 'on suppose en outre que la condition 

B est satisfaite les solutions trouv6es seront asympt6tes aux series (6). Nous 

On pourrait se limiter h exiger que cette condition asymptotique ne soit remplie que jusqu'A 
un certain degr~ .u suffisamment grand, 



Sur l'4tude analytique des solutions d'un syst~me d'4quations diff4rentielles. 93 

allons consid6rer certains secteurs X de sommet  x----o et nous allons d4montrer  

q u k  chaque secteur correspond une solution ou un faisceau de solutions de (3) 

sat isfaisant  s des indgalit4s de la forme 

lY'I < K ] x l  (i = I, . ' . .  n) 

pour  les valeurs de x qui appar t iennent  s un secteur  X( , )  s l ' in t6r ieur  de X et  

qui sat isfont  s une in6galit4 Ix  I <  e. P a r  X(e) nous d4signons un sec~eur dont  

les arguments  sa t isfont  s 
P t p  q~ + e < q g < ~  - - e ,  

99', 99" 6rant les a rguments  extremes de X. Si la condit ion B e s t  remplie  les 

solutions trouv4es seront  asympt6tes  aux s4ries (6) dans tou t  secteur  X(,) .  

2. Nous allons consid4rer deux sortes de secteurs, les uns ont  des angles 
7g 

> ~  et les autres  ont  des angles =<~-. Nous  d4finissons ici les secteurs de la 

premiere  sorte. Nous introduisons la variable auxiliaire 

de sor~e que 

/I X - -  k 

d x  
d u -  

X~+I 

et nous d6finissons les secteurs correspondants  dans le plan u. 

Nous  d4signons par  g~ l ' image de st par  rappor t  s l 'axe r4el et nous d4si- 

gnons par  
99o, 99.-  . .  99.-i 

los a rguments  de 5 . . . .  ~n rang6s de mani~re que 

~o < ~t < " < ~ - 1 .  

Faisons tourner  u dans le sens posit if  et dans le sens n4gatif  et posons 

( ~ o , , , . . . ~ - - , ;  ~ = + , ,  +_2,...). 

On aura  uinsi une suite infinie d 'a rguments  99~ (a ---- o, +_ I, + 2, . . .). t i  

chaque valeur  de ~ nous faisons correspondre  uu secteur  U~ contenant  les ar- 

guments  q9 tels que 
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2 2 

Ddsignons par  X~ les secteurs correspondants  darts le plan x. 

U, cosdcutifs ont  une par t ie  commune d 'on t  l 'angle est Deux  secteurs 

6gal s z.  

L 'angle  d 'ua  

Un demi-plan 

secteur  Us est >z~  et  ~ 3 z ,  ear on a o < ~ s + ~ - - ~ v ~ 2 z .  

9~ '< ~ < ~o'+ z ,  off ~ '  est diff6rent des a rguments  9~s + - ~ ,  
2 

fern n6cessairement  par t ie  d 'un  secteur Us, car on peut  supposer que 

~ , + - <  < ~ + 1 + - .  
2 2 

Cette remarque  simple est d 'une impor tance  capitate pour  la suite. 

P o u r  la d~monstra t ion du th6or~me I il nous fau t  consid~rer aussi cer taines 

part ies des secteurs U, dans lesquelles nous allons choisir  les directions des l ignes 

d ' int~grat ion en t ran t  dans les approximat ions  successives dont  nous allons nous 

servir. Supposons d 'abord  que q~+~ - -  q~ > z.  Nous d~signons par  U(~ 1) la part ie  

de U~ telle que les fonct ions e - S ,  "u ( i  = I ,  . . .  n )  t enden t  v e r s o  quand u tend vers 

l ' infini dans une direct ion quelconque appar tenan t  s U(1). Les arguments  de U(1) 

sa t isfont  aux indgalitds 

2 2 

Supposons ensuite que ~ a §  ~s ~ Z. I1 y a deux parties U(1), U(2) de Us 

telles que certaines des fonet ions e-~i ~ (i---- I, . . .  n) t enden t  v e r s o  dans U(1) 

et  les autres  fonet ions e--~i ~ t enden t  v e r s o  dans U~ ~). P o u r  le voir nous con- 

sid~rons une l igne droi te  L passant  par  l 'or igine et ayan t  une direct ion dont  

l ' a rgument  ~ sat isfai t  s ~s < ~ < ~s+l. On peut  prendre  L de mani~re que 

certains des points ~., soit ~1, . . .  5p, se t rouvent  de l 'un c6t~ de L e t  ~p+~, . . .  5, 

soient  de l ' au t re  cSt~ de i .  On peut  supposer que les a rguments  de s l , . . ,  sp 

sont  congrus s ~ s ' , . . .  ~s et que les a rguments  de 5~+1, . . .  ~ sont congrus s 

~ O s + l ,  �9 �9 �9 ~ s " ,  01~1 ~ s '  < "'" < ~ a  < ~ 9 s + l  ~ :  "'" ~ ~s" ,  ~Pc~ --- ~ s '  < 7K, ~ s " - - ~ O s + l  < :7r,. 

Les fonct ions e-~i u (i ----- I, . . . p) t enden t  v e r s o  si u tend vers l 'infini dans une 

direct ion dont  l ' a rgument  ~ satisfait  s 

2 2 
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e~ les fonet ions e-S~ " (i = p  + I, . . .  n) t enden t  vers o si u tend vers l ' infini dans 

une direct ion sat isfaisant  s 

7g ~r 
9~.,, - - -  < ~o < 9 ~ + ~  + - .  

2 2 

Par  suite, U~ ~) sera le secteur  

99,~ + 3 S  < 99 < min 
2 

et U~ ) sera le seeteur 

I n  a ,x 

+ 5 ,2  o.+1 -") 

2 

3- Nous  allons ma in t enan t  d~montrer  Ie thdor~me suivant,  off ~, ~' sont  des 

nombres  que nous Mlons dgfinir dans la sui te  

Th~or~me 1. A chacun des secteu~s X ,  correspond u~e solution Y l , . . .  Y, 

et une seuIe du syst~me (3) telle que lye[ ( i =  I , . . .  n) soient plus petits que 

r pour Ix[ < ~', x dans u n secteur X:(~) (~ l'intdrieur de X , .  Les quotients 

]~'[ ( i = - I , . . . n ) s o ~ t  limit6s pour ces valeurs de x. Si  le syst~me ( 3 ) s a t i s f a i t d  

la condition B,  Yl, . . .  Y~ seront asympt6tes aux sdries (6) dans X,(e).  

A \ ' \  

�9 u . . ~ ' E  \ .  

J 23 v " , ,F  

19 
Fig .  I.  

Le secteur U,(~) cor respondant  ~ un secteur X,(~) est d~fini par  

zc 3~r 
9 ~ , ~ + - +  ~ < 9  ~<9~,,+: + - - - - ~ .  

2 2 

~_ un  secteur  U~(s) nous fMsons correspondre  un damMne lI don t  la fo rme 

est montr~e sur la figure I dans le cas or ~v:+l - -  ~0~ > ~r et sur la figure 2 dans 
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le eas off q ~ + ~ - - ~ z .  I1 est limit6 par  un are B C  d 'un cercle ] u l = R  de 

rayon  assez grand et  par  deux demi4augen tes  B A  et C D  d 'arguments  q ~ . + ~ + e  
2 

et  ~0at-1 + 3 ~  ~ ~V~+ 3 ~  - - - - ~  resp. 0 E  et  0 F o n t l e s a r g u m e n t s ~ v ~ + ~  + - - - - ~  et + 
2 2 2 

resp. Sur  la figure I F 0 / ~  est le secteur U~ )(~). Sur  la figure 2 F O F '  est 

le secteur U(: (,) et Z 0 E' est le seete~r U~)(,). 

E .F ~ 

:"Z- \ 
Fig. 2. 

Pour  plus de simplicit6 nous supposons que les nombres ei dans (3) sont  

6gaux s o, le syst~me a done la forme 

(12) x~+~dyi= sivi + ?~i(y, . . .  y~; x) ( i =  I , . . .  ~). 
d x  

Dans le cas off il y a des nombres  st qui sont 4 = o la d~monstra t ion doit  ~tre 

modifi~e un peu comme nous le mont rons  plus has (voir n:o 5). 

Nous d6montrons  le th6or~me I ~. l 'aide des approximat ions  successives 

u 
/ i  

(13) v , , ,+ l  e'," ~ e ~ , (  . . . y , , ;  1 , . . .  = ~ x) d v  (; = '~1, 
! 

off y~'o = o  ( i =  I . . . .  n) et v prend successivement les valeurs o, 1, 2 . . . .  Les 

in t6grat ions  sont  effectu6es le long de lignes droites dont  tons les poinfs appar- 

t i ennen t  ~ U et  qui ont  des direct ions relies que les int6grales soient  conver- 

genres. Si ~ + l -  ~ > z les directions peuvent  gtre choisies dans U(, l)(e) et  si 

~ + l -  go, _--< ~ on peut  choisir  certaines des directions darts U(l) (e) et  les autres 
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directions dans U(~ ~) (e). (Sur la figure I la ligne d ' inf~grat ion est d~sign~e par  

L e t  sur la figure 2 les lignes d ' int~grat ion sont d~sign~es par L m, L(~)). 

Pou r  les points v de ces lignes on a 

(I 4) I m (s, (v --  u)) I > ~' I" -- " I  : i  = :, . . .  ,) ,  

oh ~ ' :  sin e. Nous pouvons prendre les nombres ~" = (k R }  -~1~ < r, r  r '  assez 

petits pour que 

(I5) K(,P + '~"~) < e'r n K ( r  + r < ~', 

on peut  p. ex. supposer que 

2 n K  2 n K 

Supposons que y:,, . . .  y~, soient des fonctions de u rgguli~res dans 11 et y 

satisfaisant aux in~galit4s [y~,l < ~' ( i-~ I . . . .  n). En remarquant  qn'on peut  

tourner  les lignes d ' int4grat ion suivant les conditions pos&s sans changer les 

valeurs de y i , ,+~  ( i :  I, . . .  n) on voit que y i , , + l  (i  == I . . . .  n) sont rdguli~res 

dans 1I. On conclut  des in~galitgs (4), (:5) que ]Y~,,r < ~' (i--~ i . . . .  n) car on a 

I f  i [e, , ,  I~- ,~v l la , . l  < ~, ( i  = r , . . .  ~,). 

Comme y i 0 : o  ( i ~ - I , . . .  n) il r~sulte que les ~quations (I3)d~finissent une suite 

infinie de fonctions y : , . , . . . y n ,  ( v =  I, 2 , . . . )  qui sont r~guli~res dans II et y 

sat isfont  aux in~galit~s [y~,] < ~' ( i =  I . . . .  n; v =  :, 2 , . . . ) .  

I1 r~sulte de (I3) que 

?g 

y,,.+, - = e., fe-.iv [~i  (yl . . . . .  yn~; X) - -  ~" (yl,,--1 . . . .  yn,*--l; X)] dr' 
QO 

( i  = ~ , . . .  ~,). 

Si l 'on d~signe par Mi ,  le maximum de [yi,~+l- yi,] pour u dans 11 on aura 

M,, < :-, K(~ + V) ~ :~[, . . . .  1 ( / =  ~ . . . .  " )  
h = l  
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d'ofi 

< + = : , . .  ,), 

i = l  i = l  

M .  < .  ~' 1~ I;  (r + / )  (~ = i, 2, . . . ) .  
i ~ l  

cr 

On en conclut, en vertu de lu seconde in~gulit6 ( I 5 )  , que les sdries Z ( y i , , + i - - y i ,  ) 
V ~ 0  

convergent  ubsolument et uniform~ment pour les vuleurs consid~r~es de u. Par  

suite, les fonctions y~, tendent  vers des fonetions y~ qui sont r6guli~res dans It 

e~ y sutisfont aux in~g~lit~s l Y~'I ~ '~' (i = ~, . . .  '~) et aux ~quutions 

( I 6 )  y i =  e sin l e - - S i V ~ i ( Y l ,  . . �9 y n ;  X ) ( I U  (~ = I 
? 

et par 1"s uu syst~me (12). 

I1 n 'y  u qu'une seule solution Y l , . . .  Y,~ telle que [yi] ~ ~" ( i =  i 

duns 1I. En effet, supposons qu'il y uit deux solutions y ~ , . . ,  y~ et p~,. 

uyun~ cette proprigt~. On u 

~t 

= C'ie siu _~_ e s i u / e - - , ~ i v  ~i(:~]~ . . . .  f inj x )  d I" ( i  = I ,  
. ]  

�9 n ) ,  

o~ C~ , . . .  6~ sont des constuntes. Duns l e c u s o f i q ~ + l - - q ~ , > n  e'~ ~ ( i = i ,  . .~)  

tendent  vers ['infini duns U~ I) et duns le cas off ~ , ~ + 1 - - ~  ~ z certMnes des 

fonctions e~i '~ ( i =  I , . . .  ~) tendent  vers l 'infini dans /7 (1) et les uutres tendent  

vers l 'infini duns U(~ 2). Par  suite, on dolt uvoir C~ ~ o , . . .  C,~-- o, les fonctions 

~)1 . . . .  ~)~ s~tisfont doric ~ux 5quutions (I6). En d~signunt par 3/,' le muximum 

de l Y i -  :#~'1 pour u duns U on aura  comme pr~cgdamment 

n K(,r + / 
8 

i ~ l  i=1  

ce qui est en contradict ion avec lu seconde indgalit5 (~ 5). Donc ~ = y i  ( i =  I , . . .  ~). 

4- Montrons ma in tenan t  que les quotients ]~i] ( i : ~ , . . . ~ )  sont limit6s 
] ] 95" 

pour u duns 1I. Nous cherchons d 'abord une limite sup6rieure des expressions 
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( i =  I , . . .  ~) 

pour  u darts lt, Et & a n t  un hombre  positif.  Si Iv]  est  croissant  ?~ pa r t i r  de u 

le long" d 'une ligne d ' in t6gra t ion  l 'express ion eor respondante  est plus pet i te  que 

co 

$ 

s i  I,,'l est  d ' abord  d6eroissant  ~. pa r t i r  de ,r nous posons 

,~. = e"r (i b + e), 

off i b e i q  ' est  le point  d ' in te rsee t ion  entre  1~ l i t he  d ' in t6gr~t ion et 1~ perpendieu- 

laire g eet te l igne tirSe de l 'or igine.  ~ est  r6el et varie depuis un nombre  

n @ a t i f  a eor respondant  ~, ~t jusqu '~  + ~ .  Le hombre  b e s t  r~el et sa t is fa i t  g 

I b[>/~. L'express ion  eonsid6r4e peut  s '6erire 

Q, 
~J 

o 

o~ r est  un cer ta in  n o m b r e >  e'. Remplae,(ms d 'ubord  ~/ par  I e t  6tudions la 

fonet ion 
ao 

= b + e - e d Q  

( I  

quand a v~rie de - - ~  g o. Pou r  a - - o  on a y <  *. E n a p p l i q u ~ n t  l a r ~ g l e d e  

l 'Hosp i t a l  on volt  Ms6ment que !/-+ i en d@roissant  qu~nd a - * -  ~ .  Le 

m~xinmm de y correspond .~ une v~leur de a tel |e que 

e~r 

. . . . . . . . . .  d { 7  I -}- y I q- b , ~ - _  ~ 2  �9 

Supposons  que .R > it. Alors le m a x i m u m  de ~ ~ b" + a'2! s 'ob t ien t  pour  

a =  - -  ]b],  on amra done 
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I 
y <  - - - - < 2  

# 

pour  routes les valeurs n4gatives de a. 

si R > ~ -  

Maintenant  on conclut  que 

O" 

Nous avons done d6montr6 le lemme suivant  

Lemme.  Les  expressions 
o~ 

U 

_ I ~ sont lohts pet i tes  que 2 pour  u da~s 11 so~ts ht condition q~e B > ~ .  

)k l 'aide de ce lemme on conclut  que les fonct ions yi,  du n:o pr6e6dent 

sat isfont  aux in6galit6s 

( i =  I , . . .  n) 

En effet, en supposant  que ces in6galit6s a ient  lieu pour  une valeur  de v il 

r4sulte des in4galit6s (4) que 

II I (  f Xy,..+I "fffff~ I - b 4 K ]  .' luU*'e.iul I,.--1/ke-siVlldrl <4~.~ 
U 

I ~k la l imite on aura  donc sous la condit ion que R > ke--'" 

ly, I < ~ K l x l  (i = , , . . .  ~,) 

pour  st dans 11. 

Supposons ma in tenan t  que le syst~me (I2) sat isfai t  s la condi t ion B (voir 

n:o I/. Pa r  la subst i tu t ion (7) on aura  le syst6me t ransform6 

d x  
(i = I , . . . . ) ,  

05 ~N/ sont des fonct ions sat isfaisant  aux in6galit6s (9)- Nous  supposons que 
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U 

nombre  R~  suffisamment grand.  On a 

en supposant  que x appar t ient  ?~ lI~ et que 

1 

~ = (k /r  ~ < r~ .  

Nous supposons que 

( 4 K +  g~,)~v < ~ v <  2 I-r' ' 

appar t ien t  s un domaine lily semblable s 11 obtenu en remplagant  R par  un  

( i =  I , . . .  ,)  

les hombres  ~.~, 'r:v sa t isfa isant  ?~ des in~galit6s analogues s (x S) 

. . . . . .  n KN (~v + ~,) < ~'. 

Les fonctions z~ . . . .  zn peuvent  6tre obtenues par des approximat ions  sue- 

eessives analogues s (I3). 
En supposant  que 

on aura  

]x-Z=' z,, ,+, ] < [K~y 

Supposons que 

! ~,,. I < 4 K., . ]xl , ,+~ 

t 

K~,~: < K +  40~- 

( i = , , . . .  n) 

~+' f l  "+' �9 l u k  e'~-I v ~ ~-"~~ 
u 

( i =  I , . . .  n). 

Alors, on conclut  que I zi.~+,] < 4 Kx[x] 'v+:  (i ~- : , . . .  n). )~ la limite on aura 

8 

pour  u dans 1I. 

Pa r  1s le ~h~or~me I est d~mon~r~ pour  un syst~me (i2). 

( i ~  I , . . .  ~) 
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5. Nous  disons m a i n t e n a n t  quehtues mots  du cas off il y a dans (3) des 

hombres  ei 4= o. Nous  eonsiddrons les approxiInat ions  successives suivantes  

~t 

( ~ 7 )  f f i , , . + l - - e ' c i u f c , - s i v [ 6 i f f i - : , , . - - 1 - ~  ~i ( f fh . ,  . . .  ?]nv; X)]([U (i = I,  . . .  ,,), 

les l ignes d ' in tggra t ion  dr ant  les mgmes que dans  les dquat ions (I3). Afin de 

d6montrer  la eonvergenee nous supposons les hombres  r < r, ~ " <  r '  assez pet i ts  

pour  que 

(i8) ' " - '  K ( ;  + / )  < d". n K ( ~ + / ' 2 ) < e  r ,  ~7 ~ 

Si Yon suppose que ]y~.,,] < r '  (i = ~ , . , ,  ~) et si l 'on  d6signe par  m;, ,+x le maxi- 

m u m  de ]yi,,+l] pour  u dans II on au ra  

6 

--  ~17i--1,~'+1 + �9 �9 �9 ~)~ 

d'ofl l 'on conelut  en ver tu  de (I8) que m , , , + r <  ~' ( i =  I , . . .  n). D6signant  en- 

suite par  3L~ le m a x i m u m  de ]Yi,,.+l--yi, l pour  u dans lI on aura  

h : l  

d'ofl rdsulte que 

donc 

Z]/_i,, < "It ]~/l--1. ~ - ~  K ( r  + .~'t) ~ j  2~/h r _  1 
~; �9 

hml  

(i = 2, . . .  ~), 

h=  1 

n 9~ 2 K ,  n 
Z Mice < ~,~ (,= q- , f . t ) Z  ~f i ,~--I  (9 = I, 2, . . . ) .  
i = l  i=  1 

I1 rdsui~e donc de la seconde in6galit6 (I8) que les approx imat ions  successives 

convergent  abso lument  et un i fo rmdmen t  pour  u darts 1I. )r la I imite on aura  
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des fonct ions  y~, . . .  y,, qui sut is font  uux in~galit~s ]Y~I ~ ~' (i ~ [, . . .  ~) et  uux 

6quutions 

? t  

(,9) v;  = d '  " l  v , - ,  + (:h, �9 �9 �9 u , ;  x)] v 
t , ]  

~o 

( i  = I ,  . . . ~ ) ,  

par  suite uu syst6me (3). 

Ensui te  on aehgveru fuei lement  lu ddmonstra t ion.  

6. Nous consid6rons mu in t enan t  un secteur  X assuje t t i  h lu seule condi t ion 

que certuines des fonct ions  e"~ ~ (i = I . . . .  ~) t enden t  v e r s o  quand u tend  vers 

l ' infini duns une direct ion qudconque  ~ l ' in t6r ieur  du secteur  cor respondant  U, 

l 'ungle  de X es~ doric < K- Nous pouvons supposer  que e*i u ( i =  I . . . p )  sont  

les fonct ions  qui t enden t  v e r s o  duns U; pour  ehucune des fonct ions  e"J '~ 

( j = p  + I . . . .  ~) il y u une purt ie  de U duns luquelle cet te fonct ion  tend vers 

l 'infini. P renons  un point  % de U(e) ~ l 'ext6r ieur  du cercle l u g - - B  et des 

I .~, . . . 
valeurs  initiules y~0) , . . ,  y(O) de y ~ , . . ,  y~ relies que [y~O![<_ ( i = I ,  p). Soit 

�9 2 

Xo lu vuleur de x cor respondunt  ~ %. On a le th6or~me suivant.  

Th~oreme 2. 11 y a m~e solutio~ y ,  . . . yn et ,m~e seule du systbme (3) t d l e  

que y , = y ~ ~  ( i = I , . . . p )  pour  x - = x o  et iY ,  I < i ' '  ( i = I , . . . , )  pot,," ] x ] < L  x 
I B 

] [ z 

S i  la co~dit ion B e s t  rempl ie  y~, . . .  y,, sero~t asymptStes  a u x  sD'ies (6) dens  X (~). 

S i  l'o~ sup2aose que X eo~#ie~# u~e direct io~ da~s  laquelle t&de.r les f o , e t i o ~ <  

e-~J " ( j - - p  + I . . . .  ~) te~de~t  v e r s o  la soIutioJ~ ? h , . . .  Y,~ sera u , i c o q u e m e n t  

ddtermi~,de p a r  la couditio,,  que y~ = y~O) (i = I, . . . p)  p o u r  x - -  Xo et que ]y~] < .i"' 

(i = I, . . . ,~) le lo~g d 'u~e eourbe qu i  s'~te~M ~'~ x = o daus  la direeliot~ e~ questio~. 

I1 suffiru d ' indiquer  la 

Consid6rons le cus off p < m 

suivantes '  

d6monst ra t ion  pour  un syst~me de lu forme (12). 

On peut  se servir des upproximut ions  successives 

1 Cf.  I .  BE:NDIXSON,  S n r  l e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  d e s  s y s t e m e s  d ' ( , q u a i i o n s  d i f f ~ r e n t i e l l e s .  A r k i v  

f S r  m a t . ,  a s t r .  Qch  f y s i k ,  S t o c k h o l m  I 9 o 9 ,  t .  5, n : o s  2 I ,  2 2 .  
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yi , ,+l  ~- y?) e ~'(u-~~ + e ~'~ l e - s ' v  ~, (yx , ,  �9 �9 �9 yn , ;  X) d x  

if= i . . . .  p) 

t t' . 

f *  

y~.,+l e~ ~ e-~J f~j(yl~., �9 �9 �9 Y , , ;  x ) d v  
J 

( j  = p  + I , . . .  75), 

off y i 0 - ~ o  ( i ~  1 , . . .  n) et  �9 prend successivement les w l e u r s  o, I, 2 . . . .  Les 

int~gr~.tions sont  effectu~es le long de lignes droites:  une droi te  de % ~ u ayan t  

une direct ion appar t enan t  s U(~) et des droites de u s oo ayan t  des directions 

relies que les int6grales soient  convergentes;  la l igne d ' int~grat ion correspondant  

~, une valeur  de j est situ~e s l ' in tJ r ieur  d 'un  secteur  duns lequel e-~J ~' t end  

vers o. 

On consid~re le secteur de sommet Uo obtenu en t r anspor tan t  U(~)parall~le- 

ment  ~ lui-m~me et on suppose que 

2 K(,r -t- ~"') < ~'~", n K ( ~  + ~') < ~'. 

Les ra isonnements  des n:os 3, 4 sont applicables avec des ldgSres modifications, 

si l 'on se serf du lemme s u i w n t  qui se d~montre comme le lemme du n:o 4- 

Lemme. Les  expres~io~s 
?t 

I,ee'," l Iv-"e-"'"l Idvl 
~go 

I:e' "l f I "l 
u 

so~t p lus  pet i tes  que 2, - sous la co~2dit/o~ que R > 2 ~ .  

(i = x , . . .  p )  

( j ~ - - p  + I ,  . . . 71) 

w 2. ]~tude des in t~gra les  i r r~gu l i~ res  d 'un  sys t~me d'~quations 
diff~rentielles ]in,aires. 

7- Nous consid~rons un syst~me lin~aire 

(2I) x k + l d Y  i n ~), 
dx = ( : =  i , . .  

j : l  
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off les coefficients aij(x) sont r6guli~res sur la surface de Riemann de log x pour  

o < l x l  < r. De plus nous supposons que a~j(x) sont asymptbtes  ~ certaines 

s6ries de puissances 

ai i + a( 1),~ x + a~)x ~ ~- "".  

Soient s j , . . ,  s~ les racines de l '6quation earact6rist ique 

[ a u  - -  s ~ o ' ]  = o .  

Nous eonsid6rons le eas oh eet te  6quation a une racine simple s 1. 

subst i tut imI lin6aire on sera ramen6 au cas o5 l 'on a 

a n = s , ,  a , , = a i l = o  ( i = 2 , . . . n ) .  

On pourra  done prendre  le syst~me (21) sous la forme 

(22) 

xk+l dxdYl = S l y  1 + a l j ( X ) ~  
j= l  

d x  j=2 j=x 

off l 'on a lira a~j (x )= o. 
X~0 

Nous eonsid6rons le syst~me de Rieeati  pour  zi = y• (i = 2 , . . .  n) 
Yl 

(23) 

x k + l - - - -  axa = - -  81Zi di- a i j z j  ~- a i l (X)  - -  a l l  (x)z/  
j=2 

+ ~ Zj (aij (x) --  alj (x) zi) 
j=2 

C'est un syst~me de la forme (2) dont  l '6quation caract4rist ique 

I a i j  - (s ,  + s)  ~ i j  I; .J=~ . . . .  . = o 

( i = 2 , . . .  n), 

P a r  u n e  

( i  ---  2 ,  . . .  , ) .  

a l e s  racines s ~ - - s l  . . . .  s , -  81 qui sont  =~ O. Les condit ions A, B du n:o I 

sont  6videmment  remplies pour  ce syst~me. Nous pouvons donc appl iquer  le 

th6or~me I au syst~me (23). 

Nous consid6rons les secteurs du th6or~me I d6finis 's l 'aide des arguments  

de s ~ -  s ~ , . . ,  s , -  s x. Soit z~ . . . .  z,~ la solution unique de (23) cor respondant  s 
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u n  tel  secteur  d 'aprSs le thdorSme I. z ~ , . . ,  z~ sont  asympto tes  duns ee see teur  

certaines s4ries 

~ ) x  -F e~ ~ ) x  s ~ . . (24) ~,: + ' "  (i 2, . n) 

qui sa t is font  fo rme l l emen t  au systSme (23). Si l 'on  pose y,: = z~y~ ( i - - 2 , . . .  n) 

duns la premiSre dquat ion (22) on aura  une gquat ion diffdrentielle du premier  

ordre pour  y~ 

d~ s~ + a~, (x) + ~ a~, (x)~, y~. 

En rempla~ant  ici z~, . . .  z~ par  les s~ries (24) on aura  une dquation diff~rentielle 

formel le  qui est  s~.tisfaite fo rmel lement  pa r  une expression de la forme 

(26) Q(~)xr(I ~- b(ll)x-~ b~2)372-~ - ), e ' ' '  

est une fonct ion entigre et ra t ionnel le  de ~ de degrd k au plus 
x 

Q = - ~ 1  + .  

I I  y a une solution yj de (25) un ivoquement  d~termin~e qui se repr~sente asymp- 

to t i quemen t  par  (26) dans  le secteur  consid~rde. Posan t  y ~ = z i y l  ( i = 2 , . . .  n) 

on au ra  une solut ion Yl, �9 �9 �9 Y,, de (22) telle que yx, . . . y~ se reprdsen ten t  asymp-  

to t iquemen t  dans le secteur  en question pa r  des expressions 

(zT) 

Q 1 

e ('~)x~O + b~)~ + bi~)~ ~ + ...) 

Q 1 

e (~).~ (b~) x + b?) x ~ + . . . )  ( i  = 2 ,  . . . ~ ) ,  

les n - - I  derni~res expressions s ' ob t enan t  par  mul t ip l ica t ion  de (26) et  (24). 

Nous pouvons  donc ~noncer le thdor~me suivant  t. 

ThOor~me 3. Soit sl une racine simple de l'~quation caractgristique du syst~me 

(2I) et prenons le syst~me sous la forme (22) .  NOU8 eonsid~rons les seeteurs du 

thdor~me i d~finis h l'aide des arguments de s , -  s 1 . . . .  S n -  sl. ~t un tel seeteur 

correspond une solution et une seule de (22) asymptote dans ee seeteur aux expres- 

sions (27). 

i Cf. les t r a v a u x  de M, HORN citds d u n s  l ' i n t roduc t i on .  
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8. Nous supposons main tenant  que routes les racines de l '~quation carac 

t6ristique sont simples. Alors le syst~me lin~aire peut ~tre r~duit s la forme 

d x  
j = l  

off l 'on a lira aij (x) ----- o. 
x - ~ O  

normales bien connues. Soient 

(~9) ~Q' (~) x~, (~,j + ~,~.~ ~ + ~,I.~ x ~ + . . . )  

les sgries normales correspondant h s~., off 

Q~ ~ -  ~ + " .  

Consid~rons les secteurs (~ )  du th~or~me I correspondant aux 

On aura n syst~mes de s6ries analogues s (27), les s~ries 

( j  = ~ , . . .  ~,) 

nombres 

s,:--sfl ( i =  i , . . .  n; i ~ fl), d~signons les par U,~, et eonsid~rons un demi-plan 

~o' < ~0 < ~o' + ~, off ~0' est diffdrent des arguments  pour lesquels 

I e~'-~J) ~l = I i ~ j .  

Ce demi-plan fera partie, pour chaque valeur de fl, de Fun des secteurs U,~, soit 

/~  ce secteur. Les secteurs U~ ( f l=  I , . . .  n) ont  une pat t ie  commune (f dont  

l 'angle est > z.  Soit X un secteur correspondant duns le plan x. A ce secteur 

correspond d'apr~s le th~or~me 3 un seul syst~me de solutions y i l , . . ,  y~, 

(i = I , . . .  n) du syst~me (28) asympt6tes aux s~ries (29)duns X. Le d6terminant  

des expressions (29) ~tant =~ o ces solutions forment  un syst~me fondamental .  

Ce r~sultat nous donne un moyen de suivre une solution donn6e quand x 

tourne autour  de x ~-o. Consid4rons la suite infinie de demi-plans 

~ ' + ~ < ~ o < ~ ' + ( ~ + ~ ) ~  (~=o ,  +_~, +_2,. . .)  

et lu suite correspondnnte de secteurs X, soit ~7, (a-~ o, +__ I, •  . . . .  ) c e s  

secteurs. Deux secteurs cons6cutifs ~7, ont  une partie commune�9 On peut 

supposer que l'on rencontre ces secteurs duns l 'ordre 

�9 �9 �9 X - l ~  X o ~  X I ~  �9 �9 �9 

quand x tourne dans le sens positif. Soit 

yr .~.1 ff--- I, ,,) 
i l  ~ �9 " �9 J i n  �9 �9 �9 
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un  syst~me fondamental  correspondant ~ X~ et soit 

~ C~ ~) w~ 
t=1  

(j = I , . . .  $~) 

l 'expression correspondante de la solution g6n6rMe, o9 nous avons ddsign6 les 

constantes par C~ "). On peut de la manibre suivante d6finir la substi tut ion qui 

lie les valeurs de ,~I~). (~+~) ^ ~ , C~ correspondant ~ une meme solution. Nous prenons 

une direction appar tenant  au secteur commun ~ ~:~, X,+I et satisfaisant ~r la 

condition qu'aucune des fonctions J e("-s~)~ [ (i, j = I , . . .  n; i # j ) n e  soit constante 

quand u d6crit une droite dont  la direction correspond b~ cette direction. I i  y 

a un hombre fll tel que les expressions 

( i =  I, . �9 . ?l; i:::l t= ~1) 

tendent  v e r s o  quand x tend vers o dans la direction consid~r~e. Si l 'on divise 

les deux membres de l '6quation 

n 
' ~ ,  C~a)r162 = Z ~(0:+1),o(a+l)  

i=1  i = l  

pa r  e Q?~ ('{)Xr~ ' et si l 'on fair tendre ensuite x vers o dans la direction consid~r~e 

On a u r a  

== C(a+l} C(~ ) ~, �9 

Ensuite nous pouvons .prendre un hombre f12 de mani~re que 

d '  G) - Q~ ( ' )  (i = ~ . . . .  . ;  i ~ ~, ~) 

~endent v e r s o  quand x tend v e r s o  dans la direction en question. Si 1'on divise 

les deux membres de l '6quation 

~,(a) ~n(a) = (7(a +1) an(a+l) 

i = l  f = l  

I 

par e Q~ (Z)er~ et  si l 'on fair tendre x v e r s o  on aura 

C~, +') ---~ C~) + C(; ) lira ( y ~ l  _ ,,I,+1)~ e--Q~ (~) x--r~, 
X ~ O  
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En poursu ivan t  ee r a i sonnement  on ddfinira une subst i tu t ion de la fo rme  

( 3 0 )  

C(a  q-l) 

C(~ + ~) 

01~1 ffl  . . . .  fin est u n e  

tu t ion  est  ~gal s x. 

Nous pouvons m M n t e n a n t  ~noncer le th~or~me suivant .  

= c ( / )  

= C(~  ) -}- a l l  C ~  ) - t - . . . - ~  a i . i - 1  C ~ ) . _  1 ( i  = 2 ,  . �9 . n ) ,  

p e r m u t a t i o n  de I . . . .  n. Le dd te rminan t  de cet te  substi- 

t l  ~ " " " J ~ n  " " " 

asymptdtes da~s Y;. aux sdries normales (29) 

y!a) ~ e Q i ( ; )  x r i ( l J i j  + b(1) x -~- bl.2~ x 2 -~ " ) .  
~O ~3 

En  supposa~zt que x appartie~t au secteur commun & X~, X~+I on a les Squations 

~ Ci Y~ 
t=1  i=1 

( j =  I , . . .  ,,) 

si les cot~stantes Ci ~+') sont lides aux constantes CI ~) par une substitution (30) de 

ddterminant dgal ?~ r. 

Consid~rons en par i ieul ier  le eas od les coefficients du syst~me ( 2 8 ) s o n t  

un i formes  au tour  de x = o et supposons  que x tourne  une  fois a.utour de x = o 

dans  le sens positif .  On aura  2 k  subst i tu t ions  (3o). Les d~terminat ions  des 

puissances x~ en t r an t  dans l e  eMeul des coefficients de ees subs t i tu t ions  doivent  

~v idemment  ~tre suivies avee eont inui t& P a r t a n t  de 

on au ra  done apr~s un tour  comple t  

,9J = ~ O~ ~ e ~ ~' v - n  y~}) 
i=1  

( j=  I , . . .  n) 

g =  I ,  . . . n ) ,  

Th6or~me 4. I1 y a une ~'uite infinie de secteurs ~2~ dont les angles sont 
~rg 

> ~ ,  deux secteurs consdcutifs ayant une partie commune. 34 chaque secteur X~ 

correspond un syst~me fondamental de solutions 
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j = l  

le d4 te rminunt  I c~jl 4runt 4gal ~ I. 

L '4qu~t ion fondamentu le  d4 te rminan te  est 

On volt  donc que le p rodui t  des racines de cette 4quation est  4gal s 

n 

H e ~ r i V ~ .  

i=l 

( { =  I , . . .  JI), 

w 3. l~tude du probl~me pos~ dans i'introduction. 

9- Les approx imat ions  successives 4tudi4es dans  le w I donnen t  4v idemment  

des repr5senta t ions  anMytiques des solutions consid4r4es vMubles duns des secteurs 

duns lesquels ces solut ions t enden t  vers o (pour x - ~  o). Pour  obteni r  des repr4- 

sentut ions qui sont  valables jusqu 'h  la l imite  d 'un  domaine  d 'exis tence et qui 

p e r m e t t e n t  de suivre une solut ion quand  x tourne  au tou r  de x = o  on dolt  

employer  d ' au t res  m4thodes.  Duns  ce t ravai l  nous Mlons nous servir  de l~ m4thode  

de Poincar4  dont  nous avons par14 dans  l ' in t roduct ion.  

Nous  supposons que les rucifies de l '4quution caract4r is t ique sont  simples 

et ~ o. Nous pouvons  donc prendre  le syst~me sous la fo rme  (I2). Nous  sup- 

posons que les condi t ions A, B du n:o I sont remplies.  

Consid4rons un sec teur  X ,  du th4or~me I, soi~ y~") . . . .  y(n ") la solut ion 

cor respondante  donn4e par  le th4or~me I e t  posons 

(3 I)  yi  = y(a) Jr_ Zi ({ ~-  I . . . .  ~). 

On aura  pour  zl, . . .  z,~ un syst~me (12) off les seconds membres  s ' annu len t  pour  

z~ = o . . . .  z~ = o. Eer ivons ee syst4me sous ls  forme suivante  

d z,: 2 (3 2) X k+ l -  - ' =  8iZi + al.a j) (X) Z4 -1- ~ ( a ) ( Z l , . .  * Zn' X) (i = 1, . .  ,l), 
d x  ' " 

j = l  

commen~ant  par  des te rmes  de degr4 ~ 2 en z~ . . . .  z,~. Nous  

al.~)(x ) sont  asymptStes  duns X , ( e ) s  certMnes 

les s4ries !l~ ~) 

supposons que les coefficients 

s4ries de puissances 
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a{1. ) x + (~) "~ ,y a i j  x + " "  

ind4pendant  de a. 

Nous  consid4rons le syst~me lin4aire 

(33) x/:+ 1 dz i  __ ~ j  d x siz~ + a r~)q (x) zj 
j = l  

( i=  I , . . . . ) .  

[1 y u d'aprbs le th4or~me 4 un syst8me fondamentul  de solutions 

i l  ~ �9 . , 
( i= I , . . .  ~) 

usympt6tes  duns une certaine purtie X~ de X~ uux s@ies normMes 

e x~i(~ij + b , j x +  ij' + ' " )  

correspondunt  s (33). Ces sdries sont inddpendunt de tr. 

7t: 

Nous  posons 

C) (34) z~'j)- e Qi 7 x~i 21.~) 

donc 

(3s) 4~ ~-  ~o + t ly~ + t,!~ x" + . . .  

L'angle de X~ est 

duns X~, et nous fMsons duns (3 2) 1s subst i tut ion 

(36) 

Le syst~me ~ransformg s'6eriru 

77, 

j = l  

(i-- I , . . . , ) .  

(37) 
off 

(38) 

Posan t  

(39) 

x ~+1 ((~' = e , ( x ) r  + ~I.  ~ (~,, . . .  r ~1 
d x 

P~ (x) = - x ~-~ Q ~ x + ''~ x~ 

= " i  X k + Cf 1 X ~ - 1  + " " " + C[, k--I X + 3i 

,, = < g * , C )  

( i=  I ; . . .  ~). 

( i =  I . . . .  , ,) 
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n o u s  c h e r c h o n s  s o b t e n i r  u n e  so lu t ion  de (37) sous  la  f o r m e  

(40) if, = t, + ~ ,  g0~ . . . .  *n (x) ~ ' . . .  t~ n ( i  ~---z . . . .  n). 
a ~ +  . . . + a  n ~ 2 

Les  coef f ic ien ts  99~'~, .. .~n p e u v e n t  g t re  calculds  de la  man iS re  su ivan te .  P o s o n s  

e~ d4s ignons  p a r  

�9 " " ~ " "  ~ n  " " " 

a ~ +  �9 �9 . + a  n > ~  2 

Ga~: . . . .  On [ (J) , an [flO~, . . . . .  ?n)  

le coef f ic ien t  de t~' . . .  t~" dans  la  sfirie que l 'on  o b t i e n t  en i n t r o d u i s a n t  les s~ries 

(40) darts  ~ ' . . .  ~ , .  Si l ' on  s u p p o s e  que les f o n c t i o n s  ~vr . . . . .  rn c o r r e s p o n d a n t  

des  -Meurs  de 7 ~ , - . .  ~'~ rel ies  que 7x + " "  + 7,  < N so ien t  d & e r m i n ~ e s  u n e  
_(i) 

fonc ,  ~n ~v;j, . . . .  j% c o r r e s p o n d a n t  s fl~ + --. + ~ = - N  do l t  & r e  une  so lu t i on  de 

l ' ~ q u a t i o n  d i f f~rent ie l le  l inga i re  s u i v a n t e  du  p r e m i e r  o rd re  

(41 ) x k+a 
d x  + +~'~ . . . .  ~. (~, P ,  (=> + -.. + ~.  Vn (=> - -  P , (x l )  

o~ l ' on  a 

= o . ( = )  o, 
�9 . ~ ,  . . . . .  , . ) +  ~ n ( = ) ,  

2 ~ a 1 +  ..- + a , , < N ,  2 = < 7 ~ +  ..- + 7 , , < N .  

1o. N o u s  d ~ m o n t r o n s  la  c o n v e r g e n c e  des sfiries (40) darts le eas off st, . . .  Sn 

se trouvent d'un m~me c6t~ d'une droite passant par l'origine en s u p p o s a n t  que le 

secteur ~fa correspon'dant & X~ contient une patt ie  du secteur 99' < q9 < qD" darts 

lequel e~i ~ (i-= I, . . .  n) tendent vers o. D e  plus nous  s u p p o s o n s  au  p r e m i e r  a b o r d  

qu ' i l  n ' y  a a u c u n e  r e l a t i on  de  la  f o r m e  

fll st + "'" + fl~ sn - -  si == o, 

05 /~x, . . .  fir son t  des en t i e r s  > o. 

E n  s u p p o s a n t  l ' e n t i e r  N '  s u f f i s a m m e n t  g r a n d  e t  le h o m b r e  pos i t i f  e suffi- 

s a m m e n t  p e t i t  le s ec t eu r  /-f~(~) c o n t i e n d r a  une  p a r t i e  dans  laque l le  rou te s  les 

f o n c t i o n s  
e(~'~,+"" +~,~n--~) " (i = I , . . .  n) 
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t enden t  vers o, off i l l , . . ,  f~ sont des entiers  tels que fi-->_ o ( i =  I , . . .  n), 

f l  + "'" + f ,  >= N' .  En d 'autres  termes, le secteur dans le plan (fl sl + "" + fire sre--si) u 

aura  une par t ie  commune avec le demi-plan s gauche de l 'axe imaginaire,  et 

l 'angle  de ce secteur  commun sera, pour  routes les valeurs consid6r6es de f~, . . .  fre, 

plus g rand  qu 'un  cer ta in  nombre  6. On peut  supposer que la m6me chose air 

l ieu pour  les valeurs de f ~ , . . ,  f,~ tels que f~ + ..- + f~ < N' ,  si ~ est  suffisam- 

ment  petit ,  car on peut  tourner  les droites l imi tant  U, entre  certaines l imites 

et on peut  donc sut~poser ces droites choisies de mani~re que les droites cor- 

respondantes  d~crites par  (liSa + ... + f r e s , - - s i )u  soient dist inctes de l 'axe 

imaginai re  pour  chaque syst~me de valeurs f j ,  . . .  fire, i tels que f l~+.. .  +flre<N'.  
Le secteur b~(e) &ant  ainsi d6fini nous le t ranspor tons  paral l~lement s lui- 

m~me de sorte que le sommet vienne s un point  u o don t  la valeur absolue R 

est suff isamment  grand,  d~signons ce secteur  par  11. Nous  pouvons supposer % 

choisi de mani~re que ] u ] >  B pour  tou t  point  de lt. 

I1 y a des nombres  positifs A~; a) .,~ tels que les s6ries 

A (i, a) ,-al . . .  ~an 
Z at,  . �9 �9 a n ~ 1  n ( i=  I , . . . , )  

aient  un domaine de 

pour  les s6ries 

pour  u dans 1I. 

Supposons que 

convergence [ ~il < r '  (i = I ,  . . . ?/)  et soient majoran tes  

~  . % � 9  �9 ( i  = , ,  . . .  

( i =  I , . . .  ~ )  

pour  fll + ""  + fire < N si u appar t i en t  ~ 1t, et eonsid6rons une fonet ion 9~i~;: . . . .  ~, (x) 

cor respondant  ~ fll -t- ... ~- fire ~ -~, 

abr6g6e 

o n  

Nous ~crivons l '~quation (4I) sous la forme 

x k + l  d ~x + ~ P(x) =f(:~) 

d q~ f ( x )  
+ = 

la variable t &ant  d6finie par  

t -= f V (x) ,1 ,. = 
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I 
= - ~ (tt ,  r, + . . .  + b'~ r~ - rD l o g  u 

1 

- (~, c , ,  + . - .  + ~ . e . ,  - ~ , , ) ( -  k ~ )  ~ 

. . . . . . .  , o . . . . . .  

I k--1 

+ (& s, + . . . .  ~- ~ , ,  s .  - si) u. 

I1 r6sulte 

hombres 

de la supposition fa i te  coneernant  les nombres sl . . . .  sn que les 

I~ ,~,  + " + 3, ,~, , -~<1 

sont  plus grands 

les quotients 

qu 'un nombre positif  fixe ind6pendant  de fl~ . . . .  fin, i et que 

Ifllr ,  + "'" + ~'~, ' , ,- , ' ,1 
I & ~ ,  + ' + b>,,~, , - .~; I  ' 

I ~>~ e,.~ + . . .  + / ~ , ,  c,,.~ - ~ ,s l  

sont plus petits qu 'un nombre  fixe. 

Pour  la fonction f ( x )  on a 

I f ( x ) l  < ~ ,AT :  :) G '~ ..... ~.1"~.(~) ,,,) + ~(',o) , . " a n  a .  a n k  7~ . . . . .  "i~, . . . .  1%1" 

Nous pouvons prendre la solution suivante de l '6quation (4I) 

/ 

~fil~! .... '%' = e---t t e J ( x )  d c, 

off �9 correspond s v de la m4me maniSre .que t correspond ~ u et l ' int6grat ion 

est etfectu6e le long d 'une ligne droite qui s '6tend s l ' infini dans une direction 

telle que la direction correspondante dans le plan (/7~ sl + "'" + tT,,s,,- si)v air 

un  a rgument  entre ~ + 6 et 3 ~ 6. 
2 2 

On peut 6crire 

t - -  ~ = ( •  s ,  + . .  + ~,, ,% - ~,) (~ - , . )  (~ + v), 

off 
I,~1 < d , ' ,  .y = (~ /~) - - l /k  
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A ~ t a n t  u n  n o m b r e  fixe, ca r  on a 

[ u ~ - v ~ [ < k  l - ~ r  k(1-~), o < a <  : 
U - - V  [ 

c o m m e  on  le vo i t  f a c i l e m e n t .  E n  p r e n a n t  r assez p e t i t  il y a donc  un  n o m b r e  

pos i t i f  ~' i n d @ e n d a n t  de  ill, - . .  fin, i de m a n i ~ r e  que 

f " A (i. ~) ] [f~l, ,~n[< e - e e l f ( x ) l d e  < : , { Y , A  (''~1 G~:" ,~n@<J, , , , )+ . . . . . . . . .  s ~n . % k  ~ . . . . .  ~ . . . . .  (~"f" 
0 

I I  r~sul te  de ce t t e  d i scuss ion  que l ' on  a 

p o u r  rou te s  les va l eu r s  de ~:, . . .  fin, i si u a p p a r t i e n t  f~ 11, les n o m b r e s  k~i I . . . .  ,% 

6 ran t  d~finis p a r  les ~qua t ions  

c~ . . . . .  l% ~v [ z J  . . . . . . .  n . . . . . . .  n "" 

Ces n o m b r e s  son t  les coef f ic ien ts  des s~ries de pu i s sances  ~ de t : , . . ,  t~ d~finies 

p a r  les ~qua t ions  

, I "~l A(i, al ~1' ~,~n ( i - - -  I ~). ~ = ti . - ~  ~ . . . . . . .  n . . . .  "'" 

Ces s~ries on t  un  d o m a i n e  de c o n v e r g e n c e  ] t~] < e '  (i == I, . . .  ~). P a r  sui te ,  les 

s~ries (4o) c o n v e r g e n t  si u a p p a r t i e n t  s 11 e t  ] t~[ < e'  (i = I,  . . .  n), x, t ,  . . .  t~ 

~ta~t eonsid&'~s comme des variables ind~pendantes: 
Si l ' on  pose  

Q. 1 

ti = C ie  ' ( x )  zr i  (i = I,  . . .  , )  

les  s6ries c o n v e r g e n t  p o u r  ies va l eu r s  de x te l les  que u a p p a r t i e n n e  s 1I e t  

Q 
[C,e i (7 )x~ , [  < ~ '  (i--= I ~ .  �9 . ~). 

I I. Cons id6 rons  m a i n t e n a n t  le cas off il y a des r e l a t i o n s  de la  f o r m e  

(42) s~ = ~, s: + . . .  + r ~'n 
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n ~ e e s s a i r e m e n t  en  n o m b r e  fini. 

off v es t  un  en t i e r  posi t i f ,  done  

J. Malmquist .  

D a n s  ce cas nous  posons  dans  (37) 

= X ~'~i ( i =  I , .  , .  1,), 

(~ 
(37') xk+, , i  (Pi (x) v x a') ~i + x - "  x.(~), . ~ . - -  = - -  ~ s ;  tx ~ , . . .  x ~,~" x )  

d x  

( i =  I , . . .  n). 

Les  n o m b r e s  rl son t  r emp lae~s  p a r  r ~ - - ~  e t  les coef f ic ien ts  a~: ") . %  son t  r em-  

p l a c &  p a r  

x,(~,+. -. + ~ . -  1) a~: ") 

A u x  s6ries (4o) c o r r e s p o n d e n t  

( 4o ' )  ~, = ti + ~ x " ( ' : '+ "  " " + % - ~ )  q~i  ) . . . . .  ,z (x)i1' . . .  t,'~" 
a ~ + - . . + a  n ~ 2  

(i  = I , . . .  ~) ,  
off 

= < / ;  ( 3  = , , . .  ,,). 
P o u r  

x % , , + .  . .  ,,,, (x)  

on a u r a  an  l ieu de (4I) 

(4I ' )  

x k + l  d ~  _ (1 X ~ [~1 P1 (x) -~ . ' '  2v ~n P n  (x) - -  P i  (x) - -  ~ (~1 -t- . . .  -3v/~n - -  I )  x k] = 

---  ~ v ( a l + ' ' ' + a n - - 1  ) (i a) (X) G ~ : : ' " ' ~ n ( x ~ ( 7 ' + ' * ' + " / n - - 1 )  (j) x 
- -  7 , x  a~: . . . . .  , . . . . . .  . C r  . . . . .  r,~) 

"l- X v ( [ ~ ' + '  " " + ~ r ~ - - i )  (i, a) aft . . . . .  fl,, (x) -~- x"  f ( x ) .  

E n  s u p p o s a n t  que l ' on  air  dans  la  f o n c t i o n  au  second  m e m b r e  

on  a u r a  

I *(~'1+" " ' +Tn- -1 )  ,~(J) I ~ ]g(j) 
X ' WT~ . . . .  ?n 71, , .  �9 7n 

A(i, a) 

sous  la  cond i t i on  que [x  I <  I. 

Cons id~rons  l ' ~ q u a t i o n  (4I ' )  

d ' a b o r d  que  

c o r r e s p o n d a n t  s une  r e l a t i o n  (42). S u p p o s o n s  
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(43) 

o ~  

~, ~ (x) + �9 + ~n P, ,  (x) - t ' ,  (x) = 

~-" (/~1 ~'1 ~-  " ' "  -~ ~n'} ' , t  - -  }'i) X ~; "4,- (~1 e l l  -~ " ' "  -~ /~n Cnl  - -  Cil)  x k - 1  ~-  " ' "  

+ (fl~ c~,  + . . .  + fl,~ c , , ,  - -  ci~) x ~ - ' ,  

~1 eltr q- �9 �9 �9 ~n en,~r ~ eit~ di: O. 

Si l ' on  p r e n d  v > ~ - -  # les deux  m e m b r e s  de (4I ' )  son~ div is ib les  p a r  x~-~t Ce t t e  

~qua t ion  p e u t  s '~cr i re  

x~+,->f(.) d g~ 4_ gD = 
d t 1-'(x)'  

si l ' on  pose 

P ( x )  = (& (,., - ~) + . . . .  ~ fl,, (,-,, - ~) - (,-, - ~)) x u  + 

"1- (~l  e l l  -t- ' ' *  q- ~n On1 - -  e i l ) x  t~-I  + " "  + fl ,  cll~ + "'" + fin c,,t~ - -  eit~, 

t = (fl, (r~ - -  v) + . . .  + fl,, (r ,  - -  ~) - -  (r~ - -  ~)) log x 

P o s a n t  

nous  p o u v o n s  p r e n d r e  

I (~1 Cll t  + " ' "  -{- f in  Chit Citt ) I - -  ~,, . 
# 

~b 
I = - -  I (___ 

t~ ,u 

= e-~ t e~ x"+'-k/(x) d ~, 9D 

l ' i n t @ r a t i o n  & a n t  effeetu~e le l o n g  d ' u n e  eourbe  d4er i te  pa r  ~ q u a n d  u d4er i t  

une  d ro i t e  te l le  que nous  l ' a v o n s  eons id4r4e  p r 4 e ~ d a m m e n t .  On  p e u t  s u p p o s e r  

que ce t t e  eou rbe  s ' & e n d  g l ' inf in i  duns  une  d i r ec t ion  f a i s a n t  avee  l ' axe  imagi -  

na i r e  un  ang l e  plus  g r a n d  que & P a r  sui te ,  on a u r a  e o m m e  p r & ~ d u m m e n t  

19~ < I w { E A ~ a )  % (;fla: . . . .  f l " (~: (J ) . . . r , , )  q- AI~; ~) (~,,} 

off e' es t  un ce r t a i n  h o m b r e  posi t i f .  

S u p p o s o n s  ensu i t e  que 

(44) ~1 P1 (x) + ..- -k/~,~ I~n (x) - -  P ,  (x) = (~l rl  -t- . . .  + fl,,. rn - -  "i) x ~. 
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Alors, l '6quation (4 I') s 'dcrit  

off 

d q~ x ~ 

d x  
- -  X"  + r - - k - - I f ( x ) ,  

,. = #,, ( , . , - -  ,,) + + ~',, (~-, - -  ,,) - (,., - -  , , ) .  

En posant  x - = e  ~ on voit  faci lement  que cet te  dquation a, pour  v = k ;  une 

solut ion tel le que 

I~1 < A~:? >. o,t ~>~:: ~. ,.-~ ..... 

exeeptd le cas oh ~ r - ~ o  pour  v-~-k; dans ce dernier  cas on aura  le m6me 

r6sul ta t  en p renan t  v u n  peu plus g rand  que k. 

S'i l  y a une re la t ion (44) nous prenons v = k ou except ionnel lement  v =- k + k', 

k ' >  o. S'il n 'y  a aucune re la t ion (44) nous prenons  pour  v le plus g rand  des 

nombres  k - - ~ t  eor respondant  aux relat ions (42). 

I1 r~sulte de la discussion pr6c6dente que les sdries (40) convergent ,  dans le 

cas off i[ y a des relat ions (42), pour  [ t~ x - ' [  < ~' (i = I . . . .  ~), u dans 11. 

I2. ]~OUS supposons ma in t enan t  que s l , . . .  Sn ne se t rouven t  pas d 'un m~me 

c5t6 d 'une droi te  passant  par  l 'origine. Alors les sdries ( 4 0 ) s o n t  en g6n~ral 

divergentes;  9a d6pend de ce fair  qu'i l  existe des suites infinies de valeurs de 

i l l , . . ,  fin pour  lesquelles les nombres  [fl~s~ + . . .  + fl, s n - - s ~ ]  sont infiniments 

petits. ~r dans ce cas on aura des sdries convergentes  en remplaqant  certaines 

des constantes  Ci par  o. 

Nous supposons que s, . . . .  sp se t rouvent  d 'un  m6me c6t6 d 'une droi te  passant  

par  l 'or igine et  que U= cont ien t  une par t ie  du secteur  dans lequel e~U ( i =  I , . . . p )  

t enden t  vers o. Alors on aura  une solut ion du syst~me (37) sous la forme 

(45) 

~i - t i  + Z --at,~(i) . . . ap (X )  ~ '  . . . t ;  p ( i  = I ,  . . . ~9) 
a t +  �9 �9 �9 +ap >- 2 

~J = Z ~(j) ap (X) ~[' t ap ( j  =JO + I ~). 
-s  r  �9 . . p ) �9 . . 

al+ �9 �9 �9 +ap >_2 

Les coefficients de ces s6ries se d~terminent  comme les coefficients des s~ries 

(40) si l 'on suppose que ~p- i -1  ~ O ,  . . ,  f l i t  ~ 0 dans (41). La  d~monstra t ion de la 

convergence des s~ries (45 )e s t  analogue s la d6monstra t ion de la convergence 
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des s6ries (40). I1 suffira de remarquer  qu 'on peut  employer  eomme majoran tes  

les sdries de puissances ~ , . . .  ~ de tl, . . .  tp d~finies par  les dquations 

C~ = t~ + ~, . . .  C~, n (i = ~ . . . .  p) 

I W A (~' ") . . . ~ n  ~,). ~ - , ~ . . . . . . .  . C~' (J = p + ~ . . . .  

Les s6ries (45) convergent  pour  I t;I ~-e  ( i---~ . . . .  p), u duns 11, exeept~ le eas 

off il y n des relat ions de la forme (42) avec flp+l = o . . . .  /3,, = o. Duns le dernier  

eas les s6ries (45) convergent  pour  I t, x - ' l  < e' (i = i . . . .  p) ,  u dans U, oh v e s t  

un  des nombres  I , . . .  k on except ionnel lement  ~, = k + k', k ' >  o. 

Les r6sultats pr~e6dents sont obtenus sous les seules condit ions g6n6rales 

formul6es au commencement  du n:o 9. Main tenan t  nous supposons de plus que 

les coefficients des s6ries aux seconds membres  de (I~) sont asympt6tes  dans X 

?L eertaines s~ries de puissances de x. Alors les coefficients des s~ries ~")  dans 

(37) seront  asympt6tes  dans ~',, ?~ certaines s6ries de puissances. Supposons 

d 'abord  qu'i l  n 'y  air aueune relat ion de la forme (42). A]ors, on voi~ suceessive- 

ment  que les coefficients des s~ries (40) sont  aussi asymptbtes  duns X~, ~ des 

s~ries de puissances de x. Dans le eas off il y a des relat ions (42) la mSme 

chose a lieu pour 
x" (",+ "�9 �9 +%-~) ,,,~(~'),. .. % (x), 

exceptd peut-~tre le cas o6 il y a des re la t ions (44); duns le dernier  eas il pour ra i t  

a r r iver  que les s6ries asymptot iques  cont iennent  des logari thmes.  Le m6me 

r~sultat  est  rulable  pour  les coef fe ien ts  des s~ries (45). 

Nous  rassemblons en le th6or~me suivant  les r~sultats obtenus pour  an  

syst~me (37). 

Th~or~me 5. Supposons que s l , . . . . ~ , ~  se trouvent d 'un m~me cftd d 'une droite 

passan t  p a r  l 'origine el prenons  le secteur (J, de mani~re qu'i l  contienne une pa t t i e  

du secteur dans lequel e"i ~ f i - ~ - I , . . .  ~) tendent v e r s o .  I1 y a un syst~me de s6rieS 

(4 O) ~i = ti + Z qD(~) (x) t ~ '  . t "n (i = I n) 
alh-...+an>~2 

ti = Ci eei (~') x ~i (i = I, . . . n) 

C~ constantes arbi traires  
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qui convergent et satisfont au systOme (37)pour les valeurs de x appartenant ?t une 

partie du sccteur fs (~) d&oup& par un cerele Ix[----~ et par certai,J~es des eourbes 

I c ,  e ~' (~) x~,l = ~' (i - ~ , . . .  ,). 

Cela suppose qu'il n'y ait aueune relation de la forme 

(42) s, = ~ s, + . . .  + fl,, s , .  

S'i l  y a des relations de eette forme les courbes pr&~dentes doivent ~tre remplac&s par 

Q 1 
I t i e  i ( x )  x r i - ' ]  = ~.' ( i  = I ,  . . . n ) ,  

oft v a l'une des valeurs I, . . . k ou exceptionnellement une valeur k + k', k' > o. 

Supposons ensuite que s~ . . . .  ~ se trouvent d'un m~me c6td d'une droite passant 

par l'o~igine et prenons le seeteur lf~ de mani&e qu'il contienne une partie du secteur 

dans lequel e~i ~ (i-----i . . . .  p) tendent verso .  Alors il y a un syst~me de s&ies 

ct 
5 = t, + ~ oo(') , (x) t T , . . ,  t /  ( i =  ~ , . . .  n) 

ax+ " . . + a p  >=2 

(45) 
~ = ~ -o,,~(~) . o (x) t~, . . . t ~  (j  = p + ~,  . . . n) 

a~+ �9 �9 �9 + U p  >= 2 

qui conve~'gent et satisfont au syst~me (37) sous des conditions analogues, n ~tant 

remplacd par p. 

Dans le cas o~;t les coefficients des s&'ies ~3i dans le syst~me don,~d (I2) so~t 

asymptbtes dans X ?t des s&ies de puissances de x, les coefficients des s&ies (4o), 
(45) seront asymptotes dans fs ?t certaines s&ies. Ces s&ies asymptotiques sont des 

s&ies de puissances de x sans puissances ndgaffves s'il n'y a aueune relation (42). 
S'i l  y a des relations de eette forme les s&ies asymptotiques peuvent conte~ir des 

puissa~ces ndgatives (en nombre f ini  pour chaque coefficient) et exceptionnelleme,~t des 

logarithmes, la derni&e circonstance ne pouvant avoir lieu que dans Ie cas o~ il  y 

a des relations de la forme 

( 4 4 )  t3, P~ (x) + . . .  + 13,~ P,,  (x) - -  P ,  (x) - (13, ,'~ + ' . .  + fin r,~ - -  r,) x k 

et en m~me temps 

& ( q  - -  k) + " "  + b',~ (r,,  - -  k) -- ,', - -  k - -  

dtant un entier >= o. 
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13. Nous montrons main tenan t  comment on peut employer les sdries (40) 

ou (45) pour suivre une solution donn6e du syst6me (I2) quand x tourne autour  

de x ~ o e t  pour d~crire la forme d 'un domaine d'existence d 'une telle solution. 

Consid6rons d 'abord le cas off s~, . . . s,~ sont d 'un m6me cSt6 d 'une droite passant  

par l 'origine. 

Soit ~ '  < q~ < ~0", qg"-- ~0' _--< ~, le secteur dans lequel les fonctions e~ u 

(i ~ ~, . . . u) tendent  vers z6ro. Pa r tan t  d 'un  demi-plan q~0 < q~ < q% § z,  off 

~o satisfait  ~ l 'in6galit6 9~'< ~o < ~"  et s la condition qu'aucune des fonctions 

I e (~ -  ~j)" I (i, j = , , . . . , ;  i 4 = j) ne soit 6gale s ~ pour u : e"ro on d6finira comme 

dans le n:o 8 une suite de secteur ~-f~, X~ (a ~-o ,  +__ ~, • 2 , . . . )  ayant  les 
7g 

propridtds suivantes. L 'angle  d 'un  secteur X ,  est > ~-. Deux secteurs U: con- 

s6cutifs ont  une partie commune et chaque secteur /f~ contient  un secteur dans 

lequel les fonctions e~i ~ ( i :  I , . . .  n) tendent  vers o. 

chaque secteur X,  correspond un syst6me de sgries (40). Nous les dcrivons 

de la mani~re suivante 

(46) ; ? ) =  t~o) + Z ~(" ~ (x) ti~) ~ tk~) ~ (i = i, , )  
al+ ' ' - - t -an-->--2 

e i (~)  x~i  t~o)- c~ ~) ~ ' ( i  .~- I . . . .  ~t) .  

Elles convergent dans un domaine ~a(C!~) , . . .  C~ )) d~coupg du secteur X~(e) 

par un cercle Ix I =  ~ et par certaines courbes 

I c ~  eQ~(:)x~,l = ~" (r = i , . . . . ) .  

Ce domaine s'~tend "s x : =  o dans les directions dans lesquelles les fonctions t~ ") 

tendent  vers o. 

I1 peut arriver que les domaines ~ , ( C ~ ) , . . .  C(:)), X,+I(~ ~) n 'on t  aucune 

parole commune. ) t c e t  effet il fau t  que les valeurs I C~ ")] soient plus grandes 

qu 'un certain nombre. Si ces valeurs sont suffisamments petites les deux domaines 

ont  certainement une partie commune. Nous consid~rons ce cas et nous cherchons 

les relations qui dolvent exister entre C~ "), C~ ~+~) pour que la solution correspon- 

dan t  s C~ ~) ( i =  I, . . .  n) soit donn~ dans la p~rtie commune de ~ (C~ "), . . . CI~)), 

X,+s(~) par les s~ries (46) correspondant s X,+I.  Ces relations peuvent ~videm- 

ment  s'6crire 

" 2 
j=l j=l 
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On en d6duit  d ' abord  des 6quat ions de la forme 

n 

'3 -(a) (a+l) . . . 91), ~ a + i )  : Z z!a) ~.ct) 27 Z Z iJ  (~3 _ y~a)) (i - -  I, 
j = l  j = l  

I z~3! I, 12~3~1 r e s t an t  plus pet i t s  qu 'une  cons tante  qu 'on  peu t  prendre  6gale 

2 p. ex. Ensui te  on au ra  

t?+ , )  = ~ ; ~  (tl~) . . . .  t~.o); x )  ( i  - , , . . .  ,), 
d'ofi 

c~.-+~) = ~ - Q ,  (~) ~ - , ,  ~;o (tl ~), . . . .  ~(o)-,,, x )  ( i  = ~ , . . .  , ) .  

Les seconds membres  sont  n6cessa i rement  ind6pendants  de x, pa r  suite on au ra  

une subs t i tu t ion  de la fo rme  

(47) C~ "+~) = ~3,,(Ci"), �9 . .  C(n ")) ( i =  I , . . .  n). 

]~crivons 

� 9  .<") + c/') C~ ~) + . . .  + c(") C~=) + . . .  ~ , ,  (c! ' ) ,  c~7 >) = ~, ,1 ,,, 

(i-~- I, . . . 92). 

I1 est  d 'un  cer ta in  int6r6t de m o n t r e r  que la mat r i ce  (cl.~)) a la m6me fo rme  que 

la  mat r ice  des coefficients de la subs t i tu t ion  (3o). Nous  pouvons ra i sonner  de la 

m6me mani~re  que dans  le n:o 8. Nous  faisons t endre  x v e r s o  su ivant  un 

r ayon  le long duquel  aucune des foncl ions  le(~/-'J)Ul ( i , j =  I . . . .  n; i g=j) n 'es t  

constante .  Nous  pouvons  supposer  les var iables  rang6es dans un ordre tel  que 

pour  une valeur  quelconque de i les fonct ions  e(9-'~* )' '  (j = i + I, . . . n) t enden t  

v e r s o .  En  r6solvant  les 6quat ions 

~(a+l)i ---~ t(a+l)i ql- Z tra~, r~(i' a+l).., an ,(X~] t(a+l)U21 . . . . . .  [n(a+l)an (i ~- I ,  ~l) 

par  r a p p o r t  s t~. a+l) (i = I , . . .  n) on au ra  

t(a+l)i ~ ~{a+l)i JV Z ~t'(i'a+l) (x~ ~-(,+1)"1 
" Y c Q ,  . , . a n \ / ~ t  

- -  r (?'(a+l) ~(a+l) .  X) .  
- -  ~ i , a + l  ~1  ~ " " " ~ n  

. . .  C17+1)~ 
( i =  I , . . .  ~) 

Ensui te  on au ra  les s6ries ~ i .  (t~"), �9 �9 �9 t~"); x) en posan t  ici 

~ -/o> /o+,> _ y?l) C/~+1!; = , Z !  ~),~ ~jC(~) + Z ; j  (yj. 
j = l  j = l  

( i = I ,  . . . n) 
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et  en i n t r o d u i s a n t  p o u r  ~J.") (j  = I, . . . n) les s6ries de  pu i s sances  de t~") ( i =  I . . . .  n). 

Le  coefficien~ de ~J."> sera  
r 

h=l  ~ 0 ~(h a+l) I '  

01~l 1 d~s igne  ce que  l ' on  o b t i e n t  en p o s a n t  ~(~+1)= 2(~) (u(~+~)_ yj.:)) 
t~ /zj ,,~j 

j = l  

. . . .  0 ~(h ~+1) P a r  su i t e  

~Z(a) l O~i'a'j-l) (~)  
c~'~) = e--Qr x -~, aj I 0 ~(~,+a) eqJ x*J" 

h=l  h 

I1 r6sul te  de la  d i scuss ion  du  n:o 8 que la m a t r i c e  

Q 1 

h j 

est  cons t an te ,  soi~ (6(~)~ et  que h j "  

6 ( " ) = I ,  6 ( ~ ) : o  p o u r  j > h .  hh h j  

N o u s  p o u v o n s  donc  ~crire  

(%::,) o 
z3 ,d..,J 3 

h=l  

S u p p o s o n s  d ' a b o r d  que i =  I. E n  r e m a r q u a n t  que les f o n c t i o n s  ~ju (~+1) - -yJ")  

( j =  I , . . .  n) t e n d e n t  v e r s o  p o u r  x - ~  o, on void; que  

c~) ---- I ,  e (~) -~ o p o u r  j > r l j  

P o s o n s  ensu i t e  i = 2. Alors  on a u r a  

done  

, ~  .,~ ~ hj ~ o C(U'I I X'h--r, 
h=l  

= e<:J lime Q'(~)-Q''(~') x'. + ~.(') 

e!~ ) = 6~]) + l ira e q ' ( ~ ) -  q'(~) Xr'--r'| Y ['~ ~,,~+_a] \ 
I 

c<:.),=i, c("!=o pour j > z .  2j 
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En  poursu ivan t  de cet te  mani~re on au ra  

c(~)=-I ,  c(h"!=O pour  j > h .  
h h  3 

Duns le cas off les seconds membres  du syst~me donn6 (I2) s 'unnulen t  pour  

v~ = o , . . .  v,~ = o o n  a yl  o) = v~ o+~) = o (i = ~ , . . .  ,,). A l o r s ,  o n  c o n c l u t  q u e  

~9 ~ C i J  " 

Par tons  mMntenunt  d 'une  solution repr~sent6e s l 'Mde des sdries (46) duns 

un domMne ~ ( C ~ ) ,  . . . C~ ) et supposons que x tourne  au tour  de x =  o duns 

le sens posi t i f  p. ex. I1 peu t  a r r iver  que lu solution consid~rde peu t  ~tre 

prolong~e success ivement  de secteur  au secteur  ~ l 'a ide de s6ries de la fo rme  (46) 

co r respondan t  aux secteurs  X r  les cons tantes  en t r an t  duns les s6ries (46) 

co r respondan t  s un  cer ta in  secteur  6rant  li6es aux constuntes  en t r an t  duns les 

sdries (46) cor respondunt  au secteur  prdc~d~nt par  une subst i tu t ion de la fo rme  

(47). De lu m~me mani~re lu solut ion pour ra  ~tre prolong~e quand x tourne  

dans le sens n6gutif.  On aura  uinsi une solution ddfinie duns un domaine  qui 

est  lu r6union d 'une  suite de domaines  ~ , + ,  (CI ~+'), . .  . C~("+~)) (ft ==o, +_ I, . . . ) .  

I1 est facile s voir  que ce domMne peut  ~tre consid6r6 comme un domuine 

d'exis~ence de la solution considdr~e, sous la cond i t ion  que p soit  choisi assez 

pe t i t  par  r appo r t  s / .  En  effet il r~sulte de ] y ~ ) ] < K ] x ]  ( i = i , . . . , ~ )  que 

l y , [  
=~ est  situ6 duns le vois inage de I s i x  se t rouve  sur la courbe 
r 

Consid6rons aussi  le cas  off il y a des re la t ions  (42). Alors on peu t  appl iquer  

les r a i sounement s  precedents  apr~s une subs t i tu t ion  de la forme 

yi == ~ ~ x + c~ -~) x 2 + ...  + c (''/~i x" + :~i x" ' ( i =  I , . . .  , ) ,  

off v u l 'une des valeurs I , . ,  . k ou except ionnel lement  k + i e t  ci(1),. . .  c(. ~)~ sont  

les v premiers  coefficients des sgries (6). On aur~ un domaine  limitd par  cer ta ines  

conrbes 
I Q. '(gxr,-,[= / 

Ce domMne peu t  ~tre consid6r6 comme un domaine  d 'exis tence  de Yl, . . .  Y,~. 

Nous  pouvons  m M n t e n a n t  6noncer le th6or~me suivunt  
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Th6or~me 6. Supposons que s~ . . . .  s,~ se troure~t d'un m~me c6td d'une droite 

passant par l'origine et qu'il n'y a aueune relation (42). Un domaine d'existenee 

d'une solution particulibre du syst~me (~2) est limit~ ou bien par  un nombre f ini  

de courbes 
Q 1 

ou bien par un eercIe Ix I =  ~ et par  un hombre f ini  ou infini de telles eourbes, le 

hombre des courbes 6tant infini dans le ca~" oft x peut tourner une infinit6 de fois  

autour de x - - o .  

La  solution eu question peut Otre reprdsentde it l'aide de systbmes de s&'ie,s. (40) 

en nombre f ini  ou infini et cela de la mani~re suivante. On peut eonstruire une 

7g 
suite in tiMe de secteurs f~, do~t les angles sont > ~ de telle maniO'e que deux secteurs 

consgcutifs aient une pat t ie  commune et que chaque seeteur fs conlienne un secteur 

dans lequel les fonctions e'~i" ( i =  i, . . .  n) tendent vers o. A chaque secteur X ,  

correspond une solution y~") . . . .  y(~) asympt6te da~s X ,  aux s~ries (6). En posant 

y~ =- y~) + z~ (i = ~, . . .  n) on aura un sys@me transformd qui conduit ~'~ un sys@me 

de s&'ies (40). Darts ces sgries les constantes out certaines valeurs ddterminges C~ ~ 

correspondant ?~ la solution considdrde. Les valeurs de C~ "+1) ( i =  I . . . .  n) sont 

li6es aux valeurs de C~") (i =- I . . . .  n) par  une substitution de la forme (47). 

Dans le eas oft il y a des relations (42) on aura des rdsultats analogues apr~s 

une transformation 
yi -~- e~ 1) x -~- . . .  Jr- c~ ,) x v -~- ~Ji x v ( i  = I ,  . . .  n )  

c~ ~) . . . .  c~ ~) dtant les v premiers coefficients des sdries (6). 

I4. Consid~rons le cas off les seconds membres  du syst~me (i2) sont 

uni formes  en x au tour  de x ~-o .  On uurs, 2k  syst~mes de sdries (40) et 2 k  

subst i tut ions (47). En par t~nt  d 'une solution rep%sentde ~ l 'aide d 'un certain 

systSme de sgries (4o) off les constantes  ont  certuines valeurs C~ , . . .  C, et en 

suppos~nt que x puisse t ou rne r  une fois au tour  de x = o, dans le sens positif 

p. ex., on aura apr~s le tour  une solution rep%sentde ~ l 'aide du m~me syst6me 

de sdries (40), les constantes  ayan t  certaines vuleurs (71, . . .  Cn qui sont li5es 

aux valeurs de C1, . . .  Cn par  une subst i tu t ion de la forme 

= (6, . . .  

(4  8) ( i  = I . . . .  n) .  
= ci + cil C1 + ""  + ci~ Cn + "'- 
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En remarquant  que les fonctions x"i (i ~ - I , . . .  ,~) doivent 6tre suivies avec con- 

t inuit6 quand x tourne autour  de x ~ o on conclut de ce qui pr6c~de que le 

d6 terminant  IciJl a la valeur f i  e 2 ~ r i V ~ .  Par  l'Sttlde de l ' i t6ration de la sub- 

st i tut ion (48) on peut chercher les conditions auxquelles doivent satisfaire les 

constantes C1 . . . .  Cn pour que x puisse tourner  une infinit6 de lois autour  de 

x ~ o .  Le probl~me est 6quivalent au probl~me d'6tudier le syst~me suivant 

d'6quations aux differences finies 

On dolt  chercher les solutions telles que l y ~ ( t ) l  ( i =  I , . . .  ~) restent plus petits 

qu 'uue certaine constante  pour routes les valeurs positives de t. La  solution 

du probl~;me d6pend essentiellement des racines de l '~quation caract~ristique 

I c , j  -  ,Jl = o .  

Le cus le plus simple est le cas off les racines de cette 6quation sont simples et 

en valeurs absolues plus petites que I. Duns ce cus, si ]ci], I C~ I ( i =  , , . . .  ~) 

sont plus peti ts  qu 'une certaine constante, l ' i t6ration de (48) donnera une suite 

infinie de valeurs appurtenant  au domaine de convergence des s~ries !~i(O~ . . . .  C,,) 

( i~- I , . . .  u). Duns d 'autres cas la question est plus d61ic~te, nous n 'y  entrons 

pus duns ce travail. 

Supposons en outre que les seconds membres du systSme ( I 2 ) s ' a n n u l e n t  

pour y~--~ o ( i - -  I . . . .  ~). Alors il n 'y a qu 'un seul syst~me lingaire (33), a ~ j ( x )  

~tant Ies coefficients de y ~ , . . ,  y,~ dans les s6ries aux seconds membres de (I2). 

On volt facilement, d'aprbs ce qui pr6cSde, que l 'gquation caractdristique de la 

subst i tut ion (48) est identique 's l '6quation fondamentale  dSterminante du syst~me 

lin6aire (33). 

15. Duns le cas o~, s l ,  . . .  s ,  se t rouvent  d 'un mSme c6t6 d 'une droite passant  

par l 'origine le probl~me d'6tudier les solutions du syst~me (~2) autour  de x ~ o 

est en principe rdsolue par la th6orie pr6c6dente. La  question est plus difficile 

si s~, . . . s,, ne sat isfont  pus 's cette condition. L'exemple part iculier  d 'un syst~me 

dont  l ' int6grale g~n6rale s'dcrit (voir p. 88) 

= ( i  = 

montre  que le domaine d'existence d 'une solution donn~e ne s'6tend p~s en g6n6ral 



Sur l'6tude anatytique des solutions d 'un  syst6me d'6quations diff6rentielles. 127 

"2 x~-~o s i x  ne tourne  qu 'un hombre fini de fois au tour  de x = o .  Mais on 

peut  se poser la quest ion d '6tudier  les solutions particuli~res dont  le domaine 

d 'exis tence s '6tend s x - ~  o dans certaines directions�9 Nous nous l imitons dans 

ce t ravai l  s 6tudier  les solutions dont  le domaine  d'existe~we cont feu t  uu  secteur 

tie sommet  x = o. 

L'existence de solutions de cet te  na tu re  est assur6e par  les th6or~mes I, 2. 

" 7 g  

D'apr~s le th6or~me I, s un seeteur  dont  l 'angle est > ~ -  correspond au plus 

une seule solut ion dont  le domaine d 'exis tence cont ient  ce secteur. Si l 'angle 

est < ~ -  il peut  exister, d'apr~s le th6or~me 2, des solutions d6pendant  de con- 

stantes arbi t raires  eL ayant  des domaines d 'existence qui cont iennent  ce secteur.  

On peut  chercher  s reprdsenter  ces solutions s l 'aide de s6ries de la forme (45): 

Nous  consid6rons une solution Yx . . . .  y,~ de (x2) sat isfaisant  s la seule con- 

dit ion clue ]y~ ] . . . .  ]y,~[ soient plus peti ts  qu 'une constante  .r' suff isamment pet i te  

quand u d6crit  un  rayon  vecteur  d ' a rgument  ~o 0 Ie long ducluel aucune des fonc- 

Lions l e~,,"~ I ( i =  I , . . . - )  n 'es t  constante�9 Nous pouvons s u p v o s e r  q u e  l e'~'~l 

( i  = . . . .  l e - ' J " ' l  (5 = p  + . . . .  tendent v e r s o  quand u tend vers l ' infini 

dans la direct ion ~o. Nous supposons qu'il  n 'y a aucune re la t ion (42) oh 

flp+l = o , . . .  fl,~-~ o. Prenons  un demi-plan /~ eon tenan t  la direct ion 9% dans 

son int6r ieur  et nne solution ~,, . . .  ~ telle que 1#~1< ,r' (i = ~, . . .  ,)  dans tou t  

secteur /-f(e) h l ' in t6r ieur  de U. _& eet te  solution correspond un systbme de 

s6ries (45) convergentes  pour  ] t~l < p' (i = I, . . .  p), Ix  ] < ?, x dans le seet.eur 

X(~) cor respondant  ~ /-/(s). On volt bien ais6ment que la solution y ~ , . � 9  y,, 

peut  8tre repr6sent6e "2 l 'aide de ces s6ries pour des valeurs convenables des 

constantes  C~, . .  Cp. En effet, soient  .(0( (0/ �9 /h ~ ' - ' Y ~  les valeurs de Y l , . . . Y ~  pour  

un point  uo sur le r ayon  vecteur  cp0. On peut  d6terminer  les constantes  Cj, . . .  Cp 

de manihre que les t~ premieres variables p rennent  les valeurs y~" (o/, . . . .-~1 (~ pour  

u = *~o. On a alors deux solutions, la solution donn6e et la solut ion repr6sent6e 

"t l 'aide des s6ries (45) oh Cj, . . .  C~ out  les valeurs ainsi d6termindes; pour  chacune 

de ces solutions il .v a lieu que y ,  . . .  yp p rennen t  les valeurs ~i~ . . .  y~) pour  u = %  

et que l Y~'I ( i ~ - ~ , . . . . ~ )  sont plus peti ts  que ;" le long du rayon vecteur  9%, 

par  suite ces solutions sont identiques, d'aprbs le th6or~me z. 

Main tenant  on volt  que lY;I < ;" ( i - -  ~, . . .  n) dans un secteur dans lequel 

I e'~ ( i =  I , . . . l  ~) t endent  vers o. Soit  9 " < 9  ~ <~p' '  le plus g rand  secteur tel  

que I!/~1 < "~'' ( i =  ~ , . . .  n) dan,~ tou t  seeteur  ~v' + ~ < ~ < ~ v " - - e .  P o u r  / f n o u s  
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pouvons  p r e nd re  le demi-p lan  q~" - -  2 ~ ~ q~ < q~" + z - -  2 e p. ex. N o u s  p o u v o n s  

suppose r  que e*i u ( i -~  I , . . . p ) ,  e--SJ u ( j  = p  --~ I ,  . . .  n )  t e n d e n t  vers o q u a n d  u 

t end  vers  l ' infini  dans  une  ce r t a ine  d i rec t ion  9~ telle que 9( '  - -  2 e < ~0 < 99" - -  e. 

P a r  sui te  Yl, . . .  Y~ pe uve n t  6tre repr~sentt~s dans  ce sec teur  ,~ l ' a ide  d ' u n  systSme 

de s~ries (45) c o r r e s p o n d a n t  ~ /~T. E n  mSme t emps  on au ra  le p r o l o n g e m e n t  de 

Yl, �9 �9 �9 Y~, duns rou te  la pa r t i e  du sec teur  fp" - -  ~ =< ~ ~ ~ "  + z - -  5 e l imitde pa r  
2 

I x l = ~  et pa r  les eourbes  
I / 1 \  ! 

P a r m i  ces courbes  il y a n~cessa i r emen t  une  courbe  au  moins  qui s '~ tend  ?~ x ~ o 

duns  la d i rec t ion  c o r r e s p o n d a n t  ?~ ~" .  Le mSme r a i s o n n e m e n t  peu t  8tre appl iqu~ 

la direction ~'. 

Au lieu du rayon vecteur ~0 nous pouvons prendre une courbe qui s'~tend 

l'infini dans la direction ~0 et exio.er que lY~I < ~'' ( i -=  I, . . .  n) le long  de 

ce t te  courbe.  

N o u s  pouvons  m a i n t e n a n t  ~noncer  le th~orSme su ivan t  se r a p p o r t a n t  au  cas 

off sl, . . .  s~ ne son t  pus d'un mSme e6t6 d ' u n e  dro i te  pas san t  pa r  l 'origine. 

T h e o r e m e  7. Supposons qu'i l  n ' y  a aucu~e relatio~ (42) e~dre des hombres si 

se trouva~t d 'un mOme e6t~ d'm~e droite passa~d par  l'origine, Pre~wns u~e direction 

q% telle qu 'aueune des jbnet io~s [ e~'~[ (i : ~, . . .  n) ne soit eonstante quaked u dderit 

.une droite ayan t  cetle direelio~. Soil ?h, . .  �9 ?/,~ une solutio~ de (~ 2) telle que lye[ .< r 

(i ~ ~, . . .  u) le lo~g d 'mm courbe qui sY tend  ~ l ' i~fi~i dans la direction 9%. I1 y 

a un seeteur entourant  ~Po dm~s lequel l y e [  < ~ '  (i = x, . . .  , ) .  Soil  q~' < 9~ < 9~" 

le secteur m a x i m u m  tel que ees i~.galiti+' aie~# lieu dm~s lout seeteur ~ '  + e <  9~<q~"--e.  

Nous  s~q~posons q~', q~" f inis .  L a  solution eo~siddrge peu t  ~tre reprdse~#~e ~'t l 'aide 

de 8~ries de la f o r n w  (4~) dans le seete~o" q ~ ' - - ~  < 9~ < ~ "  + ~c. L a  pa t t i e  du 

domaine d'existenee de yl  . . . .  y,, qui  e,,'t .~,iluie duns le deruier .~.eeteur eut limit~e 

ou bie~, par  eertaines eourbes 

e~ hombre .fini, ou bie~ p a r  I x ]  = , ~  et p a r  un ~wmbre f i~ i  de telles eourbes. P a r m i  

ces courbes il y a ,u~e eourbe qui s'dtend 5 x ~ 0 dm~s la direction correspomlant 0 

~ '  et ,m~e eourbe qui .~",)teml t't x ~ o dans la direction eorre6~o~tda~d 5 9o". 

D a n s  le cas off il y a des re la t ions  (42) en t re  des n o m b r e s  si se t r o u v a n t  

d ' u n  mSme c6t6 d ' une  d ro i t e  pas san t  pa r  l ' o r ig ine  il peu t  a r r ive r  que les courbes  
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Q 1 

doivent~ gtre  remplae~es  pa r  des eourbes  

P o u r  l '~ tude  du p r o l o n g e m e n t  de Yl, �9 . .  Y~ ,5. l ' ex t~r ieur  du sec teur  ~ '  - -  z < 

< q~ < q ~ " + z  nous  n '~vons  ~ucun  m o y e n  s ' i l  ne se t r o u v e r a i t  pas que I: ,l . . . .  I~I~1 

r e s t e n t  plus pet i ts  que  ~?' d~ns un  sec teu r  a p p a r t e n ~ n t  ~ ~ ' - - ~  <( ~ < ~ '  ou "~ 

v 


