
OBER RATIONALE PUNKTE AUF KURVEN 

VON 

A. WIMAN 

in Lu~m 

I. 

1. In einer im letzten Jahre erschienenen Abhandlung 1 habe ieh die rationalen 

Punkte auf Kurven 

(I) y ' = x ( x §  

untersueht, wo a und b ganze rationale Zahlen bedeuten. In der ersten Abteilung 

dieser Arbeit besehr~nkte ieh reich auf den speziellen Fall, wo (i) sich in der 

Gestalt 

(2) = (2-" - 

sehreiben lgsst. Es wurden dabei versehiedene Kurven (2)yore Range vier in 

Betraeht gezogen. Es gelang mir aueh eine Kurve (2), aber nut  eine einzige, yore 

Range fiinf zu entdecken. In der zweiten Abteilung der besproehenen Arbeit 

wurde der allgemeine Fall behandelt. Als Hauptresultat  ergab sieh, dass man 

Kurven (t) in unbegrenzter Anzahl sowohl yore Range fiinf als yore Range seehs 

bestimmen kann. 

Die vorliegende Arbeit, welche sich nahe an die erste Abteilung der zitierten 

Abhandlung anschliesst, zerf~llt in drei Absehnitte. Im ersten Absehnitt wird 

eine Methode entwickelt, durch welehe in vielen F~illen sich beweisen liiss~, dass 

die bereits bekannte untere Grenze des Ranges einer Kurve den riehtigen Rang 

der Kurve darstellt. Im zweiten Absehnitt  werden F~lle behandelt, w o e  eine 

Primzahl p oder das doppelte einer Primzahl bedeutet. Es werden einige Kurven 

1 ))l~ber den Rang  yon Kurven y~x(x-t-a)(x-{-b)>~, Acta mathematica 76 (I944). Diese Schrift 
wird hier kurz , ,Rang yon Kurven,, benannt. 
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bestimmt, fiir welche der Maximalrang vier hier erreicht wird. Im dritten Ab- 

schnitt wird nschgewiesen, wie sich unbegrenzt viele Kurven (2) nicht nut  yore 

Range vier sondern auch yore Range fiinf bestimmen lassen. Wi t  werden finden, 

dass sogar der Rang sechs, wenn auch nut  dutch ein einziges Beispie], unter den 

Kurven (2) vertreten wird. 

2. In ~Rang yon Kurven~ haben wir unter Zugrundelegung des Belspiels 

c ~ 210 auseinandergesetzt, wie man die rationalen Punkte  auf einer Kurve (2) 

in Klassen verteilt. Hier  benutzen wir zu dem gleichen Zwecke das ganz analoge 

Beispiel 

(3) C ~--- 330 ~ 2.3.5.I I. 

Auf dieser Kurve finden wir unmittelbax die beiden rationalen Pankte  

x - - c = 6 6 ,  x -~396 ,  x + e = 7 2 6 ;  

x- -c - - - -55o ,  x = 8 8 o ,  x+c---- I2XO, 

fiir welche wir der leichteren t~bersichtlichkeit wegen die Bezeichnungen 

(P1) (I, 6, I I) 66;  

(P,) (5, s, i , )  , xo 

einfiihren. Wie man hier fiir die ent~prechenden y-Werte das Zeichen + oder 

--w~hlt, ist gleichgiiltig. Ohne weiteres ist ersichtlich, dass als gemeinsame 

Faktoren fiir x - - e ,  x und x + c  bei einem rationalen Pank t  nur die Tefler yon r 

also in diesem Falle 2, 3, 5 und I I, auftreten kiSnnen. Ein solcher Faktor  muss 

in zwei yon den drei GriSssen in ungerader Potenz und ia der dritten in gerader 

Potenz enthslten sein. Wenn wit die Primzahl flit diese dritte Gr~sse chaxak- 

teristisch sein lassen, so finden wit, dass die beiden Punkte zu zwei Klassen mit 

den Charakteren 

(K1) I, 2.3, IX; 

(K,) S, 2, x , .  

gehtiren. Die Klasse des dritten Schnittpunktes P i . ,  der Kurve mit der Ver- 

bindungsgeraden yon P1 und P ,  entsteht dutch Komposition yon Kx ,and K,. 

Die Oharaktere fiir diese Klasse K1. s erh~ilt man, indem man beachtet, dass dutch 

Komposition der drei Klassen Kx, K,  and K1.2 sich die Einheitsklasse ergeben 

soil. Wenn man also fiir die drei Klassen die entspreehenden Charaktere mit 

einander multipliziert, so  sollen fiir die drei Stellen gleiehe Resultate heraas- 
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kommen, wenn etwa auftretende Quadrate ausgeschieden werden. Im vorliegen- 

den Falle bekommen wir 

(Kl.a) 5, 3, I, 

und in 

(P1,3) (5, 27, 49) I5 

haben wir einen zu dieser Kla~se geh~renden rationalen Punkt. Man findet aueh 

leicht, dass hier d i e P u n k t e  P1, Ps und P1.2 in geraAer IAnie liegen, wenn man 

fiir siimtliche drei y-Werte entweder das Zeiehen + oder das Z e i c h e n -  nimmt. 

Den rationalen Punkten auf der Achse y = o geben wir die Bezeichnungen: 

(P~) (0, 330, 660); 
(P,) (--330, o, 330); 
(P~,,)  ( -  660, - 330, o). 

Wir ziehen die neun Verbindungslinien zwisehen den Punkten P1, P~ und P1.2 

einerseits und Pa, P ,  und Ps.4 andererseits. Den dritten Punkt, der je aus der 

Kurve ausgeschnitten wird, findet man am bequemsten, indem man fiir eine 

Gerade du tch  Ps, P4 oder Ps,4 die Relation zwischen den z-Werten fiir die beiden 

iibrigen Schnittpnnlrte bestimmt. Hierfiir ergibt sieh bzw.: 

(4) (X 1 -  C)('172- C ) =  2 ~Z; ~1~12Z = - -  C2; (Xl "~ C)(Xe -~- C) = 2 ~Z. 

In  leieht verst~ndlicher Bezeiehnung erhalten wir jetzt: 

(P1.8) (xo, I I, 12) 330; 
(P8,8) (6, I I ,  16) 66; 

(P1'~,.8) (44, 49, 54) 66; 
(P1.4) ( -  ix,  - 5, x) 55; 

(P~,,) ( -  ~i - 3, 5) ' ~ "  
(Pa,*.,) (-- 49, -- 22, 5) --~-,"0" 

(P~,8,~) ( -  x2, - x, xo) 30; 

(P2.s.4) (-" I6, - -  5, 6) 30; 
(Pa., .8. ,)  (7"- 54, - -  5, 44) ~ 9  ~ 

In  diesen Punkten haben wir Repriisentanten fiir die folgenden neun Klassen: 

(K1,8) 2.5, I I ,  3; 
(K2.8) 2.3, Ix, x; 

(K~:2,8) xl ,  i ,  2.3; 
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(K1,4)  - -  i I ,  - -  5, i ;  

(K2,4)  - -  i i ,  - -  3, 5; 

(K1,2 ,4)  - -  i ,  - - 2 . I i ,  5;  

(K1,8,4)  - -  3, - -  I ,  2 . 5 ;  

(K~.3.4) - -  I, --  5, 2"3; 

(K1.~,3.4) - - 2 . 3 ,  - 5, , I .  

Die Charaktere der Klassen, fiir welche die Punkte auf der Achse Repr~sen- 

tan~en sind, lassen sieh jetzt durch Komposition bestimmen, und wir erhalten: 

(K3) 3 . 5 . I I ,  I ,  2 ;  

(J~-4) - -  I, - -2 .3 .5 .11 ,  I ;  

(/(3.4) - -2 ,  --  I, 3.5.11. 

Man beaohte, wie die Primzahl 2 bier in anderer Weise als die ungemden Prim- 

zahlen aufgritg. Naeh Hinzunahme der Einheitsklasse haben wit jetzt seehszehn 

Klassen, welehe sieh mit einander wie eine Abelsehe Gruppe vom Typus (2, 2, 2, 2) 

komponieren. Als erzeugende Elemente dieser Oruppe k6nnen wir K1, K2, K3 und 

K4 nehmen. Die Kurve (3)kann also yon keinem niedrigeren Range als vier 

sein. Es bleibt iibrig zu beweisen, dass der Rang aueh nieht htiher als vier 

sein kann. 

Wit  betraehten noeh einen Fall, in welehem e eine ungerade Zahl ist, und 

zwar se~zen wir 

c~= I5. 

Ein ers~er rationaler Punkt  ist hier 

(P1) (2, 5, 8) 5. 

Hierzu kommen die drei Punl~e auf der Aehse: 

(/)~) (o, i 5 ,  30); 
(/93) ( - -  15, O, IS)  ; 

(P~, ~) ( -  30, - z 5, o). 

Die Verbindungslinien yon P1 mit P~, P3 and P2, 3 gehen bzw. dureh die Punkte:  

(/)1,2) (3, 4, 5) 15; 

(Pl .3)  ( -  5, - x, 3) ~; 
(P~, , .3)  ( -  8, - 3, 2) 3. 
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Fiir die zugehSrigen Klassen  haben wir  die Charak te re :  

(K1) I,  2.5, I ;  

(K~.~) 3, ~, 5; 

(Kl, a) - -  5, - -  I, 3; 

( K 1 . 2 , 3 )  - -  I ,  - -  2 . 3 ,  I .  

I n  t l b e r e i n s t i m m u n g  h ie rmi t  bekommen  wir  ffir die P u n k t e  auf  der  Aehse: 

(K~) 3.5,  2, ~; 

(K~) - -  i ,  - -  3 .5,  ~; 

(K2,3) - - I ,  - - 2 ,  3-5- 

Zu bemerken  ist, dass  "die P r imzah l  2, ohne F a k t o r  yon e zu sein, hier  un te r  

den Charak te ren  auf t r i t t .  I n  solehen Fiillen haben x - - e  und x + e  2 als F a k t o r  

i n  unge rade r  Potenz,  und der  P la tz  fiir 2 als Charak~er  is t  naeh  unseren Ver- 

ab redungen  an der  mi t t l e ren  Stelle. Man  beaehte  in diesem Z u s a m m e n h a n g e  noeh,  

dass, wie aus den angef i ih r ten  Beispielen hervorgeht ,  die P r imzah l  2 ffir die 

P u n k t e  auf  der  Aehse in andere r  Weise  bei ge raden  und ungeraden  W e r t e n  yon 

e als O h a r a k t e r  auf t r i t t .  

3. Es  sei e P r o d u k t  yon r verschiedenen Pri.mzahlen. Zun~chst  n e h m e n  wir  

an, class 2 un te r  diesen P r imzah l en  auf t r i t t .  Unabhi ing ig  davon,  ob en tsprechende  

ra t iona le  P u n k t e  auf  der  K u r v e  exist ieren,  suehen wit  einen •berbl ick  fiber die 

Charak te re ,  welche ve rmi t t e l s t  dieser P r imzah len  sieh aufs te l len lassen. Zu dem 

Ende  geni igt  es die erzeugende Elemente  fiir die Gruppe  der  Cha rak te re  zu 

bes t immen.  Ffir eine beliebige in c e ingehende  P r imzah l  p bekommen  wir  deren 

zwei, e twa p, i, i und  I, I, p ;  du tch  die Kompos i t i on  yon diesen Charak te ren  

e rg ib t  sich ja  I, p,  I. Zu den in solcher  Weise  erhal t~nen 2 r  erzeugenden Ele- 

men ten  k o m m t  noch - - I ,  - - I ,  I, so dass  als Gesamtzah l  2 r + I he r auskommt .  

In  2 r  + I haben  wit  also offensichtl ich eine obere Grenze  ffir den R a n g  der  

Kurve .  

GehSr t  2 n ieht  zu den F a k t o r e n  yon c, so kommt ,  wie  aus dem letzten 

Beispiel  in der  vorhergehenden  N u m m e r  vers t~ndl ich sein diirfte,  noch  das er- 

zeugende E l em en t  I, 2, I hinzu. I n  d iesem Falle b e k o m m e n  wir  somit  2 r + 2 

als obere  Grenze  des Ranges  der  K u r v e  ~. Diese obere Grenze wird auch,  wie 

1 l~nch diesem Gedankengange hat G. BILLING in seiner Abhandlung, ,Beitriige zur arithme- 
tischen Theorie der ebenen kubischen Kurven yore GescMechte eins, (KSnigl. Soziet/tt der Wissen- 
sehaften zu Uppsala, I938) , eine obere Grenze des Ranges nicht nur fiir diesen Fall, sondern fiir 
die kubisehen Kurven im allgemeinen hergeleitet. 
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wir im niiehsten Absehnitt sehen werden, f i i r  r = I erreieht. Dort werden wir 

auch finden, dass, fails r die Anzahl der in c eingehenden un#eraden Primzahlen 

bedeutet, man ganz allgemein 2 r +  2 als obere Grenze des Ranges annehmen kann, 

unabhi~ngig davon, ob 2 als Faktor eingeht oder nicht. 

4. Fiir c = 3 3 o  haben wir in der 2. Nummer vier als untere Grenze des 

Ranges erhalten. Dass in diesem Falle vier auch eine obere Grenze des Ranges 

und also den wahren Rang bezeiehnet., wird als Resultat yon dieser Nummer 

hervorgehen. Nach der vorhergehenden Nummer wissen wir, dass die Gruppe 

der Charaktere, in  denen nur die Primzahlen 2, 3, 5 und I I auftreten, neun 

erzeugende Elemente besitzt, und wir wissen, dass zu den Elementen einer Unter- 

gruppe mit vier erzeugenden Elementen rationale Punkte auf tier Kurve existieren. 

Piir den Beweis geniigt es dann offensichtlieh, wenn sich eine andere Untergruppe 

mit fiinf erzeugenden Elementen yon der Art  aufsuchen liisst, dass nur zu dem 

Einheitselemente rationale Punkte der Kurve gehSren. Dies ist mSglich in vielerlei 

Weisen. Fiir die vier ersten erzeugenden Elemente nehmen wir: 

I, 2, i; I, 3, l; I, 5, i; I, Ix, x. 

Es gilt also naehzuweisen, dass, wenn k = I ausgenommen wird, zu keinem der 

Charaktere I, k, I, wo k die Teiler yon 33 ~ durchli~uft, rationale Punkte auf der 

Kurve (3) vorkommen. Fiir einen rationalen Punkt, der etwa zu einem gewissen 

k-Weft gehi~rt, gibt es fiir x -  c, x und x + c Ausdriicke yon der Gestalt 

u ~ ~ v s w ~ 
(5) -g, - / v , - / r ,  

wo der den drei Gliedern gemeinsame Faktor k weggelassen wird, und fiir u, v, w 

und t ganze rationale Zahlen ohne einen gemeinsamen Faktor genommen werden 

kSnnen. Es gilt dann 

(6)  k v ~ - -  u ~ = w ! - -  k v 2 = k ,  t ~, 

wo k und kl komplementiire Fakf~ren yon c, das heisst hier 33o, bedeuten. Aus 

(6) ergibt sieh 

( 7 )  u ~ . w ~ - 2 k v ~ = o .  

Das linke Olied yon (7) soll also eine Nullform bedeuten, und k daft  keine yon 

den Faktoren 3 and I I enthal~n.  Enthi~lt andererseits k nur die Faktoren 2 oder 

5 so hat  (7)Liisungen. Hieraus folgt aber nieht, dass unter diesen Liiaungen 
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auch solche existieren, die zu dem gegebenen k-Wert geh6ren. Hierf~r ist nach 

(6) noch efforderlich, dass 

(8) w s. - -  k v ! - -  kl  t s 

eine Nuilform sein soil. Die Bedingungen, welehe h ie r in  liegen, nitmlieh, dass 

k und k~ quadra t i sehe  Reste zu einander sind, lassen sieh aber nieht erfiiilen. 

Man hat hier die Zusammenstellungen 

k = IO, k l =  33; k = 5, k l =  66; k = 2, k l =  I65. 

In keinem yon diesen F~llen ist aber k quaAratiseher Rest  zu k~; es ist ja Io 

kein Rest zu 11, 5 kein Rest zu 3 und 2 kein Rest zu 3, 5 und 1]. 

Wir kombinieren jetzt die obige Gruppe yon Charakteren I, k, I mit dem 

Charakter 
- -  I ,  - -  I ,  2. 

Wir bekommen hierdureh neue Charaktere yon der Gestalt - - 1 , -  k, 2 oder 

2, - -k ,  I, wo k die Teiler yon I65 durchlituft. Dies fiihrt uns auf die Frage, 

in wie welt unter den Formen u 2 - 2 w  j - 2 k v  ~ oder 2u z - w  z - z k v  s Null- 

formen existieren. Bekanntlieh wird die Antwort hier auf die entspreehende 

Frage fiir die Formen 2 u s - -  w ~ - -  k v  ~' oder u ~ - -  2 w ~ - -  k v  ~ zuriiekgefiihrt. Wir  

erhalten also die Bedingung, dass 2 quadratiseher Rest yon k sein soil. Da abet 

2 Niehtrest zu 3, 5 und ] I i s t ,  so ist dies nut  fiir k =  I mi~glieh. Nur fiir k =  ] 

bekommen wit mithin bier Nullformen. Dann bekommen wir aber, in Analogie 

mit (6), die weiteren Bedingungen 

u ~ - v  ~ = v  ~ +  2 w  ~ I 6 5 t  ~ 
b z w .  

2u ~ - v  ~ = v  2 + W 2 =  I65t  2, 

welehe sieh nieht effiillen lassen, lqiermit ist bewiesen, dass die fiinf Basis- 

elemente 
I ,  2, 1; I ,  3, I ;  I ,  5, I ;  I ,  1 I ,  I ;  - - I ,  - - I ,  2 

eine Gruppe yon Charakteren erzeugen, unter denen nur das Einheitselement 

dureh rationale Punkte auf der Kurve (3)vertreten wird. Der Rang dieser Kurve 

ist also aueh nieht griSsser als vier. 

Auch in mehreren anderen Fi~llen, wie z. B. fiir e----2io----2.3.5.7, gelingt 

nach dieser Methode die genaue Bestimmung des Ranges. Doch ~verden die t~ber- 

legungen je weitli~ufiger, je mehr Primfaktoren e enthi/lt. Als zweites Beispiel 

betraehten wir e =  I 2 5 4 =  2.3.11.] 9. Im dritten Absehnitt werden wit  fiinf als 
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untere  Grenze des Ranges  fiir  diesen Fall finden. Wollen wir  beweisen, dass 

fi inf auch der r icht ige Rang  ist, so gilt  es bier  nu r  eine Gruppe  yon Charakteren  

mi t  vier erzeugenden Elementen  zu best immen,  so dass n u t  zu dem Einheits-  

elemente ra t ionale  Punk t e  der  Kurve  gehSren. Als solche Elemente  nehmen  wi t  

I, 2, I; I, 3, I; I, I I ,  I; I, I9, I. 

Die Gruppe besteht  somit  aus siimtliehen Charak te ren  I, k, 1, wo k die Tel ler  

yon I254 durchli~uft. Als erste Bedingung ftir ra t ionale  P u n k t e  erhal ten wir, dass 

u ~ + w ~ - -  2 k v ~ = 0 

ra t ionale  LSsungen besitzen soil. Un te r  den Fak to ren  3, I I und 19 dar f  mithin  

keiner  in k enthaaten sein. Nur  der Fall  k = 2 bleibt noch iibrig zu behandeln.  

Hie r  ha t  man, in Ubere ins t immung mit  (6), noch die Bedingnng,  dass 

2 v 2 - -  u'* = w-" - -  2 v-" ---- 627 t-" 

ra t ionale  LSsungen besitzen soll. Dies ist  jedoch unmSglieh, da 2 zu keiner  der  

Pr imzahlen 3, 11 und x9 quadra t i seher  Rest  ist. 

I I .  

5. Es sei je tz t  e eine Pr imzahl  p. H ie r  mag zun/ichst e rw~hnt  werden, dass 

BILLING in den Tabellen am Ende der zi t ier ten Abhandlung  die Resul ta te  fiir 

c = 2 ,  3, 5, 7 mi tgete i l t  hat ,  und  zwar hat  die Kurve  fiir c = 2 ,  3 den Rang  

zwei und fiir c ~  5, 7 den Rang drei.  Es ist welter  bekannt ,  dass f i i r p = S k +  3 

der Rang  nur  zwei ist. Der  niedr igste  Rang,  der bei den yon uns behandel ten  

Kurven  vorkommen kann,  ist zwei, da ja  die drei  P u n k t e  auf  der Achse zusam- 

men mi t  dem unendl ich  en t fe rn ten  Punk te  ein System yon diesem Range  bilden. 

In  diesen vier Punk ten  haben wit  Repri isentanten fiir die Einhei tsklasse und ffir 

die Klassen mi t  den Charak te ren  

(9) p,  2, I; - - x ,  - - p ,  I; --  I, - - 2 ,  p. 

W e n n  es auf  der Kurve  noeh andere ra t ionale  P u n k t e  gibt,  so liisst sieh zeigen, 

dass der Rang  hiSher als zwei ist. Gibt  es nun auf  der Kurve  ra t ionale  Punkte ,  

die zu anderen  Klassen gehiSren, so lassen sieh offensiehtlieh diese Klassen dureh 

Komposi t ion  mit  den oben angef i ihr ten  auf  solehe reduzieren,  fiir welehe p nieht  

in den Oharakteren eingeht .  Derar t ige  Oharaktere  gibt  es ausser dem Einheits-  

eharak ter  nu r  drei, n~mlieh 

(IO) - - I , -  I, I; I ,  2, I; - - I , - - 2 ,  I. 
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Die Frage naeh dem Range  ist also beantworte t ,  wenn man kennt ,  welche yon 

den Klassen mi t  den Charak te ren  ( I o ) d u r c h  ra t ionale  P u n k t e  ve r t re ten  sind. 

Je uachdem die Antwort auf keine, eine oder drei lautet, hat die Kurve den Rang 

zwei, drei oder vier. Fiir p-----2 geh t  (9) in 

(9,) i,  I, 2; - - i ,  - 2 ,  ,;  - - 2 ,  - - x ,  x 

fiber, und in (Io) bleibg nur  der  erste  Chavakter  - -  x, - -  I, I iibrig. 

Bei den Ausdrficken ffir x - -  c, x und x + e in einem ra t iona len  Punk t ,  die 

wir  hier  geben wollen, lassen wir  die als Nenne r  auf t re tenden  Quadra te  t ~ for t .  

Dies bedeute t  ja  nur,  dass in den Differenzen entspreehende  Quadra te  zu e hin- 

zugefiigt  werden. Fiir  den Charak te r  - - x ,  - - I ,  I erhMten dann die Ausdriieke 

der drei  GrSssen die Gesta l t  

(II)  - - u  ~, - - v  ~, w ~. 

Hieraus  erg ib t  sieh 

( I  2 )  e ~ tr _ y.* = W2 At_ V~. 

Gibt  es auf  der  Kurve  ra t ionale  Punk te ,  die zu dieser Klasse gehSren,  so kann  

also c keine P r imfak to ren  4 k + 3 enthal ten.  In  en tspreehender  Weise  erhal ten  

wir  fi ir  die n~ehst fo lgende Klasse die Zusammenste l lung:  

(,,,) 2 u  ~, v ~, 2w~;  

(I2,) e = v ~ -  2 u ~ = 2w ~ -  v ~. 

In diesem Falle dfirfen also in c keine P r im fak to r en  8 k + S oder  8 k + 5 vor- 

kommen. Ffir die letzte  hier  in Rede s tehende Klasse - - I ,  - -2 ,  I bekommen wir: 

(,,..) - 2 u  ~, - v  ~, 2 w ~ ;  

( I 2 ~ )  e ~ -  2 u s -  v ~ = 2 w 2 + v ~. 

Hie r  sind f i i r c  die Fak toren  8 k + 3, 8 k + 5 und 8 k + 7 ausgeschlossen.  

Diese Ergebnisse besti~tigen fiir den Fall, dass c eine P r i m z a h l p  bezeichnet,  

den Satz, dass ffir p -~ 8 k + 3 der Rang  n u r  zwei sein kann.  Wir finden auch, 

dass fiir p = 8 k + 5 und 8 k + 7 der ]faximalwert des Rm~ges drei ist. Nu t  f i ir 

p = 8 k + I gibt es eine Mb'gliehkeit yon einen~ Range tier. 

6. Es ist hier  leicht  einfache explizite Ausdriicke fiir e herzustel len.  Le ider  

en tha l ten  diese Ausdriieke gewShnlich fiberflfissige quadra t i sche  Faktoren .  Aus 

(I 2) ergibt  sieh 
19 - 632042 Acta mat]wmatica. 77 
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(I3) U ' - - W ' = 2  V ~. 

Es wird a n g e n o m m e n ,  dass u, v und w keine geme insame  F a k t o r e n  besitzen. 

Nach  (13) sind dann u und w ungerade  Zahlen und  v ~ te i lbar  durch  vier. Man 

erh~lt  aus (13) 
u + _ w = 2 m  2" u ~ w = 4 n " .  

Also haben  wir  

(I4) u = m  ~ +  2n2; w = +  (m 2 - 2 n ~ ) ;  v = z m n .  

Als Ausdruek  fiir c b e k o m m e n  wir j e tz t :  

(I5) C-~(U"}- v ) ( u - - v ) = ( m ' - } -  2ran-{-  2 . ' ) ( m ' - -  2 m n a t -  2,1') = 

---: ((m + n)' + n ' ) ( ( m -  n)' + n ' - )= m" + 4n4 = f ( m , n ) .  

H i e r  sind m u n d  n te i l e r f remde  ganze  Zahlen.  Fiir  m i s t  i m m e r  eine ungerade  

Zahl  zu setzen. J e  n a e h d e m  n ge rade  oder  unge rade  ist, ha t  m a n  e ~ x oder  

5 (rood. 8). D a  c also b ier  den F a k t o r  2 n ich t  en tha l t en  kann ,  so g ib t  es, 

wenn c eine gerade  Zahl  ist, n iemals  auf  der  Kurve  ra t iona le  P u n k t e  mi t  dem 

C h a r a k t e r  - -  1, - -  I, 1. H i e r a u s  fo lg t  die R ich t igke i t  der B e m e r k u n g  in Nr .  3, 

nach  welcher 2 r +  2 die Maximalzah l  des Ranges  bezeichnet ,  wenn c r ungerade 

F a k t o r e n  enth~lt .  

Nach  (I21) h a t  man 

(I31) V ~ =  U ~ + W ~. 

Zwei MSgliehkei ten g ib t  es hier  fiir die Ausdri ieke yon u, v und w, nitmlieh: 

(I4x) 
v ~ m 2  + n~; u = m 2 - - n 2 ;  w : 2 m n .  

Es gi l t  der  obere oder  un te re  Fall,  je  n a e h d e m  

m2 --  n~ - -  2 mn  ~ o. 

W i r  e rha l ten  j e tz t  

( i 5 , )  - ( w  + ,,) (,,, - . )  - 

=+_ ( m " - - n ' +  2 m n ) ( m  ~ - n  ~ - 2 m n ) = +  [ ( m ' - - n " )  ~ ' - 4 m ' n ' ] =  

---- _+ ((m + n)" - -  2 n ')  ((m --  n) ~ - 2 n ' ) - - - + [ m '  + n 4 - 6 m  2n 2 ] - -  

= + [(m 2 + n~) 2 - -  S m '  ,~1 ---- + g (m, n). 

Es ist h ier  eine yon den Zahlen m und n gerade  und die andere  ungerade .  Aueh 

hier  kann  c die P r imzah l  2 n icht  en tha l ten .  



(I 3~) 

Hier hat man als erste MSgliehkeit 

(14~) u = m  ~ + n~; v = m ~ - - n ~ ;  

Es ergibt sieh hieraus naeh (I2~) 

(~ber rationale Punkte auf Kurven y~-~--x(x 2 -  c2). 

Zuletzt erh~lt man nach (12~) 

U 2 ~ y ~ q-  W 2. 

W ~ 2 m ~ .  
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(t5.~) c ~ ( m 2 - - n ~ )  ~+ 8mZn2=(m 2 +  , ~ ) ~ + 4 m 2 n ~ = m ' + n ' + 6 m ~ n S = h ( m , n ) .  

Aueh bier muss c eine ungerade Zahl sein. 

Bei der zweiten MSgliehkeR haben wir 

(16) u = m  "~+ n~; v = 2 m ~ ;  w = m  ~ - n  "~. 

Hieraus folgt naeh (I22) 

(I 7) c ~ 2 (m ~ + ,~)2 _ 4 m~ n'  = 2 (m' + n') = h, (m, n). 

S~mtliche vier Formen f (m,  n), g (m, n), h (m, n) und h 1 (m, n) iibereinstimmen 

darin, dass sie harmoniseh sind, und dass die i~quianharmonisehe lnvariante den 

Wer t  4 hat. Far  h(m, n) und h~(m,n) soil eine yon den Zahlen m u n d  n gerade 

und die andere ungerade sein. Sind beide diese Zahlen ungerade, so ersetzt man 

dieselben dureh m + n und m - - n  und kommt, naeh Ausseheidung des Faktors 4, 
2 2 

in die andere Form fiber. Dureh h~ (m, n) werden also nur gerade und dureh die 

drei iibrigen Formen nur ungerade e-Werte dargestellt; die etwa in den Formen 

eingehenden quadratisehen Faktoren denken wir uns dabei ausgesehieden. Auf 

Grund der Komposition der Klassen gilt hier die bemerkenswerte Eigensehaft, 

dass eine Zahl, welehe dureh zwei yon den Formen f (m, n), g (m, n) und h (m, n) aus- 

gedrffekt wird, sich auch dutch die dritte Form ausdriicken l~st. Man beaehte noeh, 

dass dutch dlese Formen keine Quadrate dargestellt werden kSnnen. 

7. Wir  betraehten zuerst die Form h(m,n), welche nur Primfaktoren 8 k + 1 

enthalten kann. Es sei m eine gerade und n eine ungerade Zahl. Wenn man m 

und n variieren l~sst, so bekommt man die verschiedenen rationalen Punkte mit 

dem Charakter --  I, - -2 ,  I. Die Kurve, zu welcher ein solcher Punkt  gehSrt, 

wird durch den c-Wert bestimmt, der nach Wegschafl~ung der quadratischen 

Faktoren iibrig bleibt. Wir geben hier einige Beispiele. 
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I) m = 2 ,  n =  1; e----4I. 

2) r e = z ,  n = 3 ;  c = 3 1 3 .  

3) m =  2, n = 5; e~--x24I = I7.73. 

4) m-----4, n =  I; e = 3 5 3 .  

5) m = 4 ,  n = 3 ;  e =  I2Ol. 

6) m = 4 ,  n = 5 ;  e = 3 2 8 1  = 17.I93. 

7) m = 6 ,  n =  x; e = 1 5 I  3 =  17.89. 

8) m----- I4, n = 1; e =  137 =-- x37.289. 

Dass in dem letzten Beispiel 137 nieht  ohne Hinzufi igung eines quadrat isehen 

Faktors  in der Gestalt  h(m,n) gesehrieben werden kann, sieht  man leicht, und 

der kleinste quadrat ische Faktor,  der hier auf t re ten  kann, ist ja  2 8 9 =  17 ~. Hier  

stellt  sich die Prage auf, wie sich zu einem gegebenen c-Wert ein Quadra t  K -~ 

best immen 1Ksst, sodass das Produkt  c K  ~ bei geigneter Wahl  yon m und n sich 

in der Gestalt  h(m,n) schreiben fiisst; dabei diirfen offenbar c und K nur  Prim- 

faktoren 8 k + I enthalten.  In  

c----a ~ +  b 2, K = ~ §  ~7" 

denken wir uus DarsteUungen yon e und K als Summe yon zwei Quadraten.  

Man hat  dann 
K '  ---- (~-* - ~')" + 4 ~" 7/". 

Fiir das Produkt  e K  z erhal ten wir je tz t  

(I8) (a(~ z -  ~') + 2 b~)-* + (b(~ "~- 7 ' ) - -  2 a ~ )  ~. 

Aus (I5~) sehen wir, dass h(m,n) sieh als Summe der Quadrate  zweier GrSssen 

darstellen l~sst, die yon der Ar t  sind, dass wir fiir die Summe und die Dif- 

ferenz der Gr6ssen die Quadrate  (m + n) ~ und ( m - - n )  ~ erhalten.  Es en ts teh t  

so die Frage,  wie sieh diese Bedingungen fiir (I8)ausdri ieken.  Man erh~lt  hierzu 

die Antwort ,  dass ~ und ~ so gewKhlt werden miissen, dass die Formen 

(a + b) (~ ' - -  V")-- 2 ( a - -  b)~7; 
(x9) 

( a - - b ) ( ~ 2 - - V ~ ) +  2 ( a +  b)~ 

Quadrate  darstellen, wobei es natiirl ieh erlaubt  ist  fiir eine Form (I9) das Zeiehen 

zu ~ndern. Als Diskr iminante  der beiden Formen (19) bekommt man 

8 (a ~ + b') = 8 c. 
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Fiir die Existenz der Begleitformen ( I 9 ) y o n  c ist es nur notwendig, dass die 

Primfaktoren yon c die Gestalt 4 k + i haben. Ohne die Versch~rfung yon 4 k + I 

zu 8 k § I ist es aber hie mSglich die obigen Bedingungen fiir ~ und ~7 zu er- 

fiillen. 

Ffir c ~  I37 haben wir a~-  II, b----4, und die Formen (19) gehen in 

I 5 ( ~ - - ~ ] ' )  - I 4 ~ ;  7(~9--~ ~) + 3o~ /  

iiber. Im Beispiel 8) kSnnen wir setzen ~-----4, ~ = I. Naeh Einfiihrung dieser 

Werte in die Formen erhalgen wir die Quadrate 169 und 225. Die Ermittlung 

neuer LSsungen seheint eine reeht sehwierige Aufgabe zu sein. Wi t  versuehen 

mit dem einfaehsten FaUe e = 4 I .  Als Formen (I9) erhalten wit hier 

Der LSsung g---- I, ~1 = o, fiir welehe wit die Quadrate 9 und I bekommen, ent- 

sprieht das oben angegebene Beispiel I). Es gilt fiir e = 4 1  einen anderen 

rationalen Punkt  auf der Kurve mit dem Charakter - - I ,  - -2 ,  i anzugeben. Zu 

dem Ende kSnnen wir yon rationalen Punkten der Kurve mit Charakteren - -x ,  

- - I ,  I und I, 2, I ausgehen, die wir in den folgenden Nummern bestimmen. 

Wenn wir zwei solehe Punkte dureh eine gerade Linie verbinden, so gehSr~ ja 

der dritte Sehnittpunkt zum Charakter - - x , -  2, I. Je naeh der ~W'ahl der 

y:Werte fiir die beiden ersten bekommen wir fiir den dritten Punkt  zwei LSsungen 

fiir x -  e, x und ~ + c. Fiir eine yon diesen LSsungen, die mas bereits dureh 

das Beispiel ~) bekannt ist, haben wir K-----~. Fiir die andere erhiflt man K =  

der Primzahl 2Io89. 

8. Fiir die 

naeh (15) 

zu dem Charakter -- I, -- I, I gehSrenden c-Werte haben wir 

e - + + - n )  + n ' ] .  

Wiinscht man hier Primzahlwerte fiir c, so muss einer yon diesen Faktoren eine 

quadra~ische Zahl darstellen. Nun sieht man leicht, dass bei einem gegebenen 

Wert  fiir den einen Faktor der mitfolgende sich in vier verschiedenen Weisen 

bestimmen l~sst. Man hat ja bei der Darstellung des gegebenen Faktors freie 

Wahl einerseits zwischen geradem und ungeradem n, andererseits zwisehen gleichen 

und verschiedenen Zeichen fiir m und n, und eine ~nderung bei diesen Wahlen 

hat Einfluss auf den anderen Faktor .  Wir  nehmen an, der Weft  des Faktors 

(m + n) 2 + n ~ sei ein Quadrat. Es gibt dann zwei M5glichkeiten fiir ~lie Dar- 
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stellung des anderen Faktors  durch zwei Parameter  p und v. Wenn  i~ ungerade 

ist, setzen wir 

n-----/~--~;, m+ n=2/~v, m--n~2(,u~'--l, -~+v~). 

Wir  erhalten hieraus 

( 2 0 )  ( m  - , 0 '  § = - + + - , ' ) ' .  

Bei geradem n werden die Subst i tut ionen f i i r n  und  m + n vertauscht,  und  wir 

bekommen 
n ~ - - 2 t t v  , m + n ~ l ~ s - - ~  ~, m - - n = p ~ - - - ~ - - 4 1 ~ v .  

Es ergibt sich also 

(20,) (m --  n)' + n '  = (p' -- v' - -  4/zv)' + 4 p ' v ' .  

Man kann in (20) und  (201) /, und v mit  gleichen oder verschiedenen Zeichen 

nehmen. Der Ausdruck fiir (m + n) ~ + n 2 wird in allen F~llen (t, 2 + 9.),. Bemerkens- 

weft  ist, dass die Formen (20) und (201) gleichwertige Invar ian ten  besitzen. 

Hier  folgen einige Beispiele. Zuerst werden die Wer te  der Faktoren  yon 

f(m, n) und dann e angegeben. 

x) r e = i ,  n----I;  e = 5 .  

2) r e = I ,  n = 3 ;  I3.25; e = I 3 .  

3) m =  7, n = 5; 29.I69; e = 29. 

4) ra=~ --  I, , = 2I;  925.84I; e--~ 37. 

5) m = 4 I ,  n = 3 9 ;  I525.792I ~61.25.89~;  e = 6 l .  

6) m = -  I, n = 4 ;  41.25; e-----4x. 

7) m = - - 7 ,  n = 4 ;  I37.25; e~-I37. 
8) m = I ,  n ~ - 2 0 ;  7 6 1 . 8 4 I ;  e = 7 6 I .  

Aus diesen Beispielen sehen wir, dass fiir e = 5, I3, 29, 37 und 6I der Rang 

der Kurve drei ist. Es gibt  n u t  noeh eine einzige Pr imzahl  8 k + 5 < Ioo, niim- 

lieh 53. Die Frage,  ob fiir e-----53 der Rang  zwei oder drei ist, lassen w~r un- 

beantwortet .  Wieht iger  s ind hier  die result ierenden Primzahlen 8 k + I, well 

unter  diesen die Fiille yore l ~ n g e  vier fiir e = p  zu suehen sind. Da nach  der 

vorhergehenden l~lummer fiir e = 4 I  und c-----I37 aueh der Charakter  - - i ,  - -2,  I 

dutch  r~tionale Punkte  auf der Kurve vertreten wird, so folgt  d~mus bereits, 

dass in diesen Fdllen der l~a.ng v~er ist. Fiir e-----76I verhdlt es sieh ebenso, wie 

wir in der folgenden Nummer  finden werden. Andere zwe i -ode r  dreizifferige 

Primzahlen 8 k + I fiir e als die drei oben angegebenen habe ieh bei For tse tzung 
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der Un~ersuchungen nicht  finden kSnnen: Die Pr imzahlen 8 k + I scheinen also 

hier  viel seltener auf t re ten  als die Pr imzahlen 8 k + 5. Die vierzifferigen Prim- 

zahlwerte 8 k + i fiir c, die ich gefunden habe, s ind:  

(2I) I217, I32I ,  2777, 388I , 444I,  6641, 928I,  9377, 9521 , 96~ 

W i t  geben noeh einige Beispiele, w o e  P roduk t  von zwei Pr imzahlen  ist. 

9) m = 7, n = 8; 65.289; c = 65 = 5.13. 

IO) m-~47, n = 12; 3 6 2 5 . I 3 6 9 =  i25.29.3-]2; e----- 145 -~ 5.29. 

IX) m ~--- I I ,  n = 8; 425.73 ; e = 17.73 = 1241. 

I2) m = 6I ,  n = 8; 4825.2873 = I93 .25 . I7 . I69;  c = 17.I93. 

W e n n  man die Pr imzahlen 5 und 13 bzw. 5 und 29 auf  die beiden Fak toren  yon 

f(m, n} verteilt, so bekommt  man c ~ - 6 5  und c =  145 fiir m =  I, n = 2 bzw. 

m = 3 ,  n = 2 .  Die LSsungen c =  17.73 und e =  I7.193 fand ich zuerst  bei den 

Oharakteren - - I ,  - - 2 ,  I uncl I, 2, I. Dadurch  erhielt  ich die Veranlassung zur 

Aufsuchung  dieser L5sungen auch fiir den Charakter  - -  I, - -  I, I. 

9. Fiir den noch zu behandelnden Charakter  t, 2, I haben wir nach (I51) 

c - +_ [(~ + ~)'~ - 2 ~ ' ]  [ ( m  - . ) '  - 2 ~].  

Je  nachdem das obere oder untere Zeiehen %ilt, ist c------ I oder c-----7 (rood 8). 

H a t  man nun  fiir e eine Pr imzahl  p, so muss einer yon den obigen Faktoren  ein 

Quadra t  sein. Da wir hier die RoUen yon m u n d  n wechseln kSnnen, so ist es 

er laubt  fiir n e i n e  gerade Zahl zu nehmen. I s t  jetzt  

(m + n) ~ - 2 ~ = 1 ~, 
so kSnnen wir setzen 

m + n + l = 2 g 2 ;  m + n T l = 4 v ~ ;  n = 2 g v .  

Hieraus  fo lgt  

m + n = ~ +  2v~; l = + ( ~ - - 2 v ~ ) ;  m - - n = ~ Z +  2v "~-4 /*v .  

Naeh  Ausseheidung des quadrat isehen Faktors  (,u ~ -  2 v~) 2 bekommt man 

(22) * =--- + [($*~ + 2 v ~ - -  4 I . : v )  2 - -  8 t*2v2]. 

Hierzu fiigen wit  einige Beispiele. 

I) r e = i ,  n = 2 ;  e~-7. 

2) m =  13, n ~ - 6 ;  289.23; e = 2 3  . 
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3) m - - 5 ,  n : 4 ;  49.3I ;  e = 3  I. 

4) m = 53, n = 3 6 ;  53:29.2303 = ~ . 4 9 . 4 7 ;  e ----- 47. 

5) m ~ 6 ,  n-----5; 71.49; e:=71.  

6) m ~ 5 ,  n = 2 ;  e----4I. 

7) m ~  37, n-----I4; 22o9.I37-~4-72.I37;  e =  I37. 

8) m ~ 4 I ,  n---- IO; 2 4 O l . 7 6 I = 7 4 . 7 6 I ;  e-----761. 

9) m ~ I 3 ,  n = 4 ;  257.49; e ~ - 2 5 7 ,  

Io) m-----17, n = 6 ;  457.49; e~ -457 . '  

II)  m ~  7, n = 2 ;  e----I7.73. 

12) m ~ I I, ~ = 47 e =  17. I93. 

Fiir e ~ 7, 23, 3 I, 47 und  7I, also ffir die fi inf ersten Pr imzahlen  8 k  + 7, 

ist mi th in  der Rang  drei. Ein analoges Verhiiltniss bemerkten wi t  in der  vorigen 

N u m m e r  ffir die Pr imzahlen  8 k + 5- Pr imzahlen 8 k +  I < IOO gibt  es fiinf, ngm- 

lieh I7, 4[ ,  73, 89 und 97. Wie  wir gesehen haben  ist  es sehr le ieht  f l i t  c-----4I 

repri isentierende Punk t e  zu den drei Charakteren  - - I ,  - - I ,  I; I, 2, I und - - I ,  

- -2 ,  i zu finden. Dagegen  ist uns dies in keinem FaUe fl i t  die vier Pr imzahlen  

17, 73, 89 und 97 gelungeu.  Die Vermutung  l iegt  nahe, dass der  Rang  in diesen 

vier Fi~llen nieht  fiber zwei kommt  t. Die P r imzah lwer te  fiir  e, zu denen wir  einen 

Rang  vier gefunden  haben,  sind 4I,  I37 und 76I.  Doeh haben wir h ier  ffir 

e ----- 76I keine zum Charak te r  - -  I, -- 2, I gehSrende LSsung gegeben;  eine solche 

li~sst sich wohl kaum ohne einen sehr  grossen mi t fo lgenden quadra t i schen F a k t o r  

hersteUen. Meine Bes t rebungen  auch fiir andere  Fiille e = i o  e inen R a n g  vier  

nachzuweisen,  wie z. B. ffir eine yon den zehn Pr imzahlen  (2I), haben zu keinem 

Resul ta te  geffihrt.  Ieh  muss also die Frage  often lassen, ob es eine begrenzte  

oder  unbegrenzte  Anzahl  dera r t ige r  Pr imzahlen  8 k +  I glbt.  Nach  unseren Resul- 

t a ten  sind noeh zwei andere  Kurven,  e = 17.73 und e = 17.I93, dureh  ra t ionale  

Puuk t e  fiir siimtliche drei Charak te re  ver t re ten.  Auch hier  bleibt  die F rage  un- 

entsehieden, in wie wait, wenn e sowohl Pr imzahl  als zusammengesetz te  Zahl  sein 

daf t ,  die Anzahl der Wer t e  mi t  dieser Eigensehaf t  begrenzt  oder  unbegrenz t  ist.  

10. Wir  be t rach teu  hier  noch den Fall c = 2 p .  Nach  Nr. 6 wissen wir, dass, 

wenn c den F a k t o r  2 enthiilt,  so kann  un te r  den Charakteren  - - I ,  - - I ,  i; I, 2, I 

und  - - I ,  - - 2 ,  I hSchstens der  letzte du tch  ra t iona le  P u n k t e  ve r t r e t en  werden.  

Hieraus  zogen wir die Folgerung,  dass ffir c----2p, w o p  eine ungerade Pr imzah l  

i Dies folgt in der Tat aus einem Satze, nach welchem fiirc =p----a~+ b ~ x (rood 8) mit 
a + b ~ + 3 (rood 8) der Rang nut zwei ist. 
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bedeutet, r Rang hSchstens vier sein kann. Bei diesem h5chsten l~ang vier 

miissen notwendig rationale Punkte mit dem C h a r a k t e r -  I , - - 2 ,  I auf der Kurve 

vorkommen. Nach (x7) hat man dann 

e -= 2 (m' + . ' )  = h, (m, ,,) 

wo eine yon den Zahlen m und n gerade und die andere ungerade sein soll. 

Primfaktoren yon m4+ n 4 miissen in diesem Falle yon der Gestalt I6 k + I sein. 

Dagegen ist bei den drei F~illen e = p ,  nttmlich p = 4 I ,  x37 und 76I, fiir welche 

wir den Rang vier gefunden haben, stets p----9 (rood I6). Der Gedanke liegt 

nahe, dass dies iiberhaupt fiir Primzahlen gilt, die zu dem Range vier fiihren. 

Wi t  geben zun~ehst einige Beispiele 

I) m = I ,  n = 2;  (3 = 2.I 7. 

2) m = 2 ,  n = 3 ;  e =  2.97. 

3) m = I, n = 4 ;  e=-2.257. 

4) m = 3, n ---= 4; e ----- 2.337. 

5) m ~ 2 ,  n = 5 ;  e = 2 . 6 4 I .  

6) m = 5 ,  n = 6 ;  e = 2 . I 9 2 1 .  

7) m = I 3 ,  n-----8; c = 2 . I I  3 . 

[m letzten FaDe ist ein Faktor 17 ~ yon m4+ n 4 ausgesehieden. 

Nach Nr. 2, womit man *Rang yon Kurven~, S. 228 vergleiehen mag, sind 

fiir e = 2 p l p ~ . . . p ~  die Charaktere, welche die Punkte x = e ,  o , - - e  auf der 

Aehse als Reprgsentanten haben, bzw. 

(23)  P l P ~ . . . P r ,  I ,  2; - - I ,  - - 2 p i p 2 . . . p r ,  I ;  - - P l P s ' "  . P r ,  - - I ,  2. 

Die beiden ersten kSnnen wir als erzeugende Elemente der Gruppe der Charaktere 

w~hlen. Fiir die Bestimmung des Ranges muss man wissen, wie viele andere 

erzeugende Elemente noch nStig sind. Dass f i i r c  ~ 2.I 7 der Rang vier ist wird 

dureh die Existenz der Folge 

(24) I, 9, I7, 25 

klargelegt. Bieraus erhalten wir ja unmittelbav die beiden Punkte, wobei die 

zugehSrigen Oharaktere beigefiigt werden: 

(25) ( I ,  9, I7) 17; I ,  I ,  17. 

(251) (9, I7 ,  25)14-7; I ,  I7 ,  I .  
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Durch  Kombina~ion bekommen wir welter  

(25~) ( I7 ,  49, 8 I ) { { ;  I7, I ,  I. 

Da keiner  der  Charaktmre (25), (251) und (25~) mi t  einem Charak te r  (23) fiir 

lh P~ . -  �9 pr---- 17 zusammenfiillt ,  so muss der Rang  vier sein. 

Wi r  geben noeh fiir e = 34 Repri isentanten fiir die iibrigen 0harak te re .  

Ohne Miihe finder man  

(I6, 25, 34) �89 I, I, 2.I 7. 

(64, 81, 98) 2;  I ,  I ,  2. 

(I6, I7, 181 34; I, 17, 2. 

Indem wir die Rela t ionen (4) benu~zen, finden wir leieht  die folgenden Punkte ,  

die zu den noeh i ibrigen Oharak~eren gehiJren. 

( - -  50, - -  I6, I8); - -  I ,  - -  2, I. 

( - -  36, - -  2, 32); - -  2, - -  I, X. 

( - - 9 8 ,  - - 1 7 ,  64) ~4. ~ i ,  - - 2 ,  - -  I 7 ,  I .  

( - - 3 4 ,  - - 9 ,  I6) ]~; - - 2 . 1 7  , - -  I, I. 

( - - 8 x  32, I7) s~. , - -  i 9 ,  - -  I ,  - - 2 ,  17. 

( - - I 7 , -  8, I ) ~ 4 ; -  17 ' - - 2 ,  I. 

Ein anderes Beispiel, wo man leieht  sieh~, dass der Rang  vier ist, haben wit  

in e-----2.I 13. Ein ra t iona ler  P u n k t  ist bier  

(49, 8I, II3)'qt-6-s; I, I, II  3 . 

Dureh Komposi t ion  y o n -  I , - - 2 ,  I mit  I, I, II 3 erhiilt  man  

- -  I,  - -  2, I I  3. 

Da keiner  yon diesen drei Oharakteren mit  einem Charak te r  (23) identiseh ist, so 

ist unsere  Behaup tung  bewiesen. Fiir diese Kurve  geben wit  noeh die folgenden 

ra t ionalen Punk te :  

(64, I .I3,  I 6 2 ) - ~ - f ;  I,  I I  3, 2. 

(56~, 57 ~, 2.41 *) 2; I, I, 2. 

( 1 1 3  ' 4 i ~ ,  5 7 ~ )  1J3 .  16-~' I I3 '  I ,  I. 

Aus diesen Punk t en  lassen sieh vermi t te ls t  der Relaf ionen (4) andere  herlei ten.  

Zuletzt  bemerken wit, dass der Charak te r  - - 2 ,  - - I ,  I dureh Komposi t ion  yon 

I, I, 2 und - - I ,  - - 2 ,  I ents teht .  Die Charaktere ,  in denen 10 nieht  eingeht,  

sind mithin  dieselben fiir 19 = 17 und 10 = 113. 
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11. F i i r c  = 2p,  ebenso wie fiir c = p ,  kSnnen wir mit  Hilfe  yon (23) die 

vorkommenden  Charaktere  auf  solche reduzieren,  in denen p ' n i c h t  eingeht .  Diese 

bilden eine Gruppe  (2 ,2 ,2 ) ,  fiir welche man - - I ,  - - I ,  I; I, 2, I; und 2, I, I 

als erzeugende Elemente  nehmen kann. Die in dieser Gruppe entha l tenen  Cha- 

raktere  der Kurve  kSnnen en tweder  aus einer Vierergruppe,  aus einer Gs oder  

nu r  aus der Identit~it bestehen.  Je  nachdem dies der Fall  ist, ha t  die Kurve  

den Rang  vier, drei oder zwei. Dabei  bezeichnen wir  als Charaktere  der Kurve  

diejenigen Charaktere ,  die auf  der Kurve  reprRsentierende P u n k t e  besitzen. Fi i r  

den Rang  vier kennen wir berei ts  die Bedingung,  dass - - I ,  - -2 ,  I ein Charakter  

der Kurve  sein muss. Dieser  Charakter  ist  E lemen t  in drei Vierergruppen.  

Abgesehen v o n ; d e r  Identi tRt,  en tha l ten  diese Vierergruppen die Tripel:  

26) - -  I ,  - -  I ,  I ;  - -  I ,  - -  2 ,  I ;  I ,  2 ,  I .  

(261) - - l ,  - -  I, 2; - -  I, - - 2 ,  I; 2, I, I. 

(26~) - - 2 , - - I ,  I; - - I , - - 2 ,  I; x, I, 2. 

Mit (26) brauehen wir  uns hier  n ieht  aufzuhal ten,  da wir aus Nr. 6 wissen, dass, 

wenn e eine gerade Zahl ist, - - i ,  - - i ,  i und  I, 2, I niemals Charaktere  der 

Kurve  sind. Betreffend die Elemente  in (261) werden wir  finden, dass dieselben 

niemals gleichzeitig Charak te re  einer Kurve  sein kSnnen. Im  Falle yore Range  

vier muss also das Tripel  (26~) aus Charak te ren  der Kurve  bestehen. Zwei Bei- 

spiele hierzu kennen  wir bereits aus der vorhergehenden  Nummer .  

Bei den fo lgenden ZusammensteUungen fiir x -  c, x und x:+ c wird der 

gemeinsame Fak to r  2 fortgelassen.  Fiir  den Charakter  - - I ,  - - I ,  2 erhal ten wir 

- -~t2~ ~ V 2 ~  2 W  2. 

Setzen wir c = 2 cl, so ergibt  sich hieraus 

(27) ci------ u s -  v ~ = v ~ + 2w ~. 

Man ha t  also 

(2s )  u = 2 (v'  + w' ) .  

Aus (28) fo lger t  man, dass u gerade, dagegen v und w ungerade sein miissen. 

Es ist  mi thin  ex-~ 3 (rood 8). P r imfak to ren  yon el kSnnen sowohl ~ I als ----- 3 

(rood 8) sein; doeh  muss die Anzahl  yon der le tz teren Ar t  ungerade  sein. I m  

FaUe einer  Pr imzahl  cl muss also diese hier  yon der Gesta l t  8 k + 3 sein. Da 

hier  fiir den Charakter  - -  I, - -  2, I e 1 ~  x (rood I6) ist, so sieht  man,  dass das 
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Tripel (261)niemals Chamtktere einer und derselben 

fiigen wir einige Beispiele. 

I) U = 2 ,  V = W = I ;  e~---2. 3. 

2) ~t = IO, v = I ,  ~ o =  7; C =  2 . 1 I .  

3) u-----50, v---~ 3I, w---~ I7; e-----2.I9. 

4) u----26, v---- I7, w = 7 ;  e = 2 . 4 3 .  

Kurve sein kann. Hierzu 

Bei den vier ersten Fitllen e ---- 2p fiir p ---- 8 k + 3 ist demuach der Rang drei. 

Fiir e = 6 finder man dieses Resultat in den Tabellen am Ende der Ahandlung 

y o n  BILLING.  

In /ihnlicher Weise nehmen wir fiir den Charakter 2, i, x den Ausgangs- 

punkt yon 
2 ~Z, VZ, ~OZ. 

Man hat also 

( 2 7 ~ )  c l  - v s - 2 u ~ = w ~ - v ~ ;  

( 2 8 ~ )  w '  = 2 ( v '  - u ' ) .  

Aus (281) ist ersiehtlieh, class w t~ilbar dureh 4, u und v dsgegen ungerade 

Zahlen sein miissen. Naeh Einfiihrung yon zwei Parametern m und n bekommen 

wit jetzt leieht die folgende Darst~llung fiir u, v und w: 

(29) u--~+_..(m z -  2nZ); v = m " +  2nZ; w = 4 m n .  

Hieraus ergibt sieh naeh (271) 

(3 ~ ) e l = - - ( m  I +  2n z +  4mn)(m z +  2n z - 4 m n ) - - - ( m  4 + 4 n  ~ -  12m zn z ) =  

~_ i 6 m Z n  z -  (m z + 2uS) s - -  8 m S n  z _  (m s -  2uS) s. 

Nehmen wir m und n > o, so grit bier die Bedingung 

4 r a n  > m s + 2 n z. 

In (30) soil m eine ungerade Zahl bedeut~n; dagegen kann n sowohl gerade 

als ungerade seiu. Die Primfaktoren yon r sind yon der Gestalt 8 k _+ i. Da 

e i m - - I  (rood 8), so miissen Primfaktoren 8 k--x in ungerader hnzaJal auftret~n. 

Eine Primzahl e I muss also yon dieser Art  sein. Je nach dem Fair,or yon (3o), 

der Quadrat ist, kann man f i i r c  I in zwei Weisen eine Primzahl erhalten. Wi t  

schreiben 

(31 ) 4 m n - - m  s - 2 n z - ~  2 n  z - ( m -  2 . ) " ;  

(3Xl) m s + 2 n  ~ + 4 m n = ( m  + 2n) s -  2 n  z. 
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Soil nun erstens (3 I) ein Quadra t  bezeichnen, so muss offenbar n eine ungerade 

Zahl sein. Es ist  dann 2 n z - - 2  (rood I6); Hieraus folgt  ( m - - 2  n) z -  I (rood I6). 

Das Quadra t  ist  also ------x (rood I5). Man sieht hieraus, dass der Ausdruck 

(311) - -  I + 8ran- -7  (rood I6) sein muss;  etwa hierin eingehende quadratische 

Faktoren  sind ----I (rood I5). I s t  c~ eine Primzahl,  so muss mi thin  diese ----7 

(rood I6) sein. Zwei Beispiele finder man sofort. 

z) m ~ - n ~  I; e = 2 . 7 .  

2) m---- 3, n = I ;  (~= 2.23. 

Is~ andererseits  (311) ein Quadrat ,  so muss n eine gerade Zahl sein. Wie  

man  leieht sieht, ist  dann der Ausdruck (3o ) - - - - I  (rood I6). Da etwa auf t re tende 

quadrat ische Fak toren  - - I  (rood I6), so ist  c~ h i e r - - - - I  (rood I6), was aueh gilt, 

wenn e I eine Pr imzahl  bedeutet.  

Hier  folgen nun eiuige wei~ere Beispiele. 

3) m----7, n----Io; c----2.3I. 

4) m = 7 ,  n~---6; c--~ 2.47, 

5) m----3I, n----Io; c = 2 . 7 9 .  

6) m ~ I7, n ~ 8; e ~ 2.I2 7. 

Nun  sind 7 und  23 die beiden ersten Pr imzahlen 1 6 k + 7  und ebenso 3 I, 47, 79 

und i27 die vier ersten Primzahlen I61 r  In  allen diesen F~llen ist  mi thin  

der R a n g  drei fiir r = 2 p. 

12. Wi r  sind also, um den Rang  vier zu erreichen, auf  das Tripel (26~) 

hingewiesen. Wend wir bier zun~chst den Charakter  I, I, 2 in Betracht  nehmen,  

so haben wir unseren Ausgangspunkt  in der Folge 

~Z, f)Z, 2 W  ~. 
Wir  erhalten hieraus 

Es gil t  also die Relat ion 
C 1 - -  t) z -  U z ~  2 W  2 -  V 2. 

~2 = 2 ( V  ~ -  W~), 

welehe aus (281) hervorgeht,  wenn man u und  w vertauscht.  Hieraus  folgt,  dass 

man fiir e I dieselbe Parameterdars te l lung wie im vorhergehenden Falle erh~lt, 

nu t  mi t  geitndertem Zeichen. Wi r  bekommeu mithin 

(32) r 2 4 7  ~ -  I 2 m  ~n ~ = ( m  2 - 2 n z )  ~ - 8 m  -~n '=  

= (m ~ + 2 n V  - i 6  m~ n ~ = [ (m + 2 n ) ~ -  2 ~] [(~ - 2 . )~  - 2 ~ ]  = ~ (~, ~). 
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H i e r  ha t  man,  wenn m u n d  u > 0 g e n o m m e n  werden,  

m s +  2 n ~ 4 m , .  

I s t  nun  cl eine Pr imzahl ,  so muss  e iner  yon den quadra t i schen  F a k t o r e n  ein 

Q u a d r a t  sein. Hief f i i r  h a t  man die Bedingung,  dass  n e i n e  gerade  Zahl  sein 

muss,  und  man  finder nach  derselben Schlussweise wie am Ende  der  vor igen 

N um m er ,  dass eine solche P r imzah l  - -  I (rood I6) is~. Aueh h ie r  geben wir  e inige 

Beispiele. 

x) m-- - - I ,  n = z ;  c = 2 . x  7 . 

2) m ~ -  x, n----6;  c----2.97 . 

3) m - ~ 7 ,  n - ~ 2 ;  r  3. 

4) m 23, n ~ 4 2 ;  c----2.I93.  

5) m - ~  79, n == 22; c ~- 2.257. 

6) m-----49, n ~  I2;  c----2.337 . 

7) m~--- I ,  n =  3 0 ;  C - - ' 2 . I 9 2 I .  

I n  sitmtHchen diesen sieben Fi~llen ist  der  R a n g  vier .  Ffir  sechs F~lle is t  

dies berei ts  du tch  Nr.  IO klargelegt ,  wo m a n  finder, dass aueh  - - I ,  - - 2 ,  i ein 

C h a r a k t e r  dieser  K u r v e n  ist. Fiir ' e  ~ 2.337 f o | ~  der  Beweis aus den h ier  bei 

B e t r a e h t u n g  des Oharak te r s  - -2 ,  - -  x, I fo lgenden  Resul ta ten .  Man  beaehte ,  dass  

un te r  den sieben ers ten P r imzah l en  I 6 k +  I, I7, 97, IX3, I93, 24x, 257 und  337 

n u t  eine, n~mlich  24I ,  hier  oben fehlt .  

Beim iibrig ble ibenden C h a r a k t e r  - -2 ,  - - I ,  I ha t  man  fiir die drei GrSssen 

x -  c, x und x + e die Ausdri icke 

- -  2U2~ - -  V $, W ~. 
Man b e k o m m t  also 

(~1"~" 2 U  ~ - v  ~ v  ~ -I- W ~. 

Hie raus  e rg ib t  sieh die Re la t ion  

= : - :) ,  

welehe sieh yon (281) nu r  dn.rin unterscheidet ,  dass  u u n d v  Pl, . tz geweehse l t  

haben.  Aus den beiden Ausdri ieken fiir c~ s ieht  ran,n, dass c I hier  n u t  P r im-  

f ak to ren  8 k + I en tha l t en  kann.  Man  b e k o m m t  die PA,rnmeterdarstel lung 

u -~- m ~  + 2 n ~, v -~- q- (mZ - -  2 nZ),  w = 4 m n .  

Man erh~ilt 

(321) e l ~ m 4  + n4 + i 2 m ~ n ~ - ( m ~  + 2n~)~ + 8 m ~ n S =  

-~ (m ~ -  ~.n~) z + I6mZn 2 =  fi(m,n). 
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Wie  im vorhergehenden  Falle ist el ---- I (rood I6). Is t  cl eine Pr imzahl  p, so ist 

also p ~ I 6 k +  I. Zuletzt  geben wir einige Beispiele. 

I) m~-  I, n =  I; g ,=2.17 .  

2) m = I i ,  n = 3 ;  c = 2 . 9 7 .  

3) m =  I, n = 2 ;  c~--2 . I I  3. 

4) m = 3 ,  n =  I; e - -  2.I93. 

5) m = 2 9 ,  n = 8 ;  e = 2 . 2 5 7 .  

6) m = 27, n = 2; e ~- 2.337. 

7) r e = I ,  n----3; e = 2 . 4 3 3 .  

8) r e = I ,  n ~ - 4 ;  e = 2 . 1 2 1 7  . 

Hierbe i  sind die fo lgenden Ident i t i i ten  benutz t :  

9 7 . I 7 2 =  IO32 + I322; 

257.732 = 7132 + 9282; 

337.4 I2 = 72i 2 + 2162. 

Da e = 2.I93 hier  un te r  den Beispielen vorkommt,  so ist  es bewiesen, dass der 

Rang  fiir  diesen e-Weft  vier  ist. Zu e = 2.I93 muss dann auch der  Charak te r  

- - I ,  - - 2 ,  I geh~iren. Dies wird ~ibrigens durch die Iden t i tg t  

193.732=9613 + 3242 ~- 314 + 18 t 

besti~tigt. 

Fiir c = 2 c~ erhiilt man  beim Charak te r  - -  I, - -  2, I den W e r t v o r r a t  fiir e l 

durch die Form m 4 + n  ~, wobei  eine yon den Zahlen m und n gerade  anzunehmen 

ist. Erse tz t  man  hier  n mi~ 2 n, so bekommt  man die Form 

(322) m' + = ] ( . , ,  .). 

In  f ( m ,  n), #(m, n) und /~ (m, n) haben wir drei harmonisehe  Fo rmen  mi t  derselben 

i~quianharmonisehen Invar ian te  16. Man_.bemerke die Analogie mi t  dem in Nr. 6 

auf t re tenden  Forment r ipe l  f (m,  n), g (m, n) und h (m, n). 

Aus den vorangehenden  Ause inanderse tzungen ist ersiehflieh, dass, falls ein 

Charak te r  in einem der Tripel  (26~)oder  (262) auf  einer  Kurve  Repri isentanten 

ha~, so kann  e keinen P r i m f a k t o r  8 k  + 5 enthal ten .  E s  i s t a l s o  der Bang  n u t  

zwei  f i i r  o = 2 p, wenn p eine Prirazahl 8 k + 5 bedeutet. W ir  wissen welter,  dass, 

falls cl eine Pr imzahl  io bezeiehnet,  so hat  man  fiir die Charaktere  - - I ,  - - I ,  2 

und 2, I, I p = 8 k +  3 bzw. 8 k +  7 und fiir die Charal t tere - - 2 , - - I ,  i ;  - -  I, 

- -  2, I und ~, I, 2 p ~- I 6k  + I. Auch w e n n p  eine Pr imzahl  I 6 k  + 9 ist, hat mithin 
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die Kurve  f i i r  e = 2 p nur den Rang  zwei. Hier~u kommt, dass es f i i r  p = 8 k +  3 

und p = 8 k + 7 eine M6gliehkeit yore Range drei gibt, und dass nur f l i t  p = 16 k + I 

der Rang vier sieh erreiehen liisst. 

I I I .  

13. Wi r  wollen in dieser N u m m e r  den Fall, wo c ein P r o d u k t  yon zwei 

ungeraden  Pr imzahlen  darstell t ,  dureh  einige Beispiele beleuehten.  Es ist  uns 

n icht  gelungen die Frage zu entscheiden,  ob in diesem Falle  der Rang  h6her  als 

vier sein kann oder  nieht .  In  der  Ta t  kennen wir  kein Beispiel yon so hohem 

Range  als fiinf, w o e  n icht  ausser den Fa.ktoren 2 und 3 noch wenigstens zwei 

ungerade  P r imfak to ren  enthi~lt. 

Nach  Nr. 9 wissen wir, dass fiir e----- I7.73 und e = I7.I93 der  Ran g  nieht  

< 4  ist. W i r  woUen hier  zeigen, dass in diesen Fiillen der  Rang  aueh n ieht  > 4  

sein kann. In  

(33) 17, I, I; I, 17 , I; I, I, 17 

nebst  dem Einhe i t scharak te r  haben wir die Elemente  einer  Vierergruppe.  Eine 

Bedingung dafiir, dass wir fiir e = 17.73 einen Charak te r  der  Kurve  aus (33) 

e rha l ten  ist nun,  dass wenigstens eine yon den Ident i t i i ten 

x z -  I 7 y  z + 73 e2 = o  

sich befriedigen l~sst. Dies ist  aber  unm6glich,  da x7 und 73 zu e inander  

quadrat ische Nicht res te  sin& Da dasselbe fiir x 7 und 193 gilt, so ist  es erwiesen, 

class fiir e = I7.73 und e = I7.193 der Rang  vier ist. 

Anderersei ts  haben wi t  in 17 und  I37 zwei Pr imzahlen  8 k +  I, welche yon 

e inander  quadrat ische Reste  sind. Dass f i i r c  = I7.~37 der Rang  >= 4 ist, s ieht  

man aus der  Folge 
I2I ,  I37 , I53, 169, 

welche yon einer  Ar t  ist, die in der For t se tzung  dieses Abschni t t s  eine Haup t ro l l e  

spielen wird. Die Bedingung hier  fiir  einen Rang  > 4 ist, dass zu mindestens  

einem yon den Charak te ren  

I ,  ~ I ,  I; I ,  2,  I; ~ I ,  - - 2 ,  I 

ra t ionale  Punk te  auf  der  Kurve  geh6ren.  Es ist uns aber  n icht  gelungen der- 

ar t ige Punk te  zu finden. 
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Zwei andere Beispiele, wo der Rang der Kurve vier ist, haben wir f i i rc  -~ 5.13 

und c----5.29. Wir  wissen aus Nr. 8, dass in diesen Fiillen - - I ,  - - I ,  I zu den 

0harakteren der Kurve gehSrt. Fiir c = 5. I3 finder man leicht auf der Kurve 

den Punkt  

(34) (5, 9, I3)65.  

Es sind also in diesem Falle aueh 5, I, 13 und - -5 ,  - - I ,  x3, welehe dureh 

Komposition mit - - I ,  - - I ,  I entsteht, Charaktere der Kurve. Da keiner yon 

diesen drei Charakteren mit dem Oharakter fiir einen Punkt  auf der Achse zu- 

sammenf~llt, so muss der Rang >= 4 sein. Dasselbe liisst sieh fiir e =  5.29 beweisen. 

Indem wir yon dem Punkte 

(341) (9, 29, 49) 29 

ausgehen, kommen wir ja hier zu dem Oharakterentripel 

- -  I ,  - -  I ,  I;  I, 29, I; -- I, - -  2 9 ,  I .  

Es besteht ein wesentlicher Unserschied zwischen den Fifllen c-----5.I3 und 

e ---- 5.29, indem 5 und 13 quadratische Nichtreste, dagegen 5 und 29 quadratische 

Reste yon einander sind. Hierauf beruht es, dass die Charaktere der Kurven 

nicht aus einander hervorgehen, indem 13 und 29 vertauscht werden. Es bleibt 

noch iibrig zu beweisen, dass der Rang der beiden Kurven auch nicht > 4 sein 

kann. Fiir c = 5 . 1 3  haben wir in 

5, 1, I; I, 5, I; 1, 1, 5 

ein mit (33) analoges Tripel yon Charakteren, welehe auf der Kurve keine Repriisen- 

tanten haben. Fiirc----5.29 betrachten wir das Tripel 

1, 5, 29; 5, 29, 1; 29, I, 5. 

Flier bekommen wir jedesmalfi ir  e zwei Ausdriieke. Wenn wir diese identifizieren, 

so ergilot sieh bzw. die Relationen 

(35) u2 + 29w~ ' - -2 .Sv~=o;  5u 2 + w~--2.29v~--~-o; 29u~+ 5 w 2 - 2 v ~ = o .  

Die linken Glieder sind aber bier keine NuUformen. Keine yon den Relationen 

(35) li~sst sieh mithin befriedigen, und rationale Punkte mit einem yon den drei 

in Rede stehenden Charakteren gibt es keine auf der Kurve. Aus den vor- 

angehenden Auseinandersetzungen folgt, dass der Rang fiir e---~ 5.x3 und e =  5.29 

genau vier ist. 
2 0  - -  6 3 2 0 4 2  Ac~a mathematica.  7 7  
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14. Bei der  Abfassung yon ,>Rang yon Kurven,, war mir nur  eine einzige 

Kurve  (z) vom Range fi inf bekannt ,  und zwar ffir 

(36) c = 2.3.5.7. I I . I3.I  7. 

Diese Kurve  wurde aueh dor t  besonders zur Behandlung  aufgenommen.  Ohne 

Hilfe der  hier  folgenden Entwiek lungen  entdeekte  ieh spiiter drei neue Fiille, 

niimlieh fiir 

(36j) e=2.3 .7 .  I7.4I, 2.3.73.97, 2.3.97.I93 �9 

Doeh bemerkte  ieh damals nieht,  dass der  Rang  fiir e=~.3.7.17.4i sogar seehs ist. 

Wi t  nehmen unseren Ausgangspunkt  yon zwei Quadra ten  m ~ und n s (nS> ms), 

w o m  und n relat ive Pr imzahlen  bedeugen. Zwei F~lle sind zu unterseheiden.  

Im ersten Falle ist weder m noch n te i lbar  durch  3. Man hat  dann in ari thme- 

f ischer Progress ion 
2 m s + n s m s + 2 n s 

3 3 

eine von den Zahlen m und n 3 als Pak to r  haL, ist (37) 

3m'~ z m  s + n  s, m -~+ 2n  s, 3nS. 

(37) 

Im zweiten Falle, wo 

du tch  

(37~) 

zu ersetzen. 

In  unseren Unte rsuehungen  haben wir  e inen ra t ionalen  P u n k t  (lurch die 

zugehSrigen Wer t e  fiir x -  e, x und x + e eha.ralrterisiert, ohne den W e r t  fiir y 

besonders anzugeben. H ie r  f i ihren wir nun eine Verkiirzung ein, indem wir die 

gemeinsamen Fak to ren  der  drei GrSssen, welehe sich ja  leicht  best immen lassen, 

n icht  niederschreiben.  So bedeuten z. B. die Bezeichnungen (8, 13, I8) und 

( I I7 ,  I2I ,  I25) bei vollst~ndiger Ausf i ihrung (8, 13, I8) 13 bzw. (II7,  i2 t ,  I25) ~. 
In  (37) haben wit  eine Zusammenfassung yon zwei ra t ionalen Punk ten  

(38) ( 2 m s + n S m S + 2 n S ) (  2 m s - b n s m s + 2 n s  ) m s '  3 ' 3 ; 3 ' 3 ' nS ' 

welche zu derselben Kurve  gehSren. Fiir  diese Kurve  ist 

(39) e = - -  
~/~ m m s  2 m ~ - b  ~ s m S + 2  ~ s 

3 3 3 

wo quadrat ische Fak to ren  auszuschal ten sind. In  gleicher Weise bekommen wir 

aus (371) die Punk t e  
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(381) (3 mL 2 ~n ~ + n ~, m ~ + 2 .~);  (2 m" + . ' ,  m ~ + 2 .~ ,  3 "~). 
Hier hat  man 

(39,) c - 3 (n ~ -  "~') (2 m' + n')  (m~ + 2 n'). 

Ungerade Primzahlen in den Charakgeren der Punkte (38) und (381)miissen, 

wie unmittelbar ersichtlich ist, yon der Gestalt 8 k + ~ oder 8 k + 3 sein. Doch 

kaaln e aueh Primfaktoren 8 k +  5 und 8 k +  7 enthalten, welche dann vom Faktor 

n Z - - m  z herriihren. Fiir m ~ - I ,  n = 4  hat man c =  2.3.5.II, und die Punkte  (38 ) 

gehen in 
(I, 6, II); (6, Ix, I6) 

iiber. Diese Punkte haben in Nr. 2 die Bezeiehnungen Pt und P2. s, und es l~isst 

sieh offenbar Pz als Basispunkt der rationalen Punkte der Kurve dureh P2, 8 er- 

setzen. Wie in diesem speziellen Falle kann man aueh im allgemeinen die Punkte 

(38) und (381) nebst zwei Punkten au f  der Achse, als Basi~punkte fiir die rationalen 

Punkte betraehten. Wenn c durch (39) oder (391) definiert wird, hat man also einen 

Rang > 4  zu erwarten. D o c h  gibt es yon dieser Regel, wie wir sehen werden, 

seltene Ausnahmen, 

Es liisst sich ohne Sehwierigkeit beweisen, dass in (391) c mindestens drei 

Primfalr~oren enthiilt. ~3brigens ist mir bier nur ein einziger Fall mit drei Prim- 

faktoren bekannt, nitmlich 

27, 43, 59, 75; c =  3.43.59. 

Dagegen gibt es in (39) aueh eine MSglichkeit yon nut  zwei Primfaktoren~ wie 

die folgenden Beispiele zeigen. 

I, 9, I7, 25; c=2.17 .  

25, 73, 121, 169; c = 3 . 7 3 .  

12I, 137, 153, 169; e = I 7 . I 3 7 .  

529, 673, 817, 96I;  c=673.817.  

Andere Fiflle mit  nur miissig grossen Primzahlen scheinen nicht vorzukommen. 

Hierbei wurde yon dem einfachsten Falle abgesehen: 

(40) i ,  2, 3, 4; c = 2 . 3 .  

Der Rang ist hier bekanntlieh nur drei. Der Grund fiir diese Erniedrigung des 

Ranges hat man darin, dass yon den drei Charakteren I, 2, 3; 2, 3, I; 3, I, 2, 

welche aus der Folge (4o) hervorgehen, der letzte nach (23)auch den Punkt  

x = e auf der &chse als Reprgsentanten hat. Man kann hier nach anderen der- 



308 A. Wiman. 

artigen F~llen yore Range drei fragen. Ein solcher muss offenbar mit einer 

arithmetischen Progression 

(4x) u', 2v  ~, s, 4w", 

wo die Differenz = einem Quadrate t s ist, verbunden sein. Man hat dann c------2s. 

}tier findet man sofort die Bedingungen 

(42) u 2+ t ~ = 2 v 2 ;  v z+  t ' o = 2 w  2. 

Durch (42) wird eine Raumkurve vierter Ordnung yore Geschlechte eins bestimmt, 

und die LSsungen unseres Problems sind mit den rationalen Punkten dieser Kurve 

verbunden. Nun kenn'en wir bereits den rationalen Punkt  I, I, I, I, und aus 

diesem Punkte lassen sich andere herleiten. Zuni~chst suchen wir den vierten 

Schni~tpunkt mit der Schmiegungsebene. Fiir diese Ebene finden wir die Gleichung 

(43) u - - 6 v +  8 w - - 3 t = o .  

Mit Hilfe yon (42) bud (43)lassen sieh zwei yon den Veritnderlichen eliminieren, 

und man bekommt zwischen den beiden iibrigen eine Gleichung vierten Grades, 

wobei, da man bereits drei Wurzeln I : I  kennt, es nur nStig ist das erste und 

das letzte Glied zu berechnen. Fiir den vierten Schnittpunkt finder man so 

U ~ 2  3, V = - - I  7, W = - -  I3, t = 7 .  

Als Resultat finder man mithin 

(44) 529, 578, 627, 676; c=2 .3 . I I . 19 .  

Die erhaltene Kurve ist aber yore Range fiinf und also keine LSsung unserer 

Aufgabe. Doch erhiilt man ein System rationaler Punkte vom Range drei, wenn 

man als Basispunkte nut  Punkte auf der Achse und dutch (44)definierte Punkte 

benutzt. Die Berechnung anderer rationaler Punkte  der Kurve (42)scheint einen 

ziemlich grossen Aufwand yon Reehnungen zu erfordern. 

15. Wenn man Kurven yore Range fiinf aufzusuchen wiinscht, so ist es 

natiirlich vorteilhaft yon einem Kurvensystem ausgehen zu kSnnen, fiir welches 

man bereits weiss, dass der Rang wenigstens vier ist. Es gilt ja dann nut  die 

Bestimmung eines einzigen neuen Basispunktes, der yon den schon bekannten 

unabh~ngig ist. Wi t  wollen dies zuniichst durch das Beispiel 

(45) 16, 5I, 86, I2I ;  C-----2.3.5.7. I7.43 
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Punk t  

(46) 

w i r  kennen also drei Punkte:  

5i, 86); 

Die zugehiSrigen Charaktere sind 

(47) 
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Wie unmittelbar ersichtlich ist, liegt auf derselben Kurve noch der 

(84, 85, 86). 

(51 , 86, I21); (84, 85, 86). 

I, 3.I7, 2.43; 3.I7, 2.43, I; 3.7, 5.I7, 2.43. 

Dureh Komposit ion finder man hieraus noeh die folgenden Charahtere 

2.43, i, 3.i7; 7, 5, 3; 2.7.43, 5, 17; 7.I7, 2.3.5.43, I. 

Da also die drei Oharaktere (47)yon einander und yon den Charal~teren (23) 

unabh~ngig sind, so ist der Rang wenigstens fiinf. 

In  v611ig analoger Weise verh~lt es sich mit  dem folgenden Beispiel. 

(451) 289, 513, 737, 961; e=2.3.7.II.I9.67. 

Zu diesem e-Wer~e geh~rt noch der Punk t  

(461) (I32, I33, I34). 

Als Charaktere der drei Punkte  

(289, 513, 737); (513, 737, 96I); (132, I33, I34) 
hat  man 

(47,) I, 3.19, 11.67; 3.I9, II.67, I; 3.II, 7.19, 2.67. 

Dureh Komposit ion bekommt man hieraus 

11.67, i, 3-19; i, 7.1i, 2.3; 67, 7, 2.11.19; I9, 3.7.67, 2. 

Wie im vorigen Beispiel sieht man, dass der Rang _--> 5 sein muss. 

Insbesondere wird der R a n g  erh~ht, wenn mehr  als eine Folge (37)oder (371) 

zu derselben Kurve fiihrt. Hier haben wir als einfaches Beispiel 

(48) e = 2.3.I 1.19. 

Es gibt sogar vier Folgen, yon denen man zu dieser Kurve gelangt. Diese wollen 

wit hier zusammenstellen, wobei die drei durch eine Folge definierten Charaktere 

zu ihr hinzugefiigt werden. 
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(49) I6, I9 ,  22,  2 5 ;  I ,  19, 2 . I I ;  19, 2 . I I ,  I ;  2.II ,  I, 19. 

(491) 16, 27, 38, 49; I, 3, 2.19; 3, 2.19, I; 2.19, I1 3- 

(49~) 3, II ,  19, 27; 3, i I ,  19; I1, 19, 3; 19, 3, IX. 

(49s) 529, 578, 627, 676; I, 2, 3 . I I . I9;  2, 3.I1.I9, I; 3.II .I9,  I, 2. 

Wir finden, dass fiir kein Paar yon diesen Oharakterentripeln ein gemeinsames 

Element existiert. Hieraus folgL dass die beiden durch die zugehSrigen Folgen 

definierten Punktpaare Basispunkte fiir ein System rationaler Punkte yore Range 

vier sind. Da hierzu noch die rationalen Punkte  hinzukommen, bei denen das 

Zeichen -- in den Charakteren auftritt ,  so muss der Rang fiinf sein. Fiir diesen 

Schluss ist also nur die Kenntnis yon zwei beliebigen der obigen vier Folgen 

nStig. Aus den iibrigen Charakteren mit lauter Zeichen + erhglt man, wenn yore 

Einheitscharakter abgesehen wird, ein mit den obigen v511ig analoges Tripel 

I, IX, 2.3; II ,  2.3, I; 2.3, I, II.  

Doch existiert, so viel ich weiss, keine Folge yon vier Zahlen in arithmetischer 

Progression, yon welcher man zu diesem Tripel kommt. 

Fiir aeht yon den hier oben gegebenen Oharakteren erhglt man unmittelbar 

Reprgsentanten dutch die vier Folgen. Wi t  vervollstiindigen dies, indem wir bier 

noch reprgsentierende Punkte  fiir die sechs iibrigen angeben 1. 

(22,  49, 76); 2.I1, I, 19. 

(950, 961, 972); 

(19, 147, 275); 

(256 ,  275 ,  294 ) ;  

(II,  486, 961); 

2 .19 ,  I ,  3. 

I9 ,  3, I I .  

I ,  I I ,  2. 3. 

I I ,  2 .3 ,  I .  

(6, 25, 44); 2.3, 1, II .  

Die Kurve (48) ist nur das erste Glied einer Sehar yon Kurven des Ranges 

fiinf. Der Zusammenhang zwischen den Folgen (49) und (491) ist evident. Fiir 

(49) lgsst sich mit u = 4, v = 5 schreiben 

2 u 'm + V z u z + 2 t~ z 
~z, , , t#" 

3 3 

t Fiir 3, If ,  I9, I, 2 ha t  man beksnnt l i ch  einen Reprlisentanten im Punk te  x--~e. 
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U s + 2 V s 
In (49x) ist dann das dritte Glied 4 u ~ +  2v~ und die D i f f e r e n z -  Die 

3 6 
Folge (49t) erhglt also die Gestalt 

7 u S +  2v  z 4 u " +  2v  ~ 3 u S +  2 v  s 

6 3 2 

Nun sind in (49~)noeh die Bedingnngen 

(5 o) 7 u  s + 2 v S = i 8 w ~ ;  3 us+2vs- -=-2 t  ~ 

befriedigt. Dureh (50) li~sst sich eine Raumkurve 4. Ordnung yore Gesehlechte 

eins definieren. A u f  dieser Kurve sind erstens die in der Ebene u-----o liegenden 

Punkte rational; fiir diese Punkte sind die Schmiegungsebenen stationiir. Daneben 

kennen wit den rationalen Punkt  u = 4 ,  v = 5 ,  w ~ 3 ,  t-----7, und dureh Zeichen- 

~nderungen erh/~lt man hieraus sieben amiere rationale Punkte. Indem man yon 

diesen Punkten ausgeht, lii sst sieh die Bestimmung yon rationalen Punkten fort- 

setzen; dabei benutzt man entweder die Sehmiegungsebenen oder Ebenen, welche 

in einem Punkte beriihren und dutch einen anderen hindurchgehen. Es liisst 

sich nicht bezweifeln, dass man in solcher Weise eine unbegrenzte Anzahl yon 

rationalen Punkten erh~ilt. Jeder  solchen LSsung u, s, v s, w ~, t s llisst sich nun eine 

Kurve (2)yore Range fiinf zuordnen. Auf einen anderen m~ssigen e-Wert als 

(48) scheint man dabei nieht zu s~ossen. 

16. Wir werden jetzt zu einem neuen unendlichen System yon Kurven des 

Ranges vier iibergehen, das mit dem vorangehenden die Eigensehaft teilt, dass 

jedem Paare yon relativen Primzahlen eine Kurve zugeordnet wird. Wi t  nehmen 

hier m s und n s mit verschiedenen Zeichen und sehreiben so die Folge 

(5I) - - 3 m 2 ,  - - 2 m  ~ ' + n  ~', - - m ' +  2 n  I, 3n~'. 

Da eine Xnderung der Zeichen keine Bedeutung hat, so kiinnen wir nS> m s an- 

nehmen. Es sind zwei FitUe zu unterseheiden. Im ersten Falle hat  man n2<2 m ~. 

Die beiden durch die Folge definierten Punkte schreiben sich damn 

(~2) ( - - 3 m  s, - -  (2 9"rts - -  n ' ) ,  2nZ--m2); ( - -  3 n  s, - -  (2 ns - -  ~s ) ,  2~?~2--n2) .  

Im anderen Falle ist n s >  2 m s, und wir bekommen aus der Folge die Punkte 

(52~) ( -  (2 n ~ - m') ,  - (n'  - 2 m') ,  3 m' ) ;  (n '  - 2 m ' ,  2 . '  ---" m ~, 3 "~). 
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Fiir e erhalten wir den Ausdruck 

(53) e --  + 3 (m" + n z) (2 m'  --  n z) (2 n '  - -  m',), 

wo das obere Zeichen fiir (52) and das untere fiir (52a) gilt. Unter  den Prim- 

faktoren yon e befinden sich hier immer  2 und 3. Der Fak tor  2 ri ihrt  yon 

m S + n  s, 2m s - n  s oder 2n  2 - m  s her, je nachdem m u n d  n beide ungerade, m 

ungerade und n gerade oder m gerade und n ungerade ist. Wenn  yon 3 ab- 

gesehen wird, g ib t  es hier keine Pr imfaktoren  8 k + 3 yon c.; Pr imfaktoren 8 k + 5 

k6nnen nicht  in den Charakteren der Punk te  (52) und  (521), aber wohl in der 

Differenz m S +  n s auftreten.  Bei Komposi t ion der Charaktere fiir die Punkte  

(52) und (521) erh~lt  man bzw.: 

(2 m s - -  n')  (2 n '  - -  mS), I, I ;  - -  I ,  - -  I ,  ( n  z - -  2 m ~) ( 2  n z - -  m ' ) .  

Etwa in 2 m z -  n z und  2 n z -  m z auf t re tende  quadratisehe Faktoren sollen dabei 

wegfallen. 

Fiir m = n = I erhal ten wir die Folge 

- - 3 ,  - - I ,  I, 3; c = 2 . 3 .  

Nur  in diesem Falle, der uns bereits wohlbekannt  ist, b~kommen wir hier einen 

Rang < 4. AIs zweites Beispiel nehmen vier 

- - 3 ,  2, 7, 12; e=2 .3 .5 .7 .  

Die erhal tene Kurve  wird ausfiihrlieh in ~t lano yon Km'ven~ behandelt .  Nur  

zwei Folgen (5I) kenne ieh, fiir welche e ein Produk t  yon drei Pr imfaktoren  ist: 

- - 2 7  , - - 2 ,  23, 48; e-----2.3.23 . 

- -  147 , 19i , 529, 867; e =  2.3.x9I. 

17. Wir  haben ' j e t z t  griSssere Mi~glichkeiten Kurven yore Range  fi inf zu 

entdecken. Als erstes Beispiel nehmen wit  

(54) e -= 2.3 7.x7.3~. 

Es gibt zwei Folgen, welehe zu diesem e-Wert fiihren, nitmlieh 

25, 242, 459, 676; 

- - 3 ,  I4, 3I, 48. 

Dureh diese Folgen werden unmit te lbar  drei Punkte  mit  positiven Charakteren 

best immt:  

(25, 242, 459); (242, 459, 676); (I4, 3I, 48). 
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Die zugehSrigen Charaktere sind 

1, 2, 3.17; 2, 3.17, I; 2.7, 31 , 3- 

Dureh Komposition erhglt man hieraus, ausser dem Einheitscharakter, noch die 

folgenden Charaktere 

3.I7, 1, 2; 7, 3I, 2.17; 3.7, I7.3I, ~; 7.I7, 2.3.3I, ~. 

Da keiner yon diesen Charakteren mit einem Charakter (23) iibereinstimmt, so 

muss der Rang wenigstens fiinf sein. Fiir den Punkt  ( - -3  I, - - I 4 ,  3 ) i s t  der 

Charakter - -3~,  - -2.7,  3. Da man dutch Komposition yon 7, 3 I, 2.I7 mit 

- - 3 1 ,  --2.7,  3 auf - -2 ,  - - I ,  3.7.17.3I, also einen Charakter (23) kommt, so 

b~isst sich aueh auf einen hSheren Rang als fiinf nicht sehliessen. 

Hierzu fiigen wit  noch zwei Beispiele, welche sich in vSllig gleiehartiger 

Weise behandeln lassen. Doeh tr i t t  der Unterschied ein, dass diese neuen Fiille 

als erste Glieder in zwei Kurvenseharen veto Range fiinf auftreten. In dem einen 

�9 Falle ist 

(55) e = 2.3.73.97. 

Zu diesem e-Wert gehSren die Folgen 

(56) 49, 73, 97, 121; 

(561) --  48, 49, 146, 243. 

Wir  erhalten also die rationalen Punkte 

(49, 73, 97); (73, 97, I2I); (49, 146, 243) 

mit den (3harakteren 

I, 73, 97; 73, 97, I; I, 2.73, 3. 

Dureh Komposit.ion bekommen wir noeh die (3harakter0 

97, I, 73; I, 2, 3.97; I, 2.97, 3.73; 73.97, 2, 3. 

Der Sehluss, dass der Rang fiinf ist, l~sst sieh jetzt in derselben Weise wie fiir 

die Knrve (54) ziehen. 

Aueh im noeh iibrigen Falle 

(57) 

gilt dieselbe Sehlnssweise. 

(58) 

(s8,) 

e :-= 2.3.97.193 

Die Folgen sind hier 

I, 97, I93, 289; 

- -192 ,  97, 386 , 675. 
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Wir haben also die rationalen Punkte 

(i, 97, I93); (97, I93, 289); (97, 386, 675) 

mit den Charakteren 

I, 97, I93; 97, I93, 1; 97, 2.x93, 3 

und den aus diesen abgeleiteten Charakteren 

I93, x, 97; I93, 2, 3.97; i, 2, 3; I, 2.97 , 3.193. 

Von hier aus beweist man, wie in den beiden vorhergehenden F~llen, dass der 

Rang fiinf ist. 

Die drei Kurven 

c----2.3. II.X9, 2.3.73.97, 2.3.97.I93 

stimmen darin iiberein, dass sie Anfangsglieder yon Kurvenseharen des l~anges f i in f  

sind. Man iiberzeugt sich leieht, dass dies nicht ohne Zusammenhang mit dem 

Umstande ist, dass in allen drei Fiillen e ausser den Primzahlen 2 und 3 nur 

noch zwei Primfaktoren enth~lt. Es ist (56) ein Spezialfall der Folge 

u ~, u S + 2 4  v S, u S + 4 8  v S, u e + 7 2  t '~. 

Fiir (561) schreibt sich dann das dritte Glied ---- 2 (u S + 24 v S) und die Differenz 

--~ u S +  48v S. Man bekommt mithin fiir (561) die Gestalt 

- - 4 8 v  2, u S, 2 (uS+ 24V~), 3(uS+ 32v~'). 

Nun kommen noch die Bedingungen fiir die letzten Glieder hinzu. Fiir diese 

haben wit die Ausdriicke 

(59) u ~+  72v 2- -wz;  u ~-I- 32v 2==t z. 

Durch (59) wird eine Raumkurve 4. Ordnung yore Geschlechte eins bestimmt. 

Auf dieser Kurve kennen wir die rationalen Punkte 

v ~ o ,  u----w----t=1; u ~ 7 ,  v ~ x ,  w ~ i x ,  t----9, 

sowie diejenigen, welche man hieraus dutch Zeichen~inderungen erhiilt. Mit diesen 

Punkten als Basispunkten kommt man nach bekannten Methoden zu neuen ratio- 

nalen Punkten. Fiir jede L~sung u z, v 2, w z, t z bekommen wit eine Kurve yore 

Range fiinf. 
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Auch (58) ist ein Spezialfall der Folge 

u s , u ~ + 24v ~, u s + 48v ~, u s + 72v ~. 

In (581) bekommt man fiir das zweit.e Glied u ~  - 24 v ~ und fiir das dritte 2 (uS+48 vS). 

Fiir (581) erhalten wir hiernach den Ausdruck 

- - 4 8 v  ~, u ~+ 24v ~, 2(u ~+48v~),  3(u~+56vz).  

Flier miissen die legzten Glieder noch die Bedingungen 

(6o) u ~ + 7 2 v ~ = w ~ ;  u ~ + 5 6 v ~ = . t  ~ 

befriedigen. Die Kurve 4. Ordnung yore Gesehleehte eins, die dureh (6o) definiert 

wird, besitzt nun die rationalen Punkte 

v-----o, u = w = t - ~ I ;  u----I, v = 2 ,  w = ' I 7 ,  t----lI 

sowie die hieraus dureh Zeiehenitnderungen hervorgehenden. Den rationalen 

Punkten, zu denen man yon diesen Punkten als Basispunkten gelangt, sind in 

derselben Weise wie im vorhergehenden FaUe neue Kurven yore Range fiinf 

zugeordnet. Man kann aber nieht sagen, dass die Kurven dieser Systeme vom 

Range fiinf, wenn yon den Anfangskurven abgesehen wird, besonders zugi~ng- 

lieh sin& 

18. Ganz anders verhgl~ es sieh in letzterer Hinsieht mit der Sehar yon 

Kurven des Ranges fiinf, welehe wir in dieser Nummer behandeln werden. Meine 

Aufmerksamkeit auf diese Sehar wurde dureh die Entdeckung yon zwei ihr zu- 

gehSrigen Kurven geriehtet. Auf eine yon diesen Kurven mit 

(6I) e = 2.3.7 . I7 .97.313 

fiihren die Folgen 

(62) --75, I19, 313, 507; 

(621) - -432 , -- II9, I94, 507. 

Fiir die andere hat man 

(63) e ~ 2.3.7.23.257.353, 

und die entspreehenden Folgen sind 

(64) --675, - - I 6 I ,  353, 867; 

(641) - - I 9 2  , I6I, 514, 867. 
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In  den beiden Paaren (62), (621) und (64), (641) ist das letzte Glied gemeiusam, 

und die Summe der Betr~ge der ersten Glieder ist  gleich dem letzten Glied. 

Der Zusammenhang mi t  den Pythagoreisehen Relat ionen 

25 -[- I44 =-= I69; 225 + 64 = 289 

ist evident, und man ersehliesst hieraus unmit te lbar  ein allgemeines Gesetz. 

Sind m und n relative Primzahlen,  wobei man etwa m ungerade und n gerade 

annimmt,  so bekommt man allgemein als erste bzw. zweite Folge: 

(65) - - 3 ( m ' - - n ' ) ' ,  - - ( m  4 +  n ~ - 6 m ' n ' ) ,  m 4 +  ,z 4 + 6 m ' n ' ,  3( m~ +n2) ' ;  

(65~) - 12 m'  n' ,  m ~ + .~  - 6 m'  n' ,  2 ( . ~  + n% 3 ( ' r  ~ + n')' .  

Die Differenz ist  in der ersten Folge 2 (m 4 + n ~) und in der zweiten m 4 + n 4 + 6 m'  n ~. 

Wir  erhalten hieraus 

(66) e =--- _+ 2.3 (m 4 + n 4 - -  6 m'  n') (m ~ + n') (m' + n ~ + 6 m'  n'). 

Es gibt  noeh eine dri t te  Folge, welehe auf  dieselbe Kurve  fi ihrL nRmlich 

(65,) 1 2 m ' n ' ,  m ' . +  ~/t + 6m'~/ ' ,  2 (m '  + n4), 3 ( m ' - -  n ') ' .  

Die Differenz ist  hier m ~ +  n 4 -  6 m ' n ' .  

Unter  den Faktoren  yon e in (66) befinden sieh immer 2 und 3. Sonst  ha t  

c keine Pr imfaktoren  8 k + 3 und iiberhaupt keine Pr imfaktoren  8 k + 5. Der 

Fak tor  m 4 + n 4 kann nur  Pr imfak toren  I6 k + I, rn ~ + n 4 + 6 mS n '  Pr imfaktoren  

8 k + I und m 4 +  n ~ -  6 rn'nS Pr imfaktoren  8 k • I enthal ten.  Wi r  erinnern hier 

an die in >>Rang yon Kurven>> behandelte Kurve yore Range fiinf mi t  

e = 2:3.5.7.x1.I3.I7, 

wo e also ein Produk t  der sieben ersten Pr imzahlen darstel lk Derart ige Fiflle, 

wo keine Reste (mod 8) bevorzugt erseheinen, sind bier nieht  zu erwarten. 

Bei dem je tz t  folgenden Beweise, dass der Rang  fiinf ist oder gr6sser, 

benutzen wit  die in Nr. 6 gegebenen Verkiirzungen # (re, n), h (re, n) und  hx(m,n ) 

fiir m 4 + n  4 - 6 m ' n ' ,  m 4 + n  ~ + 6 m ' n  ~ und 2(m 4+n4) .  Wie leieht zu sehen ist, 

haben nie zwei yon den Zahlen, die yon diesen Gr6ssen gebildet werden, gemein- 

same F.aktoren; es gibt aueh under diesen Zahlen keine Quadrate.  Mit  #, h und  

hx bezeiehnen wir das Produkt  der Primzahlen, die bzw. in +g(m,n ) ,  h ( m , n ) u n d  

hi (m, n) als Faktoren in ungerader  Potenz auftreten.  
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Zun~chst  nehmen wir an, es sei m~+ n 4 > 6 m ~ n  2. W i r  erhal ten dann folgende 

Charaktere .  

Aus der  Folge (65): - -  3, - -  g, h; - -  3, - -  h, g; g.h, I, I. 

Aus der Folge (651): - - h i ,  - - g ,  3; g, hi, 3; - -  I, - -  I, g.h 1. 

Aus der Folge (652): 3, h, hi; h, hi, 3; hi, 3, h. 

Wie man sieht, sind je zwei yon diesen Charakterent r ipe ln  yon e inander  un- 

abh~ngig. Dagegen l~sst sich jedes Tripel  aus den beiden anderen  herlei ten.  So 

z. B. ist  3, h, hi das P r o d u k t  yon - -  3, - -  h, g und - -  I, - -  x, g.hl; h, hi, 3 das 

P r o d u k t  yon g.h, I, I und g, hi, 3; hi, 3, h das P ro d u k t  yon - - 3 ,  - - g ,  h und 

- h i ,  - -g ,  3. Wir  brauchen uns also weiter  nu r  mit  den zwei ersten Tr lpeln  zu 

besch~ftigen. Aus diesen Tr ipeln  liisst sich ein System yore Range  vier erzeugen. 

Die Frage  ist nun,  wie dieses System sich zu dem Tripel  (23) verh~lt.  In  dieser 

Hins ich t  linden wir, dass ein E lement  yon (23) zu dem System gehSrt ,  indem 

- -  I, - -  3g .h .h l ,  I das P rod u k t  yon - -  3, h, g und  g, h~, 3 darstell t .  Dagegen  

kommt  man  nich~ zu den beiden iibrlgen Elementen  yon (23). H ie r au f  be ruh t  

der Schluss auf  e inen Rang  ~ 5. 

Auf  den jetz~ behandel ten  Fall  liisst sich der Fal l  mi t  m ~ +  n ~ <  6 m ~ n  ~ 

zuriickfiihren. Der  t~bergang zwisehen den beiden F~Uen involvier t  eine Ver- 

t auschung  yon h und hi in den Charakteren.  Dazu kommt,  dass die zu (65)und  

(651) geh6renden  Tripel  Platz  weehseln. 

19, Setzt  man  fiir die in der  vorhergehenden  N u m m e r  behandel te  Schar  yore 

Range  fi inf m ~ I, n = 2, so bekommg man 

(67) c = 2.3.7.I7.4I.  

Fi i r  dieses erste Gl ied der Sehar  i s t  der R a n g  8eehs. Dass hier  eine ErhShung  des 

Ranges eintr i t t ,  s teht  im Zusammenhange  damit ,  dass man dureh  fiinf Folgen 

auf  die Kurve (67) gefi ihrt  wird. Diese Folgen werden bier  gegeben. Dabei  

schreiben wit  neben jede  Folge die drei Charaktere ,  welehe sieh unmi t te lba r  aus 

ihr  ablei ten lassen. 

(68) 

(681) 
(68~) 

(68 ) 
(68,) 

- - 2 7 ,  7, 4x, 75. - - 4 I ,  - - 7 ,  3; 7, 4x, 3; - ' I ,  - - I ,  7.4 I. 

- - 4 8 ,  - - 7 ,  34, 75. - - 3 ,  - - 7 ,  2.17; - - 3 ,  - - 2 . 1 7 ,  7; 2.7. I7, I, I. 

27, 34, 41, 48 . 3, 2.17, 41; 2.I7 ,  41, 3; 41 , 3, 2.17. 

4, I23, 242, 36I. I, 3o4I, 2; 3.4I, 2, I; 2, I, 3.4I. 

- -  5o7, - -  82, 343, 768. - -  3, - -  2.4I, 7; - -  3, - -  7, 2.41 ; 2.7.4I, I, I. 
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Wie man sieht, haben zwei beliebige yon diesen fiinf Tripeln kein gemeinsames 

Element; durch Komposi t ion erhiflt man also aus denselben ein System vom 

Range vier. Geht man yon (68) und (68s) aus, so kommt in den Charakteren 

dieses Systems die Primzahl 17 uieht vor. Das System ist also unabhi~ngig yon 

den Tripeln (681) und (683). Wenn man also weiter mit einem yon diesen Tripeln 

kombinier~, so wird der Rang seehs erreieht. Dasselbe Resultat  erhiilt man 

iibrigens aueh dutch Komposition mit dem Tripel (23). 

Auf der Kurve (67) gibt es mithin 64 Klassen yon rationalen Punkten. Fiir 

jede yon diesen Klassen wollen wit  hier einen ReprKsentanten angeben. Von 

vornherein haben wit  in den drei Punkten auf der Achse und dem unendlich 

entfernten Punkt  ReprKsentanten yon vier Klassen, der Einheitsklasse und den 

Klassen mi~ den Cha~akteren (23). W i t  fangen an, indem wit fiir diese vier 

Klassen die Charaktere aufschreiben. 

(Q) I, I, I; 3.7.x7.4I, I, 2; - I , - 2 . 3 . 7 . I 7 . 4 I ,  I; - 2 , - I ,  3.7.I7.4x. 

Die iibrigen Klassen nehmen wir vier und vier zusammen, indem wir zu jeder 

Klasse diejenigen hinzuffigen, welche dutch Komposition mit dem obigen Qua- 

drupel entstehen. Die Klassen werden also nach der Faktorgruppe in Bezug auf 

die Un~ergruppe der obigen vier Klassen geordnet. Wir  indizieren die Klassen- 

quadrupel in solcher Weise, dass man daraus versteht, wie die Elemente der oben 

besprochenen Faktorgruppe sich mit einander komponieren. Fiir jedes Quadrupel 

geben wir zuerst die Charaktere und dann die zugehiirigen Repriisentanten. Die 

Darstellung ist derjenigen ganz iihnlich, die wir in *Rang yon Kurven*, S. 234 

fiir c = 2.3.5.7.I1.I3.i 7 ausgefiihrt haben. Die gemeinsamen Faktoren fiir x - - e ,  

x und x + e werden hier in Primfaktoren aufgelSst. 

(Q,) 

(Q,) 

(q,. 3) 

7, 2.3, 4I;  2.I7, 4I, 3; - - 4 I ,  - - I 7 ,  7; - - 3 ,  - - 7 ,  2 .17 .  

(7, 24, 4 I) 2.3.7.41" (34, 41 48) 2.3.I7.4I; ( - -41 , --  I7, 7) ,~.t,lm. 

(-- 48, --  7, 34) 2 . 3 . 7 . I 7 .  

3, 2.I7, 4I;  2.7, 4I, 17; - - 4  I, - -7 ,  3; --  17, - -3 ,  2.7. 

(27, 34, 4I) 2.3.17.4I" (I4, 4I, 68) 2.~.~7.~ , s, ; ( - -41 ,  - - 7 ,  27) 3.7.4I; 

(-- 68, --  27, I4) 2.3.7.I 7. 

7, 17, 3" 4I, 3, 2.I7; - -  3, - -  2.4I, 7; - -  2 . I 7 ,  - -  7, 4 I .  

(343, 425, 507) 3 . 7 . I 7 ;  (I64, 507, 85o) 2.s.1~.~1. --W-- ' 

(-- 507, --  82, 343) 3.3.7.41. , (-- 850, --  343, I6~) 2.7.1~.~11s, 



(Q~) 

(Q1, 3) 

(Q2, 3) 

2, 3) 

(Q,) 

(Q~, ,) 

(Q1, ,) 

(Q3, 

(Q,, ,) 
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7, 41, 3; I7, 3, 2.4I;  - - 3 ,  - - 2 .  I7, 7; - -2 .41 ,  - - 7 ,  17. 

(7, 4I ,  75) 3.7.4z; (68, 75, 82) 2.3.17.41; ( - -75 ,  - - 3 4 ,  7) 2.3.7-17; 

(--  82, - -  7, 68) 2717.41 

3.4I, 2, 1; 2.7. I 7, I, I; - - I ,  --7.17, 3.41; - - I ,  - -3 .41 ,  2.7.I7. 

(I23, 242, 36I) 2.3.41; (238, 361, 484) 2.7.17; 

(--  36I, - -  I I 9 ,  123) 3.7.1~.4l 11, ; (--  484, - -  123, 238) 2.3.7.17.4119, 

7.41, 2.3.I7, 1; 2, I, 3.17; - - I ,  - - I ,  7 .4t ;  - - 3 . I 7 ,  - - 7 . 4 I ,  2. 

(287, 408, 529) 23.7.17.41. (242, 529, 816) 2.3.I7" l l  s , 

( - -  5 2 9 ,  - -  I 2 !  2 8 7 )  7.4~; (__ 8 1 6 ,  - - 2 8 7 ,  2 4 2  ) 2..~.7.17.4t ' 23* 

I, I7.4I , t; 3.7, I, 2.17.4I ; - - I ,  - -2 .3 .7 ,  I; - - 2 .  I7.41, - - 1 ,  3.7. 

(25, 697, i369 ) 17.,1 -~ -  (1344, 1369, I394) 2.3.7.17.41 

( - - I 3 6 9 ,  - -672 ,  25) 2.3.7; ( - -1394 ,  - - 2 5 ,  1344) 2.3.~.17.~t 37, 

7.17, I, 3.41; I, 3.4 t, 2; - - 3 . 4 I ,  -- 2, 7. I7; - - 2 ,  - -7 .17 ,  I. 

(119, I2I ,  I23) 3.7.I7.4I;  (4, 123, 242) 2.3-4I; 
2.3,7.]7.41 

( - -123 ,  - - 2 ,  119) 11~ ; ( - -242 ,  - - I t 9 ,  4) 2.7.]7. 

3.I7, 2, I; 2.7.4I , I, I; - - I ,  - - 7 . 4 I ,  3.17; - - I ,  - - 3 . I 7 ,  2.7.41. 

(51 , 338, 625 )2 .3 . I7 ;  (574, 625, 676) 2.7.4I; 

(--  625, - -  287, 5I) 3.7.1~.41 18~ " ( - -676 ,  - - 5 1 ,  574) 2.3.7a7.41 7 25 z 

7, 2-3, 17; 2.41, 17, 3; - - I 7 ,  - - 4 1 ,  7; - - 3 ,  - - 7 ,  2.4I. 

(343, 384, 425) 2.3.7.I7; (82, 425, 768) 2.3.17.41 

( - -  425, - -  41, 343) 7.17.4x --W-; (--  768, --  343, 82) 2.3.7.tl 5: 

i, I, I7.4I;  3.7, 17.41, 2; - - 1 7 . 4 i  , --2.3.7, I; - - 2 ,  - - I ,  3.7. 

(36I, 529, 697) 17.41 - V ;  (336, 697, IO58) ~.3.7.17.41. 191 , 

(--697, --168,  36I) 2..~.1~.41 ~o~, ; ( - - IO58,  - - 3 6 1 ,  336) 2.3.7. 

I7.41, I, I; 3.7, I, 2; - - I ,  - -2 .3 .7 ,  17.41; - - 2 ,  - - I 7 . 4 I ,  3.7. 

(697, 2209, 372I) 17.41. - 7 ,  (3024, 372I, 4418) 2.3.7; 

( - -3721 ,  - -1512 ,  697) 2.3.7.~7.~1 ; ( - -4418 ,  --697, 3024) 2.3.~.17.,u~1, 

7.17, 2.3.4I, 1; 2, t, 3.4t;  - - 1 ,  - - I ,  7. I7; - -3 .41 ,  --7.17, 2. 

(583I 8856, 11881) 2..~.~7~. (6050' 11881, I7712)2..~x. 

(-- 11881, - -3025 ,  5831) 'rAT. ~:~, ( - -  I7712, - -  583 I, 6050) ~.~.7.1~.~10~, 
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(%., ,) 

(Q,, ,) 

3, 2.4I, 17; 2.7, 17,41; - -17 ,  - - 7 ,  3; - - 4 I ,  --'3, 2.7. 

(5547, 9922, 14297) ~.174~.2~, , (875 o, 14297, 19844) 2.7.~7.4,_iF ; 
3.7.1~/ 

(-- 14297, 4375, 5547) -$9-; (-- 19844, -- 5547, 875o) ~.a~.~ 29 z �9 

7.41, I, 3.17; I, 3.17, 2; - -3 . I7 ,  - - 2 ,  7.41; - - 2 .  - -7 .4 I ,  I. 

(287, 2209, 4131) 3.7.17.41 ~,, .; (3844, 41,31 , 4418) 2.3 I7; 

(--4131,  "1922, 287) 2.s.~.1741 4~" ; (--4418,  - 287, 3844) .0.7.41 ~ - .  

Wit  haben bier oben eine Anordnung der Charaktere der 64 Klassen in 

i6 Zeilen und vier Kolonnen. Aueh die vier Kolonnen sind Elemente einer 

Faktorgruppe. In den Charakteren der ersten und zweiten Kolonne kommt das 

Zeiehen - -  nicht vor, und die Primzahl 2 tr i t t  in der ersten und dritten Kolonne 

entweder nicht oder nur an der mittleren SteUe auf. Die erste Kolonne hat  also 

die Eigensehaften einer Untergruppe, und die iibrigen Kolonnen sind Elemente 

in der zugeh6rigen Faktorgruppe. Hieraus folgt, dass aueh die Kolonnen sich 

indizieren lassen. Man gibt etwa der zweiten Kolonne den Index 5, der dritten 

den Index 6, und der vierten die Indizes 5, 6. Eiuem einzelnen Charakter gibt 

man jetzt die Indizes der Zeile und der Kolonne, welche sich in ihm kreuzen, 

und hierdurch werden die Kompositionseigenschaften der Charaktere v611ig klar- 

gelegt. 

Vom Range seehs ist mir keine andere Kurve (2) als (67) bekannt  und yore 

Range fiinf, ausser den bereits besprochenen F~llen, nut  die eivzige Kurve 

(69) e = 2.3.I I.I7.41.43. 

(7o) 

(7o ) 

Zu diesem Falle fiihren die Folgen: 

I369 , I394, I419, IA.dd ; I, 2.I7.4I, 3.11.43; 2.I7.4I, 3.I1.43, I; 

3.11.43, 1, 2.17.41. 

25, 722, I4I 9, 2116; x, 2, 3.t1.43; 2, 3.II,43, I; 3.II.43, 1, 2. 

Da die zugehSrigen Charakterentripel kein gemeinsames Element besitzen, so 

bekommt man aus (7 o) und (7ol) die Basispunkte fiir ein System rationaler Punkte  

yore Range vier. Da hierzu noch rationale Punkte hinzukommen, fiir welche das 

Zeichen - -  in den Charakteren auftritt ,  so muss der Rang der Kurve mindestens 

fiinf sein. 


