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Dans Phistoire de ’Astronomie, POINCARE restera toujours au premier rang
des explorateurs les plus éminents qui par la force irrésistible de leur génie ont
réussi & étendre les limites de la science de I’'Univers. Au premier coup d’eil, cette
opinion peut paraitre étrange, puisque POINCARE n’était ni observateur ni calcu-
lateur. Mais pour justifier notre sentiment, il suffit de rappeler que I’Astronomie —
dans ses efforts pour connaitre les lois du mouvement et I'état physique des
corps célestes et de 'Univers — doit nécessairement rester en coopération intime
avec 1’Analyse mathématique, la Mécanique et la Physique. C’est I’honneur im-
périssable de PoiNcaRrE d’avoir renforcé les liens qui doivent rattacher I’ Astronomie
4 ces autres branches de la Science. Ainsi, I’Astronomie a pu profiter de la ri-
gueur et de I'élégance des méthodes de 1’Analyse moderne et des progrés récents
de la Physique mathématique.

La plupart des travaux astronomiques de POINCARE se rapportent au pro-
bléme des n corps et particuliérement au mouvement des planétes et des satel-
lites dans notre systéme solaire. Pour bien faire comprendre Pimportance de ces
travaux, il convient de rappeler en peu de mots ’histoire de ce probléme célébre.

Il est bien connu que la découverte de l'attraction universelle avait été
bien facilitée par ce fait que les masses des planétes sont petites par rapport
4 celle du Soleil. De méme, la plupart des méthodes qui ont pour but le calcul
du mouvement des corps célestes doivent leur succés a la petitesse des masses.
Ainsi les fondateurs de la Mécanique céleste ont développé les coordonnées ou
les éléments des planétes suivant les puissances d’un petit paramétre ¢ de 'ordre
des masses. Ces développements perfectionnés plus tard par HANSEN, LEVERRIER,
NeEwcomB, HILL et GaILLOT ont permis de déterminer quantitativement pour
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plusieurs siécles le mouvement des planétes avec une exactitude comparable avec
celle des observations.

Toutefois, étant donnés les termes séculaires out le temps sort des signes
trigonométriques, ces théories classiques ne peuvent pas suffire pour des espaces
de temps trés longs. D’ailleurs, et pour la méme raison, ces séries ne nous ap-
prennent pas grand’chose au point de vue de la stabilité du systéme.

Pour démontrer la stabilité¢ et afin d’étudier en général les orbites au point
de vue qualitatif, LAGRaNGE développa les perturbations séculaires les plus im-
portantes en séries trigonométriques. Ensuite, DELAUNAY, dans sa théorie de la
Lune, démontra qu’il est possible d’éviter complétement les termes séculaires.
Mais c’est NEWCOMB qui énonga le premier en toute généralité que les coordonnées
des planétes peuvent se développer en séries purement trigonométriques. Toutefois
NEwcoMB n’est pas entré dans tous les détails de la démonstration. GyLDEN
s’occupa de Ja méme question dans sa théorie des orbites absolues, mais sa théorie
ne semble jamais avoir obtenu sa forme définitive. Ensuite MM. LiNDSTEDT et
BoHLIN ont traité certaines équations différentielles de types spéciaux qui se
rencontrent dans la théorie de GYLDEN, et ont montré que ces équations peuvent
étre intégrées au moyen de séries purement trigonométriques.

Mais la résolution compléte du probléme formel dont il s’agit fut réservée
& PoiNncarE. 1l y est arrivé en généralisant la méthode de M. LinpsTepr. En
somme, POINCARE démontre que les éléments canoniques des planétes peuvent se
développer formellement en séries trigonométriques suivant les multiples d’un
certain nombre d’arguments linéaires par rapport au temps. Les séries sont
ordonnées aussi suivant les puissances des masses et de certaines quantités de
Iordre des excentricités et des inclinaisons. Mais PoINCARE va beaucoup plus
loin. Il montre, d’une part, que les séries en question ne sont pas convergentes,
et que, par suite, elles ne donnent pas la solution compléte du probléme célébre,
la détermination du mouvement des corps célestes pour tous les temps. Mais il
démontre, d’autre part, que les séries trigonométriques dont il s’agit sont semicon-
vergentes et qu’elles suffiront aux besoins de I’Astronomie pendant des espaces de
temps extrémement longs.

Dans ces derniers temps, M. K. SUNDMAN est arrivé 4 une solution du pro-
bléme des Trois Corps par une voie tout a fait différente. Ce savant a appli-
qué une méthode générale due 4 POINCARE, laquelle donne la solution compléte
d’un systéme d’équations différentielles tout le long de V'axe réel, si la solution
reste holomorphe dans une bande quelconque autour de cet axe. M. SUNDMAN
a tourné la difficulté causée par la possibilité des choes et a montré que les coor-
données des trois corps et le temps peuvent se développer suivant les puissances
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d’une variable auxiliaire. Ces séries sont valables pour toutes les valeurs du
temps. Mais il reste & voir si les séries de M. SUNDMAN convergent assez rapide-
ment pour satisfaire aux besoins pratiques de I’Astronomie. En tout cas, les
séries en question ne résolvent pas le probléme de la stabilité. D’ailleurs la méme
méthode n’est peut-8tre pas applicable au probléme général des n corps (ot 7> 3),
puisque la nature des singularités des solutions de ce probléme général reste
encore inconnue.

Pour étudier au point de vue qualitatif les solutions du probléme des » corps
et d’autres problémes de Dynamique beaucoup plus généraux, POINCARE s’est
engagé dans une autre voie. Il cherche avant tout les solutions spéciales les plus
simples. Il trouve ainsi les solutions périodiques dans lesquelles le systéme re-
prend aprés un certain temps sa configuration et ses vitesses relatives initiales. Il
découvre aussi une classe de solutions plus générales: les solutions asymptotiques

qui se rapprochent asympbotiquemeht d’une solution périodique pour ¢ = — o
ou pour t= + x. Parmi ces solutions, il y en a d’ailleurs une infinité qui se
rapprochent de la solution périodique non seulement pour = — o mais aussi

pour { = + ». Ce sont les solutions doublement asymptotiques. Pour démontrer
leur existence, PoiNcarRg a dii inventer une notion nouvelle et extrémement
féconde: celle des invariants intégraux. Tous ces résultats sont établis avec Ia
rigueur absolue qu’exigent les Mathématiques. La théorie des invariants intégraux
lui permet aussi de traiter la question de la stabilité. Il trouve ainsi que dans
un certain cas spécial du probléme des Trois Corps, le systéme revient en géné-
ral infiniment souvent aussi prés que l'on veut de sa situation relative initiale.
Les solutions qui ne jouissent pas de cette propriété sont infiniment peu pro-
bables.

En poursuivant les recherches dont nous venons de parler, POINCARE n’a pas
réussi & pénétrer jusqu’au fond du probléme proposé, qui est d une complication
extréme. Toutefois les résultats auxquels il est arrivé forment dans leur ensemble
un terrain solide sur lequel les chercheurs de l'avenir pourront s’appuyer avec
confiance.

Les solutions périodiques sont surtout utiles quand il s’agit de calculer le
mouvement d’un systéme dont les conditions initiales sont voisines de celles qui
correspondent exactement a la solution périodique. On peut alors prendre cette
solution comme point de départ et développer ainsi la solution cherchée suivant
les puissances d’un certain nombre de quantités petites. Ainsi on réussira parfois
4 résoudre certains problémes ol les méthodes anciennes ne sont pas applicables.

Pour le calcul des perturbations, le développement de I'inverse de la distance
de deux planétes en série trigonométrique, suivant les multiples des anomalies
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moyennes, est d’une importance capitale. Pour étudier les coefficients de ce déve-
loppement, qui sont certaines fonctions des éléments, PoINCARE applique les
théories générales des singularités et des périodes des intégrales doubles. Enfin,
pour calculer certains termes éloignés et de périodes trés longues dans le déve-
loppement considéré — termes qui donnent parfois naissance & des perturbations
assez importantes — PoOINCARE fait usage de la méthode ingénieuse de M. DarBoUX
qui donne l'expression asymptotique d’'une fonction dépendant d’un grand nombre.

La plupart de ces travaux importants, concernant le mouvement des corps
célestes et les propriétés générales des équations de la Dynamique, ont été publiés
par PoiNcarRE dans un grand mémoire couronné t. 13 des Acta mathematica,
dans les trois volumes de son admirable ouvrage «Les méthodes nouvelles de la
Mécanique céleste» et dans les deux premiers volumes de ses «ILegons de Méca-
nique céleste.»

Les chefs-d’ceuvre déja mentionnés auraient suffi & créer la gloire impéris-
sable d’un savant. Mais POINCARE a traité encore avec le mérae succes toute
une foule de problémes astronomiques des plus importants.

Rappelons dés maintenant qu’il a perfectionné la méthode de LaPLACE pour
la détermination des orbites, de sorte que cette méthode élégante est devenue
aussi la plus efficace au point de vue pratique.

Dans la Géodésie, POINCARE a attiré I’attention sur les mesures de la pesan-
teur en montrant que ces mesures suffisent pour déterminer les irrégularités du
géoide. Tl a signalé aussi l'importance des mesures des azimuts dans les trian-
gulations géodésiques.

La théorie des marées est certainement 'une des plus difficiles’ de la Méca-
nique céleste. Avant POINCARE, on ne savait traiter que des cas particuliers en
admettant par exemple que la mer recouvre toute la Terre et que la profondeur
de cette mer ne dépend que de la latitude. Déja dans ses premiers travaux sur
ce sujet, dans le Journal de Mathématiques de 1896, PoINCARE a recherché la
solution générale du probléme. Les méthodes proposées et les résultats auxquels
il est arrivé ont eu la plus grande influence sur le développement récent de la
Physique mathématique en général. Maintenant, il est vrai, ces résultats s’obtien-
nent plus facilement par la méthode de M. FrREDpHOLM, laquelle constitue pour
ainsi dire le point culminant de ce développement. C’est d’ailleurs PoINCARE qui
a appliqué le premier cette méthode ingénieuse a la résolution théorique du pro-
bléme général des marées. La plupart des recherches de Poincar# sur la théorie
en question se trouvent réunies dans le troisiéme volume de ses «Lecons de Mé-
canique céleste». C’est un travail d’une élégance et d’une clarté tout a fait re-
marquables.
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La théorie des figures d’équilibre relatif des masses fluides est d’une impor-
tance capitale pour I’'Astrophysique et pour la Cosmogonie. Une telle théorie
nous permettrait de suivre le développement des nébuleuses et des astres et nous
renseignerait probablement sur les causes de la variabilité des étoiles. Malbeu-
reusement les problémes dont il s’agit ne semblent. pas encore étre abordables
dans toutes leurs généralités. D’une part, nos connaissances sur la constitution
de la matiére au sein des étoiles, sous les pressions et les températures énormes
qui y régnent, sont encore tout & fait insuffisantes méme pour la mise en équa-
tions des problémes; d’autre part, méme dans le cas idéal ou les problémes
peuvent &étre analytiquement posés, les difficultés analytiques paraissent encore
insurmontables, & moins qu'on ne se trouve dans le voisinage d’une selution
particuliére et simple.

Et néanmoins POINCARE est arrivé a plusieurs résultats d’une grande géné-
ralité. 1l a montré que la rotation doit &tre uniforme autour de I'an des axes
principaux d’inertie de la masse; il a trouvé une limite supérieure de la vitesse
de rotation; il a déduit la condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de
I’équilibre en tenant compte de la viscosité du fluide.

Méme si le fluide est supposé homogéne, les difficultés analytiques & sur-
vaincre sont considérables. L’une des plus belles découvertes de POINCARE se
rapporte & ce cas idéal. Par une méthode extrémement féconde, il démontre
Vexistence d’une infinité de nouvelles figures d’équilibre qui se rattachent, pour
certaines valenrs du moment de rotation, aux ellipsoides déja connus de Mac
LavriN et de JacoBr. On rencontre dans cette théorie la notion nouvelle des
coefficients de stabilité, lesquels présentent des analogies intéressantes avec les
exposants caractéristiques des solutions périodiques dans Jes problémes de la Dyna-
mique. PoINCARE démontre que les ellipsoides de Mac LAURIN peu aplatis et
les ellipsoides de Jacosr les moins allongés forment une suite continue de formes
d’équilibre stables. Cette suite se prolonge aprés par des figures piriformes
auparavant inconnues, dont la matiére semble enfin vouloir se partager en deusx
parties. v

Quoique les corps célestes ne soient pas homogénes, ces découvertes de PoINCcARE
jettent une lumiére assez claire sur la genése des étoiles doubles et sur ’origine
de la Lune. A ce point de vue, ces recherches forment pour ainsi dire le com-
plémént de celles de G. H. Darwin sur I’évolution des systémes doubles par
Iinfluence des marées internes.

PorNcar% a publié aussi des «Legons sur les Hypothéses cosmogoniquess.
Il y a exposé les hypothéses qui ont une base scientifique solide, en a fait une

analyse approfondie et a signalé les objections que soulévent les idées émises.
Acta mathematica. 33. Imprimé le 10 mars 1915, . 40
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Personne n’était plus compétent que PoiNCARE pour se faire juge de toutes ces
hypotheses parfois aussi incertaines qu’ingénieuses. —

Essayons enfin — ce qui est impossible — de caractériser en peu de mots
Pesprit des travaux de PoiNcARE. Toujours ce sont les problémes fondamentaux
qui attirent son attention. Toujours il fait preuve d’une faculté de généralisa-
tion éminente. Son imagination parait presque sans limites. Ses exposés se
distinguent par une élégance et une limpidité extraordinaires. Les cas particuliers
et les détails I'intéressent moins, ou peut-étre le temps ne lui a pas permis de les
approfondir.

Il est évident que, justement & cause de cette grande généralité, I'ceuvre
astronomique de POINCARE restera pour longtemps comme une véritable mine
d’or pour les chercheurs qui veulent y pénétrer.

Dans ce qui suit, nous allons essayer de donner une exposition rapide de
cette ceuvre gigantesque. Nous mettrons en lumiére surtout les résultats, mais
parfois aussi 'essentiel des méthodes,

1. Forme des équations du mouvement.

Dans I'étude si compliquée du mouvement des corps célestes, il importe de
donner aux équations différentielles une forme aussi simple que possible.

On choisit d’ordinaire comme variables les coordonnées, X,, X,, ... Xy des
N planétes rapportées au centre du Soleil. Comme variables conjuguées Y,
Y,, ... Ysn, on prend les composantes des quantités de mouvement dans ce
mouvement relatif. La forme des équations devient alors semicanonique, et la
fonction caractéristique change d’une planéte & Pautre. Il y a 13 un inconvénient
considérable, surtout quand il s’agit du calcul des perturbations d’ordre supérieur.

Pour obtenir la forme canonique, il faut choisir les variables d’une autre
maniére. C’est ainsi que Rapav a fait le choix suivant. Il désigne par X,, X,, X,
les coordonnées de la planéte P, par rapport au Soleil 8, par X,, X,, X; les
coordonnées de P, par rapport au centre de gravité de § et P, par X;, X,, X,
les coordonnées de P, par rapport au centre de gravité de S, P, et P, et ainsi
de suite. Comme variables conjuguées, il prend ¥; — m; d—d)%’ m; étant certaines
masses fictives qui ne différent que peu des masses réelles. Avec ces variables,
les équations du mouvement prennent la forme canonique, la fonction caractéri-
stique F étant I’énergie totale du systéme en supposant le centre de gravité
comme fixe,
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Les équations de RaDAU n’ont pas été employées dans la pratique, puisque
’expression de F est trop compliquée quand il s’agit de calculer les perturbations
d’ordre supérieur. Pour remédier & cet inconvénient, POINCARE [164; 187; 404,
n® 26]! choisit les variables X; comme dans les théories anciennes. Mais comme
variables conjuguées Y;, il prend les composantes des quantités de mouvement
dans le mouvement absolu en supposant fixe le centre de gravité du systéme.
Les équations ont encore la forme canonique, mais I'expression de ’énergie totale
F en fonction des variables X;, Y; est beaucoup plus simple qu’avec les variables
de RapAv.

Les masses des planétes étant petites, il convient d’employer comme vari-
ables les éléments du mouvement képlérien. PoINCARR regarde les coordonnées
relatives X et les composantes de la quantité du mouvement absolue Y qui
correspondent & la planéte P comme les coordonnées et les composantes de la
quantité de mouvement d’un point mobile attiré suivant la loi de NEwToN par
un centre fixe. La masse du centre fixe et celle du point mobile sont conve-
nablement choisies. Soit dans 'orbite de ce point mobile ax, ex, %%, Ix, gi, O le
demigrand axe, ’excentricité, I’inclinaison, I’anomalie moyenne, la distance du
périhélie au noeud et la longitude du noeud. Les X, Y qui correspondent & la
planéte Pj seront ainsi donnés comme certaines fonctions des éléments ayz, . .. 6z
Cela étant, Pomxcarf introduit au lieu des variables X, Y les variables [278,
n® 11; 464, n° 56]

Lk et (J’k V(Zm Gk = Lk Vl——e}i, @k == GkGOSik
lk ’ gk ’ ()k

les @x dépendant de la masse du Soleil et de celle de la plandte P;. Aprés ce
changement de variables, les équations restent canoniques. La fonction carac-
téristique F peut se mettre sous la forme

P=F,+ uF,,

i étant de Pordre des masses des planétes. F, ne dépend que des L;. Enfin
uF,, qui s’appelle la fonction perturbatri‘ce, est développable en série trigono-
métrique suivant les multiples des variables angulaires [, g, 6, les coefficients dé-
pendant des variables conjuguées L, G, @. Avec les variables de PoiNcaRrg, la
fonction perturbatrice est aussi simple que dans les théories anciennes. Mais le
grand avantage, c’est qu’on aura une seule fonction perturbatrice pour toutes
les planétes.

! Les nombres en crochets se rapportent & la bibliographie qui se trouve dans ’Analyse des
Travaux Scientifiques de Henri Poincart faite par lui-méme dans les Acta mathematica, tome 38.
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Les équations dont nous avons parlé rentrent dans le type général [278, n® 13]

de;  dF dy: _dF -
(I) —dT—‘ dyi’ d?- dtii, (@——I, 2,...M)

F=F,+uF, + u®F,+---

est développé suivant les puissances d’un petit paramétre u; F, est indépendant
des yi; Fy, F,,... sont périodiques par rapport aux y; avec la période 2.

L’étude du probléme des N + 1 Corps est beaucoup compliquée par le fait
que les périhélies et les noeuds sont fixes dans le mouvement non troublé. Il en
résulte que F, ne dépend que des grands axes, c’est-a-dire seulement de quel-
qu'unes des variables z;. Seulement dans le cas spécial le plus simple du pro-
bléme des Trois Corps, appelé le probléme restreint, et qui comporte deux degrés
de liberté, F, dépend de tous les z;.

Si les excentricités et les inclinaisons sont petites, il est avantageux d’em-
ployer d’autres variables canoniques. PoINCcARE fait alors souvent 'usage des
variables [278, n® 12; 464, n° 57]

Ly, &=V 2 (Lr— Gr) cos (gx + ), &n =V 2 (Gr—Gy) cos Oy,

i, 1 =—V 2 (La—Gx) sin (gx + 04), i = — V2 (Gx—6y) sin b,

ol ip =1 + gr + O est la longitude moyenne de Px. Les équations rentrent alors
dans le type

dz; _dF dyi _ _dF
dt — dy;’ dt —  dx’
. ds _dF  dy__dF
dt — diy’ dt  d&y
ot
F=F,+uF, +12F, +
Ici F, ne dépend que des x; F,, F,,... sont périodiques par rapport aux y avec

la période zsv et développables suivant les puissances des & et des 7.

2. Solutions périodiques.

C’est LAGRANGE qui le premier a démontré I'existence de solutions pério-
diques dans le probléme des Trois Corps. Dans ces solutions de LAGRANGE, les
rapports des distances mutuelles restent invariables et les trois corps forment ou
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bien un triangle équilatéral ou bien ils se trouvent en ligne droite. Ces derniers.
temps, ces solutions de LAGRANGE ont acquis un intérét particulier par la dé-
couverte des astéroides du type Hector ayant le méme moyen mouvement que
Jupiter. (Yest & M. G. W. HiLL que la science doit la découverte d’une classe
nouvelle de solutions périodiques. En négligeant dans la théorie de la Lune
Pexcentricité de l'ogbite terrestre et la parallaxe du Soleil, M. HiLrL parvient &
démontrer I'existence d’orbites périodiques renfermant comme paramétre le rapport
des durées du mois et de I'année. Elles présentent des conjonctions symétriques
au commencement et au milieu de la période. Parmi les solutions périodiques
de M. Hiur, celle qui correspond au temps de révolution actuel de la Lune a
servi, dans ces derniéres années, comme point de départ pour la théorie de la Lune
de M. E. W. BrowN.

Déja dans ses premiers travaux sur les courbes définies par des équations
différentielles, PoiNcArRE fut conduit & 'étude des solutions périodiques. - Dans
ses recherches sur les solutions périodiques du probléme des Trois Corps [38; 92;
183; 278] il se place dans les conditions actuelles de notre systéme solaire <en
admettant que les masses de deux corps sont petites par rapport a celle du
troisiéme.

Il est ainsi conduit & étudier le systéme [183; 278, n° 37]

dx; :
(3) T =Xi(m, . wi0) (i=1,2,...m)

les X; étant développés suivant les puissances d’un petit paramétre p. En sup-
posant que pour u = o ces équations admettent une solution périodique connue

(4) x; = ¢;(t) (i=1,2,...m)

de période T, il se propose de trouver la solution périodique du systeme (3) qui
pour u =0 se réduit & la solution périodique (4).

Soit @i{0) + B; la valeur de x; pour t=o0 et ¢;(0) + B + Y¥; la valeur de a;
pour ¢ =T +7. En généralisant [183; 278, n° 27] la méthode de CaucHY appelée
Calcul des Limites, PoiNncarE démontre que les y; sont développables suivant les
puissances des @8;, de 7 et de u, pourvu que les fonctions X; soient holomorphes
et uniformes au voisinage de la solution périodique (4). Evidemment les v;
s’annulent avec les B, 7= et u. (est la condition de la solution périodique
et cela s’écrib

(5) YilBys ... Bn, T, u)=o0. (t=1,2,...m)
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Puisque les équations (3) ne contiennent pas le temps explicitement, il est permis
de mettre par ex. g, =o0. On peut en général résoudre les équations (5) en
mettant pour 3,,...3n, 7 certaines séries convergentes ordonnées suivant les
puissances de u et divisibles par p.

Ayant ainsi démontré P’existence de la solution périodique cherchée, PoIncaRE
montre [278, n°® 4z] comment on peut développer les z; en séries de FoURIER de
Iargument 27t: (T + v). Les coefficients de ces séries sont développés suivant
les puissances de u.

Il arrive souvent que les X; sont périodiques de période 2z par rapport &
certaines des variables z;, par ex. par rapport & x«,,...z;. On peut alors re-
garder comme périodique une solution dans laquelle x,,...a; augmentent de
certains multiples de 27, tandis que les autres x; reprennent leurs valeurs. Alors
dans 'exposé précédent, ¥, . .. Y, signifient les incréments des x,, ... 2; diminués
par les multiples mentionnés de 2m. Les conditions (5) expriment encore la
périodicité de la solution.

Si les équations (3) admettent s intégrales uniformes au voisinage de la
solution (4), les conditions (5) ne sont pas indépendantes. Si n—s des fonctions
Y; s’annulent, les autres s’annulent alors en méme temps. A ces n—s conditions
on peut alors adjoindre les s conditions qui expriment que les intégrales ont cer-
taines valeurs constantes arbitraires. La solution périodique considérée contient
alors ces s constantes comme paramétres.

Il peut arriver que certaines des fonctions ¥, sont divisibles par u et que
la solution périodique (4) contient autant de paramétres arbitraires. Il faut alors

déterminer ces paramétres de sorte que les équations —tf = o0 soient satisfaites
L

h

pour #;=t=u=o0. A chaque solution (4) ainsi déterminée correspond alors pour
de petites valeurs de u une solution périodique qui coincide avec elle pour u = o.

Poincart: applique les principes précédents a 'étude des solutions périodiques
du probléme des Trois Corps [92; 183; 278, n% 39, 40, 47, 48] en supposant, nous
I’avons déja dit, que les masses des planétes sont petites. En égalant a zéro le
paramétre u, qui est de ’ordre des masses, le probléme admet des solutions péri-
odiques trés simples. On obtient une telle solution en supposant que les deux
masses infiniment petites décrivent des cercles quelconques concentriques autour
du Soleil et situés dans le méme plan. On en obtient d’autres en supposant que
pour u=o0 les orbites se réduisent & des ellipses et que les durées de révolution
sont commensurables entre elles. Puisque, pour u = o, les périhélies et les noeuds
sont fixes, certaines des fonctions ¥, sont divisibles par u. Pour que les coeffi-
cients de u dans les développements de ces fonctions ¥, disparaissent, il faut
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choisir les éléments (les grands axes exceptés) de sorte que les dérivées pre-
miéres de la partie séculaire de la fonction perturbatrice (partie qui devient
constante en vertu de la commensurabilité) s’annulent. PoiNcark démontre
ainsi Iexistence de trois sortes de solutions périodiques dans le probléme des
Trois Corps. Au bout de la période, le systéme reprend la configuration qu’il
avait au commencement, tout le systéme ayant seulement tourné un certain
angle ¢. Au commencement et au milieu de la période, les deux planétes se
trouvent en conjonction symétrique, les vitesses étant perpendiculaires & la ligne
ou au plan de conjonction. Les coordonnées relatives des deux planétes peu-
vent étre développées en séries de FoUriEr d’un seul argument, les coeffi-
cients étant des séries ordonnées suivant les puissances du petit paramétre u.
— Pour les solutions de la premiére sorte, les inclinaisons sont nulles, les excen-
tricités sont de V'ordre de u et V'angle ¢ est fini. En y mettant u=o, ces or-
bites se réduisent & des cercles concentriques autour du Soleil et situés dans le
méme plan. En ne considérant pas comme distinctes deux solutions qui différent
seulement par la position des axes, par l'origine du temps ou par le choix des
unités de longueur et de temps, les solutions périodiques de la premiére sorte ne
renferment qu’un seul paramétre, qui est le rapport n:n' entre les moyens mou-
vements dans les deux orbites circulaires limites (pour g = o). — Pour les solu-
tions périodiques de la seconde sorte, les inclinaisons sont nulles, les excentricités
finies et I'angle ¢ de I'ordre de u. En y mettant = o, ces orbites se réduisent
‘4 deux ellipses & foyer commun situées dans un méme plan et ayant leurs lignes
d’apsides coincidantes. ILe rapport n:n' des moyens mouvements dans ces ellip-
ses est un nombre rationnel. Ces solutions sont caractérisées par le nombre ra-
tionnel n:n' et par I'excentricité de 'une des ellipses limites qui y rentre comme
paramétre arbitraire. — Pour les solutions périodiques de la troisiéme sorte, I'in-
clinaison n’est pas nulle, les excentricités sont petites et 'angle ¢ de I'ordre des
masses. Pour u=o0 les orbites se réduisent & des ellipses peu excentriques ou
circulaires ayant le Soleil au foyer et non pas situées dans le méme plan. Les
lignes d’apsides coincident avec la ligne des noeuds ou y sont perpendiculaires.
Le rapport n:n' des moyens mouvements dans les deux ellipses limites est un
nombre rationnel. Ce qui caractérise ces sdlutions périodiques de la troisiéme
sorte, c’est d’une part le nombre rationnel n:n' et d’autre part Vinclinaison des
orbites limites, qui y rentre comme parameétre arbitraire.

Supposons donnée la valenr du petit paramétre u. Sile rapport des moyens
mouvements dans les orbites limites se rapproche d’un nombre rationnel de la
forme (p+ 1):p, p étant un entier, les orbites périodiques de la premiére sorte
deviennent assez excentriques. Dans le voisinage immédiat de ces commensura-
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bilités, il arrive méme que les séries ordonnées suivant les puissances de u qui
donnent les solutions périodiques de la premiére sorte ne convergent plus pour
la valeur considérée de u. Pour examiner ce qui se passe alors, PoINCARE se li-
mite au probléme restreint [367] en supposant que 'une des masses est nulle et
que l'autre planéte se meut dans un cercle. Si les séries mentionnées ordonnées
suivant les puissances de u, qui donnent les solutions périodiques de la pre-
miére sorte, cessent d’exister, POINCARE montre qu’on peut les remplacer par des
séries procédant suivant les puissances de Vu. L’excentricité e est alors de Iordre

de Vu, et c’est le rapport 8 —lime:Vu qui rentre comme paramétre arbitraire.
=0

Pour ¢ = o lorbite se réduit & un cercle, et le rapport entre les moyens mouve-
ments devient (p + 1):p. Si g croit, il arrive enfin que ces nouvelles séries or-

données suivant les puissances de Vi ne convergent plus. POINCARE montre
qu’on peut les remplacer alors par les séries ordonnées suivant les puissances
de u, les mémes qui donnent les solutions périodiques de la seconde sorte. Ainsi
au voisinage des commensurabilités mentionnées, les solutions périodiques de la
premiére et de la seconde sorte pe sont pas analytiquement distinctes. En
variant le paramétre, on passe des unes aux autres.

Evidemment, il est infiniment peu probable que les conditions initiales qui
correspondent a4 une solution périodique se trouvent réalisées dans la nature.
Mais il peut bien arriver et il arrive aussi souvent que le mouvement est & peu
prés périodique. Alors il convient de prendre la solution périodique comme point
de départ et de développer les coordonnées ou les éléments suivant de petits
paramétres, ainsi que 'ont fait déja DELaTNAY, HriL et BRowx dans le cas de
la Lune. Il semble que ce soit surtout les solutions périodiques de la premiére
sorte qui auront ainsi une valeur pratique considérable et cela dans la théorie
du mouvement des astéroides et des satellites.

3. Exposants caraetéristiques.

Soit
{6) %iéXi(xl,...x,,) (t=1,2,...10)

un systéme d’équations différentielles admettant une solution périodique z; = ¢;(t)
de période T. Pour étudier les solutions voisines de cette solution, PoINCARE
introduit z; —;(f) + & et développe suivant les puissances des £. En ne con-
servant que les termes du premier degré, il arrive aux équations aux variations
[183; 278, n° 53]
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d§; v dX; .
(7) W—j%l a5 §i (t=1,2,...n),

Dans les coefficients des & au second membre, il faut introduire pour z; ses dé-
veloppements en séries de FOURIER. Les équations aux variations qui correspon-
dent & une solution périodique sont donc des équations homogénes et linéaires
a coefficients périodiques.

On sait quelle est en général la forme des solutions de ces équations; on
obtient 7 solutions particuliéres de la forme suivante

(8) §,=ewt81p,...5n=e%t8,, (p=r1,2,...1m),

les a, étant des constantes et les S;, des fonctions périodiques de méme période
que les ¢;(2).

Si deux exposants ¢ ont la méme valeur, on aura une solution particuliére
de la forme

(9) Ei=et(S; +t8%) (t=1,2,...m),

les fonctions §; et §'; étant périodiques.

~ Les constantes «;, s’appellent les exposants caractéristigues de la solution péri-
odique considérée.

~La nature des solutions voisines dépend en premier lieu des valeurs des ex-

posants caractéristiques. Si tous ces exposants qui ne sont pas nuls sont pure-
ment imaginaires, PoINCARE dit que la solution périodique est stable; si au con-
traire, pour quelques-uns des exposants, les parties réelles ne sont pas nulles, la
solution périodique est appelée instable. Si les valeurs initiales sont voisines de
_celles qui correspondent & une solution périodique stable, le mouvement restera
pour longtemps semblable au mouvement périodique; au contraire, les solutions
qui avoisinent & un instant donné une solution périodique instable, s’en éloignent
en général beaucoup plus tot.

Rappelons briévement comment les exposants caractéristiques peuvent se
calculer [183; 278, n° 60]. Soit T la période de la solution périodique généra-
trice x; = ;(t); soit ¢;(0) + B; la valeur de a; pour t =0 et 2y=q;(T) + 8: + Y
la valeur de x; pour {=17. Alors POINCARE montre que les exposants caracté-
ristiques ¢ satisfont & ’équation

Acta mathematica. 38. Imprimé le 10 mars 1915 41
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dy, ay, ay,
. B St et R
dg, dp, d B
a, dy,  ar . dY: |
ap, ’ d3, et d3r -
dy, dy, dy, 7
g oy e ew + I_eﬂ
g, dp, dpn
ou dans les éléments du déterminant il faut mettre 3, — g, = - = p,~0 aprés

les différentiations.

Dans le cas des équations de la Dynamique, certaines symétries apparais-
sent, de sorte que les exposants caractéristiques sont toujours égaux deux a deux,
mais avec des signes contraires. D’ailleurs, si la solution périodique ne corres-
pond pas & umne position d’équilibre relative deux exposants caractéristiques
sont toujours nuls.

Rappelons que, toutes réductions faites, les équations du probléme général
des Trois Corps peuvent se mettre sous la forme canonique avec 4 degrés de
liberté; dans le cas du mouvement plan, le degré de liberté s’abaisse & 3; enfin
dans le cas restreint, on n’aura que 2 degrés de liberté. Si les masses des pla-
nétes sont petites, les seconds membres des équations différentielles sont déve-
loppés suivant des puissances d’un petit paramétre . Il en est de méme des
fonctions ¢;{t) et Y;(3,, ... ) mentionnées tout 4 'heure. Cela étant, POINCARE
démontre [183; 278, n® 74—78] que dans le probléme des Trois Corps les expo-
sants caractéristiques des solutions périodiques de la deuxiéme et de la troisi-
é¢me sorte disparaissent pour it =o et sont développables suivant les puissances
de Vu. Enfin en formant les premiers coefficients de ces développements, il dé-
montre que, dans le probléme réduit des Trois Corps, on n’aura que deux expo-
sants caractéristiques qui sont identiquement nuls.

D’ailleurs, PoINCARE résout [183; 278, n° 79] complétement les équations
aux variations du probléme des Trois Corps et montre comment on peut déve-
lopper en séries trigonométriques convergentes les fonctions S des formules (8)
et (9). Les coefficients de ces séries sont développés suivant les puissances de
Vi et convergent pour des valeurs assez petites de ce paramétre.

Il va sans dire que, dans toutes ces discussions, POINCARE ne regarde point
seulement les équations spéciales du probléme des Trois Corps, mais les équa-
tions canoniques générales du type (1).

Les solutions périodiques étudiées dépendent d’un petit paramétre u. Les
solutions périodiques du probléme des Trois Corps renferment encore une con-
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stante arbitraire essentielle C. Les exposants caractéristiques qui ne sont pas
identiquement nuls dépendent de u et de €. En faisant varier par ex. O, les
solutions périodiques et leurs exposants caractéristiques varient aussi.

Supposons done qu’un systéme quelconque d’équations différentielles pos-
séde des solutions périodiques qui dépendent d’un paramétre C. Il peut alors
arriver que pour C = C, une solution périodique cesse d’exister.” PoINCARE dé-
montre que cela ne peut se faire que si la solution se confond pour C=C, avec
une autre solution périodique. Ainsi les solutions périodiques disparaissent (ou
apparaissent) par couples & la fagon des racines réelles des équations algé-
briques [183; 278, n° 37].

Admettons qu’il s’agisse des équations de la Dynamigue, et que pour C = O,
plusieurs solutions périodiques se confondent. PoINCARE démontre que cela ar-
rive et ne peut arriver que si pour l'un des couples d’exposants caractéristiques
on aura «T =+ z2kax V-1, k étant un entier. Soit pour C>C, p le nombre
des solutions périodiques considérées, pour lesquelles «7' F 2k« V—1 soit pure-
ment -imaginaire, et p" le nombre des solutions pour lesquelles cette quantité
soit réelle. Soit ¢' et ¢" les nombres correspondants pour C < C,. Il n’y a'alors
que trois hypothéses possibles:

p'! — p/r’ ql — qu;
pr=pu +1, qr=q'/+ I
p’=p”——‘I, q'=g”——x.

Dans tous les cas, on a
pl___ - P -*Q”-

Dans le cas simple ou il n’y a que deux degrés de liberté, comme dans le
cas restreint du probléme des Trois Corps, il n’y a qu’un seul couple d’expo-
sants caractéristiques qui n’est pas identiquement nul. PoINCARE trouve alors
le théoréme [280, n° 378]: 8¢, en variant les paramétres, plusieurs solutions pério-
diques se confondent, alors il disparait (ow apparait) toujours autant de solutions
stables que de solutions instables.

Voici encore un autre théoréme dans ce cas de deux degrés de liberté: i,
pour certaines valeurs des paramétres, une solution périodique perd la stabilité ou
Vacquiert (et cela de telle facon que Uexposant caractéristique o soit un multiple de
2 V—1), cest qu'elle se sera confondue avec une autre solution périodigue, avec
laquelle elle aura échangé sa stabilité.
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4. Solutions asymptotiques.

En étudiant les solutions voisines d’une solution périodique instable, Poin-
CARE a découvert une nouvelle classe de solutions auparavant tout & fait in-
connue [183; 278, ch. VII]. Il les a appelées solutions asymptotiques. 11 y en a
deux familles: pour la premiére, la solution se rapproche asymptotiquement pour
t-=—ow de la solution périodique considérée, pour la seconde famille, ce rap-
prochement asymptotique aura lieu pour ¢{= + .

En partant des équations (6) et d’une solution périodique ;= ¢; () Poin-
CARE y pose a; = ¢;(¢) + &. 1l vient alors

les 5 étant développés suivant les puissances des §;, les coefficients de ces déve-
loppements étant périodiques de période T = 2.

Au lieu des variables &;, POINCARE introduit des variables nouvelles i; par
une transformation linéaire dont les coefficients sont les fonctions périodiques
8, qui entrent dans les solutions (8) des équations aux variations. Les équa-
tions différentielles des r; ont alors la forme
(10) %T'ti= i=wri+ HY + HY +
H étant un polynome homogéne de degré p en 1,,...1, avec des coefficients
périodiques en ¢ de période 277. Les ¢; sont les exposants caractéristiques.

PoiNcARE montre qu’on peut satisfaire formellement a4 ces équations en
développant les r; suivant les puissances de quantités 4;e%!(i=1,2,...n), les 4;
étant des constantes arbitraires. Les coefficients de ces développements sont
périodiques en ¢ de période z:x. Il n’y aurait exception que dans le cas ou il
y aurait entre les o, une relation de la forme

(1) yV—1 + zakp’;.-—ajzo

k=1

pour des valeurs entiéres non négatives des j; et entiéres (positives, négatives
ou zéro) de .

En appliquant la méthode de Cavony appelée Caleul des Limites, PoINCARE
démontre que les séries en question convergent, si 'expression (11) ne peut de-
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venir plus petite que toute quantité donnée &; c’est-d-dire si aucun des deux
polygones convexes qui enveloppent, le premier les points dont les affixes sont
les o et + V—1, le second les points ayant les affixes « et — V—1, — si aucun
de ces polygones ne contient l’origine; c’est-a-dire si les parties réelles de toutes
les quantités o« sont différentes de zéro et du méme signe.

Il peut arriver que ces conditions suffisantes pour la convergence ne soient
remplies que pour un certain nombre des coefficients «, par ex. pour ¢, ...an.
Si par ex. «,,...on ont leurs parties réelles >0, on peut mettre 4,41 =Amye=
= .- =A, =0 et développer les v; en séries convergentes suivant les puissances
des quantités A ent, ... A,emt. On aura ainsi des solutions asymptotiques de
la premiére famille. De méme, aux exposants caractéristiques dont les parties
réelles sont <o, correspondent des sclutions asymptotiques de la deuxiéme fa-
mille.

Les principes précédents s’appliquent aussi aux équations canoniques avec
n degrés de liberté. Toutefois deux exposants caractéristiques étant identique-
ment nuls et ainsi égaux entre eux, la derniére des équations qui correspondent
aux équations (10) aura la forme

2) 3
—y = CNgn—1 + Hén + H;& + o,

¢ étant une constante. Néanmoins le nouveau systéme se traite comme les équa-
tions (ro) et tous les résultats précédents sur ’existence des solutions asymp-
totiques subsistent.

Si les équations canoniques sont du type (1), comme dans le probléme des
Troie Corps, les exposants caractéristiques se développent suivant les puissances
de Vu et contiennent cette quantité comme facteur. Certains diviseurs (11) sont
donc de Pordre de Vu. Mais, en revanche, les quantités & intégrer sont toujours
"aussi au moins du méme ordre. POINCARE démontre qu’il existe aussi pour ces
équations des solutions asymptotiques au voisinage de chaque solution périodique
instable. Soit «,,...a; les exposants caractéristiques qui ont leur partie réelle
positive quand Vi >o. Pour les solutions asymptotiques de la premiére famille,
les z; et les y; sont développables suivant les puissances de w, = A4 en¢ .. . w;
= Are%t, les 4,,... A; étant des constantes arbitraires. Les coefficients de tous
ces développements sont périodiques en t de méme période que la solution péri-
odique. Enfin les coefficients constants sont des fractions dont le numérateur
et le dénominateur sont développés suivant les puissances positives de Vu. Ces
développements des x; et y; convergent uniformément tant que ¢ est assez voisin
de — o et Vu>o et assez voisin de zéro. On aura aussi des solutions asymp-
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totiques analogues qui se rapprochent asymptotiquement de la solution périodique
pour ¢ = + oc.

Poincark démontre quen développant les coefficients fractionnaires suivant
les puissances de Vu, on n’aura que des puissances positives. Ainsi, pour les
solutions asymptotiques des équations (1), les 2; et les y; sont développables sui-
vant les puissances de Vu, w,, . .. w, les coefficients étant périodiques en . On
peut ordonner ces séries suivant les puissances de Vu et déterminer les coeffici-
ents directement en partant des équations différentielles. Malheureusement ces
séries ordonnées suivant les puissances de Vu ne sont pas convergentes. Mais
PoiNcARE démontre qu’elles sont semiconvergentes.

5. Nomn-existence des intégrales uniformes.

On sait que le probléme des Trois Corps admet plusieurs intégrales trés
simples: celles du mouvement du centre de gravité, celles des aires et celle des
forces vives. M. Bruns a démontré qu’il n’existe pas de nouvelle intégrale algé-
brique en dehors de ces intégrales déja connues.

PoINCARE a complété la démonstration de M. BRUNS sur un point délicat
et a confirmé les résultats auxquels ce savant était arrivé [166].

Mais PoINCARE a examiné la question aussi d’'un autre point de vue [278,
ch. V]. Tl admet toujours que deux des masses sont petites (de 'ordre de u)
par rapport a la troisiéme. En traitant, selon son habitude, la question d’une
maniére aussi générale que possible, POINCARE ne regarde pas seulement les équa-
tions spéciales du probléme des Trois Corps, mais les équations générales du type
(r). Il démontre que, sauf certains cas exceptionnels, les équations (1) n’admet-
tent pas d’autre intégrale analytique et uniforme que I'intégrale ¥ = const. Voici
ce qu’il entend par la:

Soit @ une fonction analytique et uniforme pour toutes les valeurs réelles
des y, pour les valeurs suffisamment petites de « et pour les valeurs des x appar-
tenant & un certain domaine D; le domaine D peut d’ailleurs &tre quelconque
et 8tre aussi petit que 'on veut. Enfin @ doit étre périodique par rapport aux
y de période 2 z. Dans ces conditions @ est développable sous la forme

(12) O=0,+ud + u*0, + ...,

Dy, D,, Dy, ... étant uniformes par rapport aux z et aux y et périodiques par
rapport aux y.

'PoiNCARE démontre quen général une fonction @ de cette forme ne peut pas
étre une intégrale des équations (1).
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En supposant qu’il existe une telle intégrale @ distincte de F, il est permis
de supposer que @, n’est pas une fonction de F,. En effet, si @, était une fonc-
tion de F,, PoINCARE montre qu’il serait possible de déduire de @ et F une nou-
velle intégrale @ de la nature considérée et pour laquelle @, n’est pas une fonc-
tion de F,.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction @ soit une inté-
grale s’éerit

(x3) | [F,®] = o,

la quantité au premier membre étant la parenthése de PoissoN. En égalant &
zéro les termes de diverses puissances en u dans le premier membre, on obtient
une infinité d’équations que nous nommerons (13°%), (131), (13%), ...

En partant de I’équation (13°), PoINCARE fait voir d’une maniére trés simple
que @, ne peut pas dépendre de celles des variables y,, ¥,, .., y» qui sont con-
juguées aux variables dont dépend F,.

En mettant ensuite dans I’équation (13) les développements trigonométriques
de F, et de @,, il montre que les coefficients du développement de F, doivent
satisfaire & certaines conditions spéciales pour qu’il existe un certain nombre
d’intégrales de la forme (12). Cela conduirait trop loin d’énumérer ici ces conditions
dont I’énoncé est assez compliqué. PoINCARE démontre que ces conditions ne
sont pas satisfaites dans le probléme des Trois Corps. Pour démontrer rigou-
reusement le théoréme, quelque petit que soit Je domaine D, il faut considérer
des termes infiniment éloignés dans le développement de F,. PoINCARE fut ainsi
conduit & former certaines expressions asymptotiques pour les coefficients de trés
haut degré dans le développement trigonométrique de la fonction perturbatrice
suivant les multiples des anomalies moyennes. Le résultat auquel arrive PoiNcar®
g’énonce ainsi: Quand deux des masses soni petiles de Uordre de u, le probléme des
Trois Corps nadmet pas d’autres intégrales de la forme (12) que celles qui sont déja
connues.

6. Séries de M. LINDSTEDT,

Pour déterminer le mouvement des planétes, les fondateurs de la Mécanigue
céleste ont cherché d’intégrer les équations différentielles en développant les
inconnus suivant les puissances des masses. Les termes d’ordre n de ces déve-
loppements sont des polynomes en ¢ d’ordre n au plus, dont les coefficients sont
des développements trigonométriques d’un certain nombre d’arguments. Depuis,
ces méthodes classiques ont été perfectionnées et employées surtout par HANSEN,
LEVERRIER, NEwcomB, HiLL et Garnror. Il a été ainsi possible de calculer le
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mouvement des planetes pour plusieurs siécles avec une exactitude comparable
avec celle des observations modernes.

Toutefois, étant donné que ces développements renferment le temps en dehors
des signes sinus et cosinus, il est évident qu’ils ne peuvent pas suffire quand il
s’agit de trouver les changements séculaires des orbites. Pour étudier ces change-
ments, LAGRANGE développa sous forme trigonométrique les inégalités séculaires
les plus importantes, pour lesquelles 'exposant du temps est égal & I’ordre par
rapport aux masses. D’ailleurs LAGRANGE ne conserva que les termes du pre-
mier degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons. Il lui fallut pour
¢a résoudre un systéme d’équations différentielles linéaires & coefficients constants.
La théorie de LacraNGE fut perfectionnée par LEVERRIER et CELLERIER qui ont
conservé aussi les termes du troisiéme et du cinquiéme degré par rapport aux
excentricités et aux inclinaisons.

Toutefois, il restait & démontrer la possibilité d’éviter complétement les
développements suivant les puissances du temps. C’est & DELAUNAY que revient
I’honneur d’avoir formé le premier des séries générales purement trigonométri-
ques satisfaisant formellement aux équations du mouvement. Mais DELAUNAY
s’est occupé seulement de la théorie de la Lune.

C’est NEwcoMB' qui démontra le premier que les coordonnées des 8 planétes
peuvent étre développées en séries purement trigonométriques renfermant
3 X 8—1 =123 arguments variant linéairement avec le temps. La démonstration
de NEwcoMB repose sur la méthode de la variation des constantes un peu géné-
ralisée. Il avance par approximations successives, en partant des expressions de
LAGRANGE ol les termes séculaires les plus importants ont déja la forme trigono-
métrique. Toutefois NEwcoMB avoue lui-mé&me dans la préface de son mémoire
que sa démonstration ne peut étre considérée comme définitive. D’ailleurs, la
méthode de NEwcoMmB, comme celle de DELAUNAY, demande un grand nombre
de changements de variables assez compliqués.

Le probléme dont il s’agit fut résolu aussi par GYLDEN dans sa théorie des
orbites absolues. Mais le mode d’exposition de GYLDEN est malheureusement
trés compliqué, et il n’est pas facile de dégager dans sa théorie I'idée fondamentale.

C’est pour simplifier les méthodes de GYLDEN que M. LINDSTEDT commenga
& s’occuper de la question. M. LINDSTEDT® a traité les équations différentielles
de la forme
(14) f’thr W=, + Tz + ¥+,

! Smithsonian Contr. to Knowledge, Vol. 21 (1874
* Mém. de I'Acad. Imp. d. Sciences de St. Pétersbourg, Tome XXXI, n° 4 (1883)
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ou les fonetions ¥;, qui sont du premier ordre, ne renferment que des termes
périodiques de la forme Bcos(i¢ + b), les 4 étant incommensurables avec n. ~En
supposant que l’équation ci-dessus présente certaines symétries, lesquelles d’ail-
leurs se trouvent réalisées dans la plupart des applications, M. LinpsTEDT démon-
tre que z peut se développer en série trigonométrique, oit un nouvel argument
s’est introduit par l'intégration. M. LinpsteDT! appliqua sa méthode au probléme
des Trois Corps en admettant que les excentricités, les inclinaisons et le rapport
des rayons vecteurs des deux planétes sont des quantités petites. Il montre que
les distances des  trois corps peuvent alors &tre développées en séries trigonomé-
triques avec quatre arguments. '
Voila 4 quel point se trouvait la théorie en question quand PoIiNCARE
commenca & s’y intéresser. PoOINCARE se propose d’abord de perfectionner la
méthode de M. LinnsteDpT. Il démontre [g7] qu’on peut satisfaire formellement aux
équations (14) par une série trigonométrique méme dans le cas général ou les fonc-
tions ¥¥; ne présentent plus les symétries dont nous avons parlé. La démonstra-
tion trés intéressante repose sur un théoréme de GREEN d’aprés lequel une cer-
taine intégrale, étendue sur une surface fermée quelconque, est nulle. PoixcArg
fait preuve ici, comme souvent, d’une pénétration géniale qui lui permet de décou-
vrir les liens internes qui raccordent parfois entre elles des questions en appa-
rence tout & fait indépendantes. .
Plus tard, PoiNcarf trouve [115; 279, n°® 127] que I’équation (14) peut se
réduire & un systéme canonique avec deux degrés de liberté, de la forme (1), F,
dépendant de tous les ;. Il se pose alors le probléme d’intégrer formellement
les équations générales de ce type sans introduire de développements suivant
les puissances de ¢. Il suppose d’abord que F, dépend de toutes les variables
z,, ...xn. Il démontre qu'on peut satisfaire alors aux équations (1) en mettant

zi=xf + uxi + vixf + -,
(15) 1 2
Yi=w; + wyi + Pyl + -,

ol

w; = N3t + ;.

Les constantes d’intégration sont z{ et w;. Les constantes n; dépendent des ] et
sont développées suivant les puissances de w. Les z¥ et y* sont des fonctions
périodiques de période 27z par rapport aux w; et dépendent d’une maniére quel-
conque des z{ mais sont indépendants des @;. 1l est facile de former directement

t Ann. de I'Ecole Normale, Sér. 3, Vol. 1 (1884).
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les coefficients des développements, si la fonction caractéristique F, développée
suivant les multiples des y;, ne renferme que des cosinus. Mais en ne faisant
pas cette hypothése, on rencontre les mémes difficultés que dans le cas général
de léquation (14). Par Papplication de la méthode d’intégration de Jacosr,
PoiNcarE évite ces difficultés [279, n® 125].

Pour appliquer la méthode de M. LINDSTEDT au probléme général des Trois
Corps, il était nécessaire de traiter le cas important d’exception ou la fonction F,
ne dépend pas de toutes les variables z,, ...x,. L’emploi de la méthode d’inté-
gration de Jacos1 conduit alors & certaines difficultés, puisque certaines quanti-
tés de lordre des excentricités apparaissent élevées & des puissances négatives
{279, ch. XI, XII). PoiNcarg ¢vite la difficulté en faisant un changement de
variables dans lequel il fait usage des solutions périodiques de la premiére sorte.
Toutefois, il semble que I’emploi de I’équation aux dérivées partielles de Jacos1
ne soit pas bien convenable dans le cas dont il s’agit.

PoiNCARE revient aprés quelques années 4 la méme question [208], mais
alors il part des équations (z). Il suppose d’abord que les & et » n’entrent pas,
de sorte que F, dépende de toutes les variables de la premiére catégorie. Pour
effectuer Iintégration, il détermine les fonctions z¥ et y* (k> o) des développe-
ments (15) de sorte que la fonction F aprés la substitution ne dépende que des
z{ et non pas des w;, et de sorte que Pexpression

indy,'— Zz.‘-’dw.-

soit une différentielle exacte. En prenant alors pour variables nouvelles les w; et
les x{, Ia forme canonique ne change pas, et comme F ne dépend que des ¢ ces
quantités seront constantes, tandis que les w; seront des fonctions linéaires du
temps. — PoiNcark démontre que les 2% et y* se déterminent trés facilement
d’aprés ces principes. :

D’une maniére tout a fait analogue, PoINCARE effectue I'intégration des équa-
tions générales (2). En ne supposant, pour simplifier, que deux planétes, il cherche
& exprimer les variables en fonction de six constantes z}, 2., ¢,, 0., 0, ¢, et de
six arguments fonctions linéaires du temps w,, w,, v,, w,, @,;, »,. Les w varient
rapidement et les w trés lentement. Il développe suivant les puissances de u

:t¢=2,u"1';?, yi=2yl’yf, t=1, 2.
p

P
k=2y”§{", l‘"ktzlupr;{_, k=1, 2 3, 4.
P

4

(16)

ey
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Les fonctions 27, yf, &%, +f (p> o) seront des fonctions périodiques des w, déve-
loppées d’autres part suivant les puissances des quantités

OrY —1 —OpY—
ore » QK€ ’

Elles dépendent en outre des x} d’une maniére quelconque. Enfin les y!—uy,
les &% et les 5 seront indépendants des w. Quand on annulera les gz, les fonc-
tions yf—w;, & et yi se réduiront & zéro. .

Cela étant, le probléme dont il s’agit peut &tre remplacé par le suivant: dé-
terminer les séries (16) de telle fagcon que d’une part la fonction F, quand on y

a substitué les séries (16), se réduise & une fonction ¢ ne dépeéndant que des z}
et g; et de sorte que d’autre part la quantité

indyi + 2§kdnk — Zx}:’dwi + Eeidcwc
[ k i %

soit une différentielle exacte. Au lieu des variables x;, y;, &, nz, on peut intro-
duire alors les xf, gz, w;, wz. La forme canonigue subsiste. Puisque F ne dé-
pend que des z{ et des gx, ces quantités seront constantes, tandis que les w; et
les wy seront des fonctions linéaires du temps, dans lesquelles les coefficients de
¢t sont développables suivant les puissances de u et des g;. — PoINCARE démontre
que les séries (16) peuvent &tre déterminées d’aprés ces principes.

Une derniére fois, PoiNCARE est revenu sur le probléme fondamentale
d’intégrer sous forme trigonométrique les équations du mouvement des pla-
nétes [464, ch X]. Cette fois, il part des séries mixtes que donne lapplication
de la méthode classique de Lacrangg. Il en dérive une transformation canonique,
laquelle conduit aux équations complétes des inégalités séculaires, jamais déduites
auparavant.

PoiNcARE part des équations (z). Il y satisfait & l'aide de développements
de la forme

Ti=axf + 0, yi=wi + yd + 0yi, Ex =254 + 0&x, pr =1k + dux.

Les dx;, Jyi, 65, Onr sont développables suivant les punissances de u, de ¢, des
E%, des 7% et suivant les cosinus et les sinus de multiples des arguments w; = nft,
c’est-a-dire que ces quantités peuvent étre mises sous la forme

(x7) Z'M‘A M, t™ cos (2 piw; + h) :

Les p; sont des entiers; A et n/ ne dépendent que des constantes x7; les A dé-
pendent seulement des yJ; M, est un mondme entier par rapport aux §, et aux nf.
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Les da;, dyi, 0&;, Onp s’annulent pour u=o; elles s’annulent également
pour ¢ = o, de sorte que les constantes xf, y/, £, »/ sont les valeurs initiales des
inconnus z;, yi, &, 1 pour t=o.

Dans les développements (17), PoincarE regarde les w; comme des variables
indépendantes. Il y pose aussi t=o0, de sorte que les termes périodiques sont
seuls conservés dans les perturbations da;, dy;, 0&x, 0. En appelant Aa;, 4y,
A&k, A ce que deviennent alors ces perturbations périodiques, PoiNcarE forme
les équations

(18) wi=a} v Sy, yi=w; +yl + Ayi, S =5k + A&k, vr=1k + dnp,

dans lesquelles les af, w;, i, nf sont des variables nouvelles, tandis que les y¢
sont encore regardés comme des paramétres constants.

Evidemment-, en introduisant dans F les fonctions (18) F ne dépendra pas
des w; en vertu de l'intégrale des forces vives.

Toutefois, POINCARE ne conserve pas les x) comme variables. En partant
des développements (17), il forme certaines fonctions W; indépendantes des wu;,
développables suivant les puissances de g, des £f et des 1, dépendant d’'une ma-
niére quelconque des z{ et se réduisant & x{ pour u=o. Il détermine ces fone-
tions de sorte que, aprés avoir introduit dans (18) les 27 exprimés comme fonc-
tions des W,, des &} et des 1%, 'expression

Dady + X Gdup— 2 Widrwei — 2 Eds
[ k i

devienne une différentielle exacte. La transformation est alors canonique. Comme
F ne dépend pas des w;, les W; sont des constantes, et les équations différen-
tielles deviennent

W ;= const

dék _dF di} ___dF

(19) dt “dyp’ dt g
dw; _ dF
dt aw;

Les équations de la seconde ligne sont les équations complétes des inégalités
séculaires. PoOINCARE montre qu'on peut y satisfaire en développant les i et 177
suivant les puissances des quantités

(20) ore O+ ¥,
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les g et &z étant des constantes d’intégration. Les oz sont développables suivant
les puissances de u et des ¢f et sont divisibles par w. D’ailleurs 'an des oz est
identiquement nul en vertu des intégrales des aires.

Ayant déterminé ces développements pour & et 7f, on obtient les w; par les
équations de la troisiéme'ligne des formules (19). En désignant par n; certaines
quantités constantes, développées suivant les puissances de y et des g}, les wi—n;t
seront développés suivant les puissances des quantités (20).

Ainsi se trouvent déterminés les af, w;, &1 et 1} qui entrent dans les for-
mules définitives (18). '

7. Séries de M. BOHLIN.

L’application de la méthode de M. LiNDSTEDT aux équations (1), ou F, dé-

pend de tous les z,,...z,, suppose qu’il n’existe pas de relation & coefficients
. F, . .
entiers entre les quantités n€=~%7€{ . En effet, dans les intégrations succes-

sives auxquelles conduit cette méthode, on voit apparaitre des diviseurs de la
forme Emmf, les m; étant des nombres entiers. Méme dans le cas ot un divi-

seur est de 'orde de Vy, les séries de M. LiNpsTEDT deviennent illusoires, puisque
pour certaines suites de termes (termes de méme classe) les dénominateurs sont
du méme ordre de grandeur gque les numérateurs correspondants.

On pe diminue pas la généralité en supposant que le petit diviseur soit n?,
de sorte que m, =1, M,=0, ... My =0.

Pour éviter les difficultés des petits diviseurs, une nouvelle méthode d’inté-
gration fut imaginée par M. Bosrin.! Il part de'l’équation aux dérivées parti-
elles de Jacos1

ds a8

cTyl’ @;, Yys - - - Yn] = const.

Il s’agit d’intégrer cette équation en développant la fonction inconnue § suivant

les puissances de Vu. Drailleurs les dérivées de S doivent étre périodiques par
rapport aux y. M. BOHLIN ne traite que le cas ordinaire, ot le développement
de y, renferme un terme proportionnel au temps. Il exclut le cas de la libration
ol la fonction y, contient seulement des termes périodiques.

Immédiatement aprés, et d’une maniére indépendante, la nouvelle méthode
d’intégration fut découverte aussi par POINCARE [183; 279; ch. XIX, XX]. Celui-ci
a traité aussi le cas si important de la libration.

! Bihang till K. Svenska Vet. Akad. Handl. Bd. 14, Afd. I, N:o 5. (1888).
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Dans le cas ordinaire, les fonctions S; qui apparaissent dans le développement
S=8+VulS, +(VueS, + Vu)rs, + ...

sont finies pour toutes les valeurs réelles de y,,...y,. L’application de la mé-
thode d’intégration de JacoBr est alors facile. La forme de la solution devient

a0 xX

~ kK N Tk k

Xy == (V.u} Z;, y,‘:Z(V‘u; Yi -
k=0 k=0

Pour k> o, les a¥ et les y¥ sont des fonctions périodiques de n arguments w,, . .. w,
linéaires par rapport au temps. Les z{ sont des constantes; les y{—w; sont des
fonctions périodiques de Pargument w,. Le coefficient de ¢ dans cet argument
est de Pordre de V.

Dans le cas de la libration, les difficultés sont plus graves. Alors, la fonction
8, devient imaginaire & moins que l'argument y, soit compris entre certaines
limites. Quand ces limites sont atteintes, les fonctions 8,, §,, . .. peuvent devenir
infinies. La méthode d’intégration de JacoBr doit donc étre abandonnée.

Au moyen d’une fonction § satisfaisant a ’équation de JacoBI & des termes

de Pordre (V«)® prés, PoiNcaRE forme une transformation canonique par laquelle
les équations différentielles (1) sont ramenées 4 un autre systéme canonique d’une
forme analogue mais plus spéciale. La solution cherchée de ce nouveau systéme
peut étre obtenue par la méthode de M. LINDSTEDT.

Dans ce cas de la libration, la forme de la solution des équations (1) reste
4 peu prés la méme que dans le cas ordinaire. Seulement y{, y;—w,,...Yya—wn
seront des fonctions périodiques de Vargument w,, dont le coefficient de ¢ est de
Pordre de V.

PoINCARE apporte aussi la plus grande attention au cas limite par lequel
se fait le passage du cas ordinaire au cas de la libration. Ce cas limite corres-
pond & une certaine relation entre les constantes d’intégration. Les divers termes
du développement de la fonction S, qui satisfait 4 I’équation aux dérivées parti-
elles de Jacosi, sont alors finis pour toutes les valeurs des ¢, ... y,. Ils sont pé-
riodiques de période 47 par rapport & y, et de période 2zr par rapport aux y,, . .. ¥a.

L’application de la méthode d’intégration de Jacosr au cas limite montre
que les variables x,, s, y,, yr—wi sont alors développables en séries ordonnées
suivant les puissances de Vyu et des cosinus et sinus des multiples de w,, wy, . . . w,
et dont les coefficients sont des fonctions uniformes de w,; ces fonctions uniformes
sont développables suivant les puissances de ¢2*, si w, est négatif et suffisamment
grand, et suivant celles de e—*, si w, est suffisamment grand (¢ étant une con-
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stante). On voit ainsi apparaitre les puissances d’'une exponentielle comme dans
les solutions asymptotiques. Et en effet, pour n = 2, les séries dont il s’agit coin-
cident avec les développements semiconvergents des solutions asymptotiques suivant
les puissances de V. En ordonnant suivant les puissances de I’exponentielle
seule (en réunissant en un seul tous les termes qui contiennent une méme puis-
sance de I’exponentielle mais des puissances différentes de V), elles deviennent
convergentes.

Pour »>2, les solutions formelles dont il s’agit doivent &tre considérées
~comme une généralisation des solutions asymptotiques. Elles se rapprochent
pour {= + o ou pour {=—o de certaines solutions renfermant » — 1 arguments
qui forment une généralisation des solutions périodiques instables.

PoiNCARE a essayé d’étendre la méthode de M. BoHLIN au cas d’exception
ot F, ne dépend pas de toutes les variables x,,...x, [279, ch. XXI]. Le pro-
bléme générale du mouvement des planétes rentre dans ce cas. PoINCARE forme
alors aussi la fonction S de JacoBr, en la développant suivant les puissances de
Vu et suivant les multiples des variables y,,...y,. Toutefois, dans ce cas, les
équations auxquelles conduit la méthode d’intégration de JacoB1 ne peuvent plus
se résoudre par le procédé employé auparavant, c’est-d-dire par le théoréme de
Caucay sur le développement des fonctions implicites. Les relations entre les
variables z;, y; et les arguments w; sont beaucoup plus compliquées que dans le
cas ou F dépend de tous les z;. Les résultats obtenus par PoiNCARE dans le
cas important d’exception dont il s’agit sont considérés par lui-méme comme bien
incomplets, de sorte que de nouvelles études deviendront nécessaires.

Aprés quelques années, PoiNCARE est revenu sur la méthode de M. BoHLIN
en supposant encore que F, dépend de toutes les variables z,, . .. 2, [280, ch. XXV].

Il reprend d’abord le cas déja traité ou il n’y a qu’une geule relation linéaire

a coefficients entiers entre les nj— -—(;i‘f)’ Rappelons que les #; et les y;—w; sont
(2
alors développables en séries trigonométriques de n—1 arguments w,, ... wn.

Quant aux coefficients de ces séries, POINCARE les avait développés auparavant
en séries trigonométriques d’un argument réel w,. Maintenant, il montre que,
pour les solutions voisines du cas limite, ces coefficients peuvent se développer
suivant les puissances de deux quantités

Adest et A'e—?,

ol « est réel et développable suivant les puissances du produit (44'). De cette
maniére, c’est la période imaginaire des coefficients qui vient en apparence et
non plus la période réelle comme auparavant.
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Ensuite, POINCARE généralise la méthode de M. BoHLIN en supposant qu’il
v a k relations & coefficients entiers entre les »{. Il montre que les z; et y; sont
alors développables suivant les multiples de n —k arguments rapidement varia-

bles wy4+1,...w, et suivant Jes puissances de Vy et de 2k guantités
Alemt’ f_{'1 e—~(l.1t,- L. Ak@“kt, A;Ce—ukt

conjuguées deux & deux. Les A et A' sont des constantes arbitraires d’intégra-
tion; les exposants «, qui sont de 'ordre de Vyu, peuvent se développer suivant
les puissances de Vi et des (4, 4°), ... (4 A%). Dans le cas particulier ot k=n —1,
on retrouve les solutions asymptotiques en annulant tous les 4 ou tous les A4’

On voit ainsi que les solutions générales qui existent au voisinage d’une
solution périodique (véritable ou généralisée avec plusieurs arguments) ne sont
autre chose que des séries de M. BoHLIX..

8. Divergence des séries de MM. LINDSTEDT et BOHLIN,

On pourrait étre tenté de croire que les développements trigonométriques
généraux dont nous avons parié donnent la solution rigoureuse et compléte des
équations de la Dynamique qui peuvent se mettre sous la forme (1). PoINCARE a
brisé ces espérances et montré que les séries en question ne peuvent pas 8tre
uniformément convergentes par rapport aux quantités arbitraires qu’elles renfer-
ment [183; 279, ch. XIII, XIX].

L’étude de la convergence des séries (15) se subdivise. Il faut d’abord exa-
miner la convergence des développements pour ¥ et y* et ensuite la convergence
des séries totales pour x; et ;.

Les quantités 2% et y¥ ont la forme de séries trigonométriques des argu-
ments w,, ...w,. Certains coefficients de ces séries sont agrandis en vertu des

diviseurs 2 mng.

Dans I'étude de la convergence de ces séries, POINCARE s’appuie sur un théo-
réme démontré auparavant par lui et d’aprés lequel la somme d’une série trigo-
nométrique ne peut constamment rester inférieure & la moitié d’un quelconque
de ses coefficients [31; 93].

Ensuite, étant données certaines valeurs de n, ...n5, il montre d’une part
quon peut toujours trouver, dans tout voisinage de ces valeurs, d’autres valeurs
ny, ...n, telles que les valeurs absolues des coefficients dans les développements

de z¥ et y¥ ne soient pas limitées. Alors, ces développements ne sont pas unifor-
mément convergents pour toutes les valeurs réelles du temps. Mais PoINCARE
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démontre aussi d’autre part que, dans tout voisinage de ces mémes valeurs n?,
.mp, il existe d’autres valeurs n}, ...mn; pour lesquelles les séries convergent
uniformément par rapport au temps.

Cela étant, les séries donnant ¥ et y% ne peuvent pas converger uniformsé-
ment pour toutes les valeurs du temps et pour toutes les valeurs des 27 dans un
domaine aussi petit que I'on veut.

Pour éviter cette difficulté, PoiNcArE fait la remarque qu’on peut grouper
les termes du développement de la fonction caractéristique F des équations (1)
suivant les puissénces de u, de sorte que les développements pour a% et y% ne
renferment qu’'un nombre limité de termes. 1l suffit alors d’examiner la conver-
gence des développements totaux (15) pour z; et y;.

PoincarE démontre d’abord que ces séries ne peuvent pas converger uni-
formément pour toutes les valeurs réelles des w;, pour les valeurs suffisamment
petites. de u et pour les valeurs des zf comprises dans certains intervalles aussi
petits que Pon veut. En effet, 8’il y avait convergence, on pourrait résoudre les
équations (15) par rapport aux z} et w;. On trouverait ainsi » intégrales uni-
formes, périodiques par rapport aux y;. Mais il y a plus. On pourrait choisir u
et les 27 de sorte que la solution (15) soit périodique. En dérivant par rapport
aux x! et par rapport aux paramétres additifs qui se trouvent dans les w;, on
obtiendrait un systéme complet de solutions des équations aux variations. Ces
solutions seraient ou bien périodiques ou bien linéaires par rapport a ¢ avec des
coefficients périodiques. Ainsi tous les exposants caractéristiques de la solution
périodique (15) seraient nuls. En général, il n’en est pas ainsi. Done les séries (15)
ne convergent pas-uniformément par rapport aux quantités u, w; et af.

Enfin, PoINCARE se demande si les séries (15) peuvent converger uniformé-
ment pour toutes les valeurs réelles des w; et pour les valeurs suffisamment pe-
tites de u, les z{ étant choisis convenablement. Les raisonnements qu’il fait ne
lui" permettent pas d’affirmer que ce fait ne se présentera pas. Toutefois, pour
certaines raisons, PoINcAR% regarde cette convergence comme fort invraisemblable.

D’une maniére analogue, Poincarf démontre que les séries de M. BonLiw sont
divergentes au méme titre que celles de M. LINDSTEDT. En effet, si les séries étaient
convergentes, on obtiendrait, en résolvant les formules de JAcoBI, n intégrales unifor-
mes par rapport aux z et y et périodiques par rapport aux y, ce qui est impossible.

Il n’est pas difficile de comprendre pourquoi les séries dont il s’agit sont
divergentes. Pour les séries de M. LinpsTEDT, la divergence dépend des petits
diviseurs s’introduisant par les intégrations; pour les séries de M. BonLin an
contraire, elle résu_lte des grands multiplicateurs qui apparaissent en vertu des
différentiations successives.

Acta mathematica. 38. Imprimé le 11 mars 1915. 43



338 H. v. Zeipel.

Toutefois, la divergence n’empéche pas que ces séries ne puissent rendre des
services considérables d’une part dans 'étude qualitative des orbites et d’autre
part quand il s’agit du calcul pratique des perturbations. En général, les astro-
nomes - ne se sont pas occupés de la question de la convergence; ils ont formé
des séries satisfaisant formellement aux équations du mouvement; ils ont constaté
que les premiers termes de ces séries diminuent plus ou moins rapidement et que
la théorie est en général d’accord avec les observations.

C’est PoINCARE qui le premier a expliqué d’une maniére satisfaisante cet
accord. Il a montré {279, ch. VIII] que les séries qui satisfont formellement & un
systéme d’équations différentielles sont semiconvergentes et qu’elles représentent
asymptotiquement la solution cherchée pour un certain temps limité. Pendant ce
temps, les séries de la Mécanique céleste jouissent donc des mémes propriétés
que la série de STIRLING. Appelons par ex. X7 et Y7 les sommes que 1’'on ob-
tient en négligeant dans les développements (15) et dans leurs arguments w; tous

les termes en w?*1, «?*+2 ... On aura
. ] . p
lim jri— X8| dim |y — YO
=0 P b ou=0 «? -

Puisque u est donné, approximation est limitée. D’ailleurs, I’approximation di-
minue quand l'intervalle du temps augmente. Toutefois, étant donné les petites
valeurs des masses des planétes, les développements nouveaux de la Mécanique
céleste représenteront probablement le mouvement des corps célestes avec une
trés grande approximation pendant des intervalles de temps extrémement longs.

9. Imvariants intégraux.

Pour arriver a certains résultats délicats, dans ses recherches sur les équa-
tions de la Dynamique, POINCARE g’est appuyé souvent sur une notion nouvelle
créée par lui, celle des invariants intégraux [183; 280, ch. XXII, XXIII].

Rappelons par quelques mots leur définition. Soit

d:l?, d:t:, dux,

et S SN i N ¥
(21) X, X, x, ¢
un systéme d’équations différentielles. Soit 2¢,... 2, un point quelconque d’un
domaine D (o) & k dimensions. Les valeurs initiales z?, ... 3 pour ¢t = o définis-

sent une certaine solution des équations (21). Soit dans cette solution r,,. .. z,
les valeurs des variables pour la valeur ¢ de la variable indépendante. Quand le



L’ceuvre astronomique d’Henri Poincaré. 339

point «¢,... x; parcourt le domaine D (o), le point %,, ... x, parcourt un domaine
D (3) appelé le conséquent de D (o). Considérons une intégrale

I=fF(x1,...xn; dx,,...dx,),

F étant une fonction homogéne de degré k par rapport aux différentielles. Sila
valeur de I étendue sur le domaine D (t) est indépendante de ¢, PoiNcarE dit que
I est un invariant intégral d’ordre £ du systéme (21).

Comme exemple, citons le volume constant d’une partie déterminée d’un
fluide incompressible dont le mouvement est permanent.

Soit d’'une maniére plus générale M le dernier multiplicateur du systéme (21).
PoiNcart démontre que

szde,...dx,,,

est un invariant intégral.

Dans le cas des équations de la Dynamique, on peut former un certain nom-
bre d’invariants intégraux trés importants. Soit xi, ¢; (¢ =1, 2,...n) les varia-
bles conjuguées. En partant des propriétés des équations aux variations, POINCARE
démontre que '

1%

Il=/ dx;dyi,

1:[ d; dyidzi dys,
(22) zu,-,z,,:'ty v

I,= |dx,dy, dx,dy,...dxndyn

sont des invariants intégraux. Le dernier peut 8tre obtenu aussi par le dernier
multiplicateur qui est ici égal & P'unité. Dans ses recherches sur les solutions
périodiques du deuxiéme genre, sur les solutions doublement asymptotiques et sur
la stabilité du mouvement, PoINCARY a tiré un grand parti des invariants I, et I,,.

Soit x; et y; les projections des rayons vecteurs et des quantités de mouve-
ment d’un systéme de points matériels. En supposant que la fonction des forces
est homogéne de degré p par rapport aux x, PoiNcARE démontre que I'expression

I=f2(zx¢dy,-—py,-dxi)

est une fonction linéaire du temps.
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En partant de ce théoréme, PoINCARE déduit certaines formules de vérifica-
tion [149; 280, ch. XXJV] auxquelles doivent satisfaire les séries générales qui
satisfont formellement aux équations différentielles de la Mécanique céleste, séries
dont nous avons parlé dans les trois n° précédents. Ces procédés de contrdle
ont une grande importance pratique, vu les calculs longs et difficiles qui sont
nécessaires pour déduire les séries en question.

10. Solutions périodiques du deuxiéme genre.

Les solutions périodiques dépendent en général d’un certain nombre de para-
métres. Dans plusieurs problémes de la Mécanique céleste, la quantité yu, gui
est de I'ordre des forces perturbantes, est un de ces paramétres. Rappelons que
dans le probléme des Trois Corps les solutions périodiques de la premiére, de la
seconde et de la troisiéme sorte renferment encore un paramétre essentiel.

Cela étant, POINCARE considére un systéme d’équations différentielles ayant
une solution périodique P qui dépend d’un paramétre i et dont la période est 7T'.
Désignons par P, et T, la solution périodique et sa période pour 4 —o. Poix-
carE se demande si les équations admettent d’autres solutions périodiques. dont
la période, pour de petites valeurs de 4, est & peu prés un multiple pT, de T,
et lesquelles se confondent avec la solution périodique P, pour 1 =o. Ces solu-
tions, si elles existent, s’appelleront solutions périodiques du deuxiéme genre [183;
280, ch. XXVIII].

Pour qu’une solution au voisinage de P, ait la période p (T, + ), il faut
et il suffit que z et les valeurs initiales des variables satisfassent & certaines
équations de condition. En formant ces équations et en partant aussi de I'équa-
tion qui donne les exposants caractéristiques de P, considérée comme une solu-
tion périodique avec la période pT,, POINCABE arrive au résultat suivant: pour
qu’il existe des solutions périodiques du deuxiéme genre, il faut que pour A =o
I'un des exposants caractéristiques de P,, qui n’est pas identiquement nul, soit
rV—1 2k V—1
»T, pT,
Cette condition n’est pas suffisante en général, puisque les nouvelles solu-

un multiple de 27 (soit o, = , k et p étant des entiers).

tions peuvent ne pas étre rvéelles. Mais PoINCARE démontre que la condition
énoncée est aussi suffisante pour D'existence de solutions périodiques du deu-
xiéme genre, quand il s’agit des équations de la Dynamique.

Pour ]a démonstration, PoINCARE part de l'invariant intégral I, des formules
(22). En désignant par & et 1; les valeurs de x; et y; pour ¢=o et par X; et ¥;
les valeurs de x; et y; pour ¢ =p7T on aura '
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ffZ(dX,-d Yi—d&dn) —o,

Vintégrale double étant étendue & une aire quelconque 4. En remplagant I’'inté-
grale double par une intégrale simple étendue au contour de I’aire 4, PoINCARE
trouve que l’expression

as, = 2[(Xi——§i)d(yi + n) — (Yi— ) d(X; + &)

est une différentielle exacte.

Sp est une fonction holomorphe des &;, des 7; et de 7' au voisinage des va-
leurs &, n?, Ty, en désignant par &, %/, les valeurs initiales qui correspondent
& la solution périodique P,. PoiNcarE démontre que S, est aussi holomorphe
par rapport aux variables X; + &;, Y; +n; et 7.

On peut regarder 7' comme le paramétre qui caractérise la solution péri-
odique. Les conditions de périodicité, qui s’écrivent

(23) Xi—&i=o, Yi—mi=o (i=1,2,...0)
prennent la forme
Sy A8, o
AX+E)- " A¥i+n)  ° (t=1,2,...m)
ou bien
(24) %?—f’=0, Z§?=o. (t=1,2,...m)

Ces équations sont satisfaites par les valeurs & =&;, n;= i; (fonctions de 7T')
qui correspondent & la solution périodique P de période 7.. PoINCARE pose
Ei=&+ &, ni=17; + 1. Sp devient une fonction des §'; et des 7/; qui est sta-
tionnaire quand les &'; et les 7/; s’annulent, 7' étant quelconque. Les termes du
second ordre par rapport aux &; et 7; peuvent se mettre sous la forme d’une
somme de carrés de fonctions linéaires et homogénes par rapport aux &'; et 7/;.

En développant les formules, Poincart démontre que les coefficients de deux de

, N . .o, pT
ces carrés, ayant le méme signe, renferment le facteur sin et
—1

en changeant son signe quand 7' passe par To. Les coefficients des autres carrés
ne s’annulent pas alors.

lequel s’annule

En partant de cette propriété de la fonction §p,, PoincarE démontre que
les équations (24) resp. (23) possédent encore des solutions réelles différentes de
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& =&, 1i=1, et qui coincident avec cette solution pour 7 = 7,. Ces nouvelles
solutions donnent les valeurs initiales des solutions périodiques du deuxiéme genre.

Les résultats subsistent aussi dans le cas ol la fonction caractéristique F
des équations différentielles est périodique par rapport aux y; de période 2x et
si, dans la solution périodique, les y; augmentent de 2m;«x au bout de la période
T (m; étant entier). On n'aura qu’a remplacer Y; par Y;— 2m;pz dans les
raisonnements.

PoiNcaARE a fait une étude plus détaillée des solutions périodiques du deu-
xiéme genre dans le cas relativement simple ol il n’y a que deux degrés de liberté
(renfermant comme cas spécial le probléme restreint des Trois Corps). Il montre
alors comment on peut former effectivement ces solutions [280, ch. XXX]. Les
développements, auxquels il arrive, procédent suivant les puissances de V4.
Quand p >4, on aura deux solutions périodiques du deuxiéme genre essentielle-
ment différentes, qui se confondent pour i=o0 avec la solution périodique du
premier genre, et qui sont réelles toutes les deux ou bien pour i>o ou bien
pour A<o. L’une de ces solutions périodiques du deuxiéme genre est stable,
lautre instable. Quand p=2, 3 ou 4, les choses se compliquent et plusieurs
hypothéses sont possibles.

Dans le cas des équations (1), on aura des solutions périodiques du premier
genre dans lesquelles les variables y; augmentent de multiples de 27z au bout de
la période. Les exposants caractéristiques sont développables suivant les puis-
sances de Vu et sont divisibles par Vu. Pour les solutions périodiques du deu-
xiéme genre qui y correspondent, le nombre p est donc nécessairement considérable
et la période trés longue,

Supposons deux degrés de liberté. Admettons que pour u==u, I’'un des
exposants caractéristiques de la solution périodique du premier genre soit un
multiple de 2 f«%,_f. En admettant que u, ne soit pas trop grand, PoiNCaARE.

1]
démontre que c’est pour u > u, qu’existent alors les deux solutions périodiques du
deuxiéme genre.

Le probléme restreint des Trois Corps rentre dans ce cas, et alors ce sont
- les solutions périodiques de la deuxiéme sorte qu’il faut regarder comme du pre-

mier genre.

Mais le probléme restreint posséde aussi des solutions périodiques de la pre-
miére sorte. Si la masse u est petite, les deux exposants caractéristiques qui ne
sont pas identiquement nuls sont voisins de + ”VQT L. T étant la période. On

peut regarder @ comme constante, tandis que la constante ¢ de lintégrale de
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Jacosr joue le role du paramétre .. En admettant que la masse de la planéte
perturbante (Jupiter) soit 1%’ la masse du Soleil étant choisie comme unité, G. H.

Darwin! a calculé par quadratures mécaniques les solutions périodiques de la
: p
premiére sorte pour diverses valeurs de C. Pour une certaine valeur C, (corres-
pondant & un moyen mouvement de lastéroide un peu plus grand que trois
fois celui de Jupiter), DARWIN trouve que I'exposant caractéristique passe par la
. p

valeur * T—I (T, étant la période qui correspond & C,). Pour les valeurs de
N .

C un peu plus grandes que C, (T <T,), 'exposant caractéristique est purement
imaginaire, et l'orbite périodique stable; au contraire, quand ' est un peu plus
petit que C,, I'exposant caractéristique est complexe, et 'orbite périodique est
instable.

PoINCARE a repris la question [280, n® 381—384] par la voie analytique
en négligeant, pour abréger, tous les termes de courte période dans le développe-
ment de la fonction perturbatrice. Les équations du mouvement peuvent alors
étre complétement intégrées. POINCARE arrive aux conclusions suivantes: pour
deux valeurs O, et C, (C,>C,), correspondant & des moyens mouvements un peu
plus grands et un peu plus petits que le triple du moyen mouvement de Jupiter,
la solution périodique de la premiére sorte change sa stabilité. Si C' est un peu
plus grand que C,, la solution périodique de la premiére sorte (considérée comme.
du premier genre) est stable. Quand C passe par C,, cette solution devient in-
stable. En méme temps, deux solutions périodiques stables et du deuxiéme genre
apparaissent qui n’existaient pas pour C > (. Elles coincident pour C=C,
avec la solution périodique de la premiére sorte. La période de ces deux solu-
tions (qui ne sont pas essentiellement différentes I'une de l'autre) est d’abord
deux fois celle de la solution périodique du premier genre. Entre C, et C,, la
solution périodique de la premiére sorte reste instable. Quand C passe par C,,
cette solution redevient stable. En méme temps apparaissent deux solutions pério-
diques (pas essentiellement distinctes) instables et du deuxiéme genre, coincidant
pour C=C, avec la solution périodique de la premiére sorte et n’existant que
pour O <C,. Leur période est d’abord deux fois celle de la solution périodique
de la premiére sorte. PoINcarE fait la remarque que les solutions péricdiques
du deuxiéme genre qui apparaissent ainsi quand C passe par C, et (; ne sont
autre chose Que les solutions appelées auparavant solutions périodiques de la
seconde sorte. ’

! Acta mathematica, Tome 21 (1897).
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PoINcaRE n’a pas étudié d’une maniére générale la stabilité des solutions
périodiques de la premiére sorte dans le probléme des Trois Corps. Il me semble
qu’une telle étude pourrait nous donner des renseignements importants sur les
limites entre lesquelles peuvent exister des orbites générales 4 peu prés circulaires. .
Peut-étre serait-il possible d’expliquer ainsi les lacunes fameuses dans I’anneau
des astéroides.

11. Nouvelles généralités sur les solutions périodigues.

Quand il s’agit de démontrer 'existence de certaines solutions dans un pro-
bléme dynamique, il est souvent utile d’appliquer les principes du calcul des varia-
tions. En effet, & chaque systéme dynamique correspond une intégrale, nommée
Vaction maupertuisienne, dont la variation est nulle quand l'intégration s’effectue
le long d’'une orbite du systéme. Pour que l'action soit effectivement minima
en suivant une orbite § entre deux points M, et M,, il faut et il suffit qu’il n’y
ait aucun foyer de M, entre M, et M,. Rappelons que le foyer de M, est un
point M', sur I'orbite S tel qu’il y ait des orbites qui se rapprochent de M, et de
M', & des distances infiniment petites du second ordre.

Poincart applique la théorie des foyers aux solutions périodiques des équa-
tions de la Dynamique ayant deux degrés de liberté [280, ch. XXIX]. Il montre
-que chaque point d’une orbite périodique stable posséde un foyer. Au contraire,
les orbites périodiques instables peuvent se répartir en deux catégories. Sur une
orbite périodique de la premiére catégorie aucun point n’a de foyer. Une orbite
périodique de la seconde catégorie se partage en un nombre pair d’arcs. Chacun
des points de 1'un des arcs aura son premier foyer sur I’arc suivant.

Cela étant, PoiNCARE démontre la proposition: Pour qu’une courbe fermée
corresponde ¢ une action moindre que toutes les courbes fermées infiniment voisines,
i faut et il suffit que cette courbe fermée corresponde & une solution périodigue in-
stable de la premiére catégorie.

En partant du principe de moindre action, PoiNcARE démontre encore une
fois l’existence des solutions périodiques du deuxiéme genre, en supposant qu’il
y a deux degrés de liberté et qu’il s’agit du mouvement absolu [280, n° 371—376].
Soit P une orbite périodique stable renfermant un paramétre i. Soit 7 la
période et admettons que pour i=o0 P'exposant caractéristique « ait la valeur
a=z2knV—1:pT, k et p étant des entiers (p>4). Porvcart démontre d’abord
que, sur lorbite périodique qui correspond & i =o0, chaque point coincide avec
son zk*me foyer et qu’on arrive a ce foyer aprés avoir fait p fois le tour de
lorbite P. Puis il démontre que, 4 étant & peu prés zéro et situé d’un certain
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coté de zéro, il est possible de dresser par chaque point M de l'orbite périodique
deux autres orbites qui se recoupent en ce méme point aprés avoir fait p fois le
tour de U'orbite P et en la coupant 2k fois. A chaque point de P correspondent
ainsi deux boucles. En faisant la méme construction pour tous les points M de
P, on obtiendra deux séries de boucles. L’action calculée le long d’une de ces
boucles variera avec la position du point M; pour chaque série elle aura au
moins un maximum et un minimum. PoiNcarRE démontre que, si 'action est
ainsi maxima ou minima, les deux tangentes de la boucle au point M coincident
de sorte gue la boucle est une solution périodique. On obtiendra ainsi 4% solu-
tions périodiques mais dont seulement deux sont essentiellement différentes. L’une
correspond au maximum, l'autre au minimum de 'action. Les solutions ainsi
trouvées sont évidemment les solutions périodiques du deuxiéme genre.

La démonstration ne s’étend au cas du mouvement relaéif que si Paction
reste positive tout le long de P, ce qui narrive pas toujours. —

PoIiNcaRE a consacré [361] ses derniers efforts & la démonstration d’un
théoréme de Géométrie qui lui permettrait d’étendre considérablement nos con-
naissances sur les solutions périodiques des problémes de la Dynamique ayant
deux degrés de liberté. Le théoréme dont il s’agit fut démontré quelques mois
aprés la mort de PoincarE par M. G. D. BirkrOFF'.  En voici I'énoncé:

Regardons une couronne limitée par deux circonférences concentriques. Sup-
posons qu'une transformation ponctuelle biunivoque transforme la couronne en
elle-méme, de sorte que les deux circonférences tournent en sens contraires. Ad-
mettons de plus que la transformation conserve les aires ou, plus généralement,
qu’elle admet un invariant intégral positif, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
positive f(z,y) telle que 'on ait

fff(x,y)dwdy=fff<x,¥>dxaw,

\

les deux intégrales étant étendues & une aire quelconque et & sa transformée.
Alors, il existera toujours & lintérieur de la couronne deux points qui ne seront
pas altérés par la transformation.

Poincark applique [361] ce théoréme, de l'exactitude duquel il était con-
vaincu, aux problémés de Dynamique ayant deux degrés de liberté et en parti-
culier au probléme restreint des Trois Corps. Rappelons bri¢vement en quoi
consiste ce probléme: Un corps 4, dont la masse est infiniment petite, est attirée

par deux corps S (Soleil) et J (Jupiter), qui se meuvent en cercles concentriques.

! Transactions of the American Mathematical Society, Vol 14, Nr 1 (1912).
Acta mathematica. 38. Tmprimé le 11 mars 1915. . 44
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Le mouvement de A a lieu dans le plan de ces cercles. Le probléme restreint admet
une intégrale premiére, appelée l'intégrale de Jacori. Il est bien conbu par les
travaux de MM. HrLL et BoHLINY que, pour des valeurs grandes de la constante
de Vintégrale de JacoBi, le mouvement de A4 est limité par une certaine courbe
fermée, sur laquelle la vitesse relative de 4 est nulle. Si la constante de Jacosr
est assez grande, il y a trois courbes limites fermées, la premiére entourant le
corps S, la seconde le corps J et la troisiéme Dinfini.

PorNcarE admet que la force vive dans le mouvement relatif ait une valeur
déterminée et si grande que la courbe limite entourant S existe; il admet aussi
que le corps 4 se trouve & l'origine du temps & l'intérieur de cette courbe. Cela
étant, en admeltant qu’il existe une solution périodique slable, POINCARE montre
qu’il y a nécessairement une infinité de solutions périodigues (ce qui n’était démontré
auparavant que pour de petites valeurs du rapport des masses de J et de ).
Rappelons en peu de mots les principes de la démonstration.

Etant donnée l'intégrale de JacoBr, qui donne en chaque point la grandeur
de la vitesse relative, le mouvement dépend seulement de trois éléments: les deux
coordonnées relatives du point mobile A4 et la direction de sa vitesse relative.
PoiNcaRE montre qu'on peut faire correspondre d’'une maniére univoque a chaque
élément un point de l'espace. A chaque solution correspond ainsi une courbe
dans cet espace; et par chacun des points de cet espace passe toujours une
courbe et une seule. A chaque solution périodique correspond une courbe fermée
et inversement. Soit C, la courbe fermée qui correspond a la solution périodique
stable donnée. Imaginons maintenant une aire D limitée par cette courbe. Poin-
CARE suppose que cette aire D) est simplement connexe et ne se recoupe pas
elleeméme, et de plus qu’elle est sans contact, c’est-a-dire qu’en aucun point de
cette aire une courbe C (correspondant & une solution générale) ne vient toucher
la surface courbe dont cette aire fait partie.

Soit alors P un point quelconque de D, et P' le conséquent de P c’est-a-dire
le point ou la courbe C, qui passe par P, recoupe la prochaine fois l'aire D.
Poincarf démontre que la transformation 7' qui fait passer d’un point a4 son
conséquent est une transformation ponctuelle continue de l'aire D en elle-méme.
Diailleurs, il résulte de la théorie des invariants intégraux [280, ch XXVII] que
la transformation 7' admet un invariant intégral positif.

Soit maintenant + «V—1 les exposants caractéristiques de la solution pé-
riodique stable considérée. PoINCARE démontre qu'on peut assimiler aire D &
Iaire d’un cercle, au point de vue de ’Analysis Situs, de cette maniére que par
la transformation 7' ce cercle se transforme en lui-méme, la périphérie ayant tourné
I'angle 277 :(« + m), m étant un certain entier.
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Un théoréme de KRONECKER enseigne alors qu’il y a, & Vintérieur de D,
un nombre wmpair de points inaltérés par la transformation; & chacun de ces
points correspond une solution périodique; une au moins de ces solutions est
stable. Soit P, le point correspondant; nous pouvons choisir nos coordonnées
de sorte que ce point corresponde au centre du cercle. _

Soit + 8V —1 les exposants caractéristiques de la solution périodique stable
qui correspond & la courbe fermée (', qui passe par P,. PoiNcaRr% démontre
que, par la transformation 7', la région prés du centre du cercle tourne de I'angle
27 (8 + n) autour du centre, = étant un certain entier.

L’aire du cercle peut &tre considérée comme une couronne dont le rayon
intérieur est nul. Cela posé, effectuons d’abord la transformation 7, puissance
p*me de T, et ensuite une seconde transformation qui tourne tout le plan du cercle
Pangle 2qm, q étant un entier quelconque. En combinant ces transformations,
les deux circonférences de la couronne tourneront les angles

(25) 2%(&—£m-+ q) et za(p(f+n)+q).
A moins que (8 + n)(e +m)=1, on pourra trouver une infinité de couples de
nombres entiers p et g tels que les deux angles (25) soient de signes contraires.
Le théoréme géométrique de Poincari-BIRKHOFF est donc applicable.

Comme p et ¢ peuvent prendre une infinité de valeurs, cela nous fait une
infinité de solutions périodiques.

En variant les données du probléme, les solutions périodiques et les exposants
caractéristiques changent. Les solutions périodiques qui correspondent au couple
p, ¢ ne peuvent disparaitre qu'en se confondant avec I'une ou lautre des deux
solutions périodiques qui correspondent aux courbes fermées £, et ', ¢’est-a-dire si

—%:a—;—m ou @+ n.
On retrouve ainsi les solutions périodiques du deuxiéme genre.

Il reste & dire que, pour de petites valeurs de la masse ¢ du corps J, on peut
s’arranger de sorte que C, et (', correspondent aux deux solutions périodiques
de la premiére sorte.

Evidemment, ces derniéres recherches de I'illustre savant ouvrent des per-
spectives trés étendues sur la théorie générale des solutions périodiques. POINCARE
dit lui-m&me qu’il entrevoit, mais d’une maniére beaucoup plus vague, qu’on
pourrait se servir de cette méthode pour montrer que les solutions périodiques

sont beralldicht.
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12. Solutions doublement asymptotiques.

Les solutions asymptotiques qui existent au voisinage d’une solution pério-
dique instable se partagent en deux familles. La premiére famille renferme les
solutions qui pour ¢{= — « se rapprochent asymptotiquement de la solution pério-
dique; dans la seconde famille au contraire, ce rapprochement asymptotique a lieu
pour t = + . Il est facile d’étudier les solutions asymptotiques de la premiére
famille pour des valeurs trés grandes et négatives de ¢; mais il est encore impos-
sible de poursuivre cette étude pour des valeurs trés grandes et positives de ¢.
Inversement, 1’étude des solutions asymptotiques de la seconde famille doit étre
trés compliquée pour des valeurs trés grandes et négatives de ¢.

L’une des plus belles découvertes de PoiNCARE se rattache & la théorie des
solutions asymptotiques. La théorie des invariants intégraux, créée dans ce but,
lui permet en effet de démontrer 'existence de solutions doublement asymptoti-
ques gui se rapprochent asymptotiquement d’une solution périodique d’une part
pour t = — o et d’autre part pour = 4 « [183; 280, ch. XXVII, XXXIII].

Dans I’étude de ces solutions, POINCARE se borne & un cas trés particulier,
celui du probléme restreint des Trois Corps. Il admet que le rapport u des deux
masses attirantes est trés petit. Il admet aussi que la constante de JAcoBI a
une valeur si grande que la courbe limite entourant § existe, et que le corps 4
se trouve a lorigine du temps a lintérieur de cette courbe. Alors le corps 4
n’en sortira jamais. (Cf. page 345, 346).

Les équations du mouvement peuvent se mettre sous la forme (1) avec deux
degrés de liberté. PoiNcarE démontre d’abord que I'on peut définir les variables
canoniques z,, %,, ¥,, ¥, de sorte que la variable angulaire y, soit toujours crois-
sante. Il y parvient en choisissant les variables de maniére que les solutions
périodiques de la premiére sorte et & mouvement rétrograde prennent une forme
particuliérement simple.

Enfin, pour faciliter I’exposition, PoiNcarg fait usage d’un mode de repré-
sentation géométrique. Par les conditions

o<y <zm, o<y, <z2w, F(x,%,9,y,)=0C

se définit une multiplicité & trois dimensions. Entre cette multiplicité et les points
X, Y, Z de I'espace tout entier, POINCARE établit une correspondance ponctuelle
biunivoque au moyen des relations

Vzsiny,

X— 2CSY |y _YEey, o, _28my,
V4+2z—2cosy, V4+z—2cosy, V4+z—2cosy,
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ol z=ux,:7,. A la surface z = const. correspond ainsi un tore autour de 'axe
des Z. Ce tore se réduit & I'axe des Z pour z=o0 et aucercle Z=o0, X2+ Y2=1
pour z = . ‘

Pour une orbite quelconque, le point représentatif X, ¥, Z. tourne toujours
autour de I'axe des Z dans le sens direct. A chaque solution périodique corres-
pond une courbe fermée faisant un certain nombre de tours autour de I'axe des Z.

Regardons une solution périodique instable de la deuxiéme sorte et I'ensem-
ble des solutions asymptotiques qui y correspondent. Ces solutions engendrent dans
Pespace X, Y, Z deux surfaces asymptotiques se coupant suivant la courbe fermée
qui correspond a la solution périodique. Pour u = o les solutions asymptotiques
deviennent toutes périodiques, les deux surfaces asymptotiques coincident et se

réduisent & I'un des tores men- iw
1

tionnés, qui coupe le demi-plan
XZ (ot X>0, Y=0) suivant
un certain cercle C. Supposons
maintenant p > o et trés petit.
Admettons, pour fixer les idées,
que lorbite périodique rencontre
le demi-plan X Z en deux points
M, et M,. Ces points se trou-
vent & peu prés aux deux bouts
d’un diameétre du cercle C. Soit
P, M, A, et P,M, A, deux par-
ties de lintersection de la pre-
miére surface asymptotique avec le demi-plan X Z et Q, M, B,, @ M, B, deux
parties de Vintersection de la seconde surface asymptotique avec ce méme

/

demi-plan. Si ¢ est assez petit, les deux courbes M, A, et M, B, suivent étroite-
ment le cercle C aussi loin que I'on peut admettre que A4, et B, se trouvent
sur le méme rayon du cercle C. PoINCARE montre sur un exemple particulier
que les deux branches M, 4, et M, B, ne coincident pas en général. Cela étant,
soit 4, et B, les premiers conséquents de A, et B,, A, et B, les premiers
conséquents de A, et B,. PoINcARE montre que les distances A, 4, et B, B, sont
de lordre de Vu, tandis que les distances 4, B, et 4,85, sont de l'ordre infini
par rapport & u.

PoINCcARE démontre que les deux arcs 4,4, et B, B, se coupent nécessaire-
ment. Sl en est ainsi, ’existence d’une solution doublement asymptotique est
évidente.
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Cest dans cette démonstration qu’intervient la théorie des invariants inté-
graux. En partant de I'invariant intégral

|d=,dy, dz, dy,

arrive a un invariant intégral positif, ou la fonction & intégrer est périodique
par rapport & y,. En y mettant successivement y,= o, 2., 4:r, . .. et en laissant
de coté dC et dy,, il trouve enfin une intégrale
I= | |@(X.2)dXdz

jouissant de la propriété suivante. Soit o une courbe fermée quelconque dans le
demi-plan X Z. Les orbites qui passent par ¢ forment une surface tubulaire dont
les intersections successives avec le demi-plan X Z soit o, o,,... {appelées les
conséquents de ¢). Alors, Pintégrale I, étendue successivement sur les aires limi-
tées par g, 6,, 0,,..., aura toujours la méme valeur. Enfin, en vertu des sup-
positious faites, la fonction @ est finie et positive dans tout le demi-plan.

Comme courbe ¢, PoiNCARE choisit la courbe fermée M, 4,B, M, A, B, M,.
Sa conséquente ¢, sera M, A, B, M,A,B,M,. Puisque I'intégrale I aura la méme
valeur pour laire limitée par ¢ que pour Vaire limitée par o,, les arcs 4,4, et
B, B, ne peuvent pas étre situés comme le montre la figure. Car alors 'intégrale
I étendue sur laire 4,4,B, B, serait nulle, ce qui n'a pas lien. Ainsi les arcs
4,4, et B, B, se coupent nécessairement. Par leur point de rencontre passe
évidemment une solution doublement asymptotique.

PoiNcarE va beaucoup plus loin en démontrant qu’il existe une infinité de
solutions doublement asymptotiques. Pour le faire voir, il choisit 4, sur Ja solu-
tion doublement asymptotique déja trouvée. Alors A4, et B, coincident d’une
part et 4, et B, d’autre part. Cela étant, de I'existence de lintégrale I il n’est
pas difficile de tirer la conséquence qu’il passe en effet une infinité de solutions
doublement asymptotiques entre 4, et 4,.

Citons enfin quelques mots de POINCARE en ce qui concerne ces solutions:
«Que I'on cherche a se représenter la figure formée par ces deux courbes et leurs
intersections en nombre infini dont chacune correspond & une solution double-
ment asymptotique, ces intersections forment une sorte de treillis, de tissu, de
réseau & mailles infiniment serrées; chacune des deux courbes ne doit jamais se
recouper elle-méme, mais elle doit se replier sur elle-méme d’une maniére trés
complexe pour venir recouper une infinité de fois toutes les mailles du réseau.
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«On ‘sera frappé de la complexité de cette figure, que je ne cherche méme
pas & tracer. Rien n’est plus propre a nous donner une idée de la complication
du probléme des trois corps et en général de tous les problémes de Dynamique
ou il n’y a pas d’intégrale uniforme et ol les séries de BoHLIN sont divergentes.»

Evidemment, en vertu de leur caractére tout & fait spécial, il est infiniment
peu probable gu’une solution asymptotique ou doublement asymptotique se trouve
jamais réalisée dans la nature. Néanmoins I'importance de ces solutions au point
de vue des recherches qualitatives ne peut.étre estimée trop haut. Prises ensemble
avec les solutions périodiques, ces nouvelles solutions découvertes par POINCARE
forment pour ainsi dire le canevas du tissu si enchevétré formé par la totalité

des orbites générales.

13. Stabilité du mouvement.

La question sur la stabilité du systéme solaire n’a pas cessé d’intéresser les
astronomes et les géométres. Rappelons & cet égard les théorémes célébres de
LacraNGE et de PoissoN sur linvariabilité des grands axes et aussi les travaux
classiques de LAGRANGE, de LEVERRIER et de CELLERIER sur le développement tri-
gonométrique des perturbations séculaires des autres éléments. Etant donné Détat
plutét formel de la science en ce temps-la il n’est pas étonnant que les géométres
fussent alors convaincus de la stabilité du mouvement.

Aujourd’hui nous sommes plus sceptiques. Il arrive souvent avec le
développement de la science que les difficultés paraissent s’augmenter a Ia
lumiére des découvertes nouvelles. Par ses travaux admirables sur la conver-
gence des séries trigonométriques [93], sur les solutions périodiques, asymptotiques
et doublement asymptotiques, POINCARE a dirigé ainsi I'attention sur de nouvelles
difficultés qui embrouillent la question de la stabilité du mouvement. Voila
déjd qui est important, car avant de pouvoir vaincre les difficultés il faut les
connaitre.

Mais PoiNcarg a étudié aussi directement le probléme de la stabilité du
mouvement et est arrivé &4 des découvertes trés importantes. C’est encore la
théorie des invariants intégraux qui lui a servi comme point de départ dans ces
recherches [183; 280, ch. XXVTI].

Rappelons d’abord la définition précise de la stabilité donnée par PoiNcarE:
Pour qu’il y ait stabilité compléte dans le probléme des Trois Corps, il faut trois
conditions:

1° Quaucun des trois corps ne puisse s’éloigner indéfiniment;

2° Que deux des corps ne puissent se choquer et que la distance de ces deux
corps ne puisse descendre au-dessous d’une certaine limite;
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3° Que le systéme vienne repasser une infinité de fois aussi prés que I’on
veut de sa situation initiale.

Si la troisiéme condition est seule remplie, sans que I'on sache si les deux
premiéres le sont, PoINCARE dit qu’il y a seulement stabilité & la Poisson.

Cela étant, PoINcARE démontre qu’il y a stabilité & la Poisson, si le mou-
vement est limité a4 un certain domaine et si, de plus, il existe un invariant inté-
gral positif et fini dans ce domaine.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de considérer Je mouvement permanent
d’un fluide incompressible enfermé dans un vase. Dans ce cas, le volume d’une
partie quelconque du fluide est invariable pendant le mouvement, ¢’est-a-dire
Pintégrale triple qui mesure ce volume est un invariant intégral.

Soit U, un volume quelconque intérieur du vase, les molécules liquides qui
remplissent ce volume & linstant zéro rempliront & Iinstant ¢ un certain volume
U,, a I'instant 27 un certain volume U, ..., et 4 l'instant n7 un certain volume U,,.

Le volume V du vase étant fini, les volumes U,, U,,.. U, ne peuvent pas
tous &tre extérieurs les uns aux autres, si n est assez grand. Si U; et U ont
une partie commune, il en sera de méme de U, et U;_;, puisque le mouvement
est permanent. On peut donc choisir le nombre « de telle sorte que U, et U,
aient une partie commune. Aprés des considérations de cette nature, POINCARE
arrive a la conclusion, qu’il y a des molécules qui traversent le volume U, une infinité
de fois tant avant qu'aprés I'époque zéro, et cela quelque petit que soit ce volume.

D’autre part, en général, il y a d’autres molécules qui ne traversent U,
qu'un nombre fini de fois. POINCARE montre que ces derniéres doivent étre
regardées comme exceptionnelles ou, pour préciser d’avantage, que la probabilité
qu’une molécule ne traversera U, qu’'un nombre fini de fois est infiniment petite,
st Uon admet que cette molécule est 4 I'intérieur de U, a I'origine du temps.

Enfin, ces résultats sont indépendants de la définition du mot probabilité.

Les principes mentionnés s’appliquent presque sans modification au probléme
restreint des Trois Corps. Soit 8 et J les deux masses attirantes se mouvant en
cercles concentriques. Soit 4 la masse infiniment petite se mouvant dans le plan
de ces cercles sous l'attraction de S et J. Pour des valeurs assez grandes de la
constante de l'intégrale de Jacosi, le mouvement relatif de 4 par rapport & la
ligne tournante SJ est limité par 'une ou par Vautre de trois courbes fermées
C,, C, et U, entourant respectivement les points S, J et ». PoiNcarf admet
que la valeur de la constante de JAcoBI est si grande que les deux courbes C, et
C, existent et que le corps 4 se trouve, & l'origine du temps, & I'intérieur de C,
(ou de C,). Alors, le corps 4 n’en sortira jamais, et la premiére condition de
stabilité est remplie.
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Les équations pouvant se mettre sous la forme canonique, il existe certaine-
ment un invariant intégral positif. En désignant par &, 5 les coordonnées rela-
tives de A et par &, 3 les composantes de la vitesse relative, Pinvariant inté-
gral devient

I=Jd'§d1)d§’dn’.

PoINCARE montre que cette intégrale est finie si I'intégration est effectuée sur le
domaine limité par la courbe C, (ou C,) et par deux valeurs de la constante de
JAcOBI voisines 'une de Pautre. Dans I’étude du mouvement dont il g’agit, Uinté-
gral I peut donc jouer le méme rble que le volume invariable d’une partie du
liquide dans le cas du mouvement permanent d’un fluide incompressible. Il en
résulte que la troisiéme coundition de stabilité est aussi remplie. La masse 4
repassera une infinité de fois aussi prés que I'on voudra de sa position initiale,
si Pon n’est pas placé dans certaines conditions initiales exceptionnelles dont la
probabilité est infiniment petite. La théorie des solutions asymptotiques montre
que de telles orbites exceptionnelles existent vraiment.

En voulant appliquer ces considérations au probléme général des Trois Corps
on rencontre certaines difficultés. Les limites que l’intégrale des forces vives
impose au mouvement ne suffisent pas pour rendre l'invariant intégral fini. Mais
par lintroduction d’une nouvelle variable indépendante ¢ au lieu du temps ¢,
Poincark déduit néanmoins un invariant intégral positif qui est fini. Toutefois
il peut arriver que ¢ devient infini pour des valeurs finies de ¢. En prolongeant
la solution au deld d’une telle valeur de ¢, on rencontrera une autre trajectoire
qui doit étre considérée comme un prolongement analytique de l'autre. Ainsi,
on arrive & la conclusion que 'orbite considérée et ses prolongements analytiques
mentionnés repasseront en général une infinité de fois aussi prés que 'on veut
de la situation initiale.

«Il semble d’abord que cette conséquence ne puisse intéresser que I’analyste
et nait aucune. signification physique. Mais cette maniére de voir ne serait pas
tout & fait justifiée. On peut conclure en effet que si le systéme ne repasse pas
une infinité de fois aussi prés que 'on veut de sa position primitive, le temps
pendant lequel le périmétre du triangle des trois corps reste inférieur & une quan-
tité donnée est toujours fini.»

14. Théorie de la Lune.

Dans la théorie de la Lune de DErLAUNAY, les éléments elliptiques sont
développés en séries trigonométriques suivant les multiples de quatre arguments

Acta mathematica. 38. Imprimé le 12 mars 1915. 45
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w;=mn;t + ; (1 =1, 2, 3, 4) fonctions linéaires du temps; =, et n, sont les moyens
mouvements de la Lune et du Soleil, n, et n, sont ceux du périgée et du noeud.
DELAUNAY pose n,:n, =m. Les coefficients des séries trigonométriques ainsi que
les quantités n, et n, sont développés suivant les puissances de m et de certaines
petites quantités «, €' e, y qui signifient respectivement le rapport entre les dis-
tances moyennes de la Lune et du Soleil, I'excentricité de I'orbite terrestre, les
modules de Vexentricité et le module de I'inclinaison de Porbite de la Lune. Les
formules de DELAUNAY ne contiennent que des puissances positives de m, «, €/, ¢ et 7.

Poincart démontre {37z} que, si on poussait assez loin les développe-
ments de DELAUNAY, on arriverait & des termes ou m figurerait & une puissance
négative. Dans I’expression de la longitude, les termes correspondants renferment
au moins en facteur e*ey? et dans I'expression de la latitude au moins e e?y.

La démonstration de PoINCARE est intéressante aussi au point de vue de la
méthode. Il part d’équations différentielles de la forme (2). Au moyen de trans-
formations canoniques successives, il arrive a d’autres équations de jla méme forme
mais ou le développement de F, jusqu’a un degré quelconque, est indépendant
des variables y et ne dépend des § et 1, que dans la combinaison & + 2. En
négligeant les autres termes de F, I'intégration des équations est immédiate. C’est
peut-étre la maniére la plus rapide de démontrer les théorémes fondamentaux re-
latifs a4 la forme des développements qui satisfont aux équations (2), bien que
cette méthode ne puisse étre recommandée pour le calcul direct de ces déve-
loppements.

En somme, 'apparition des puissances négatives de m est due & I'introduc-
tion de petits diviseurs d’intégration de I'ordre de m3. D’ailleurs, I’existence de
ces petits diviseurs de l'ordre de m® dépend de ce fait que, dans les expressions
des moyens mouvements du noeud et du périgée, les termes en m? sont égaux
et de signes contraires, c’est-a-dire en rapport rationnel. —

En mettant ¢ =e¢=1y =0, les développements de DELAUNAY ne renferment
‘qu’un seul argument v = w,—w,. La solution est alors périodique.

En négligeant les paramétres « et ¢, les équations du mouvement de la Lune
deviennent particuliérement simples. Ces équations simplifiées ont été I’'objet de
recherches magistrales de M. HiLL.?

Ce savant a calculé directement la solution périodique mentionnée tout a
I’heure (pour a==o0). Il a développé les coordonnées relatives de la Lune en
géries de FouriEr de l'argument z. Les coefficients qui dépendent de m appa-
raissent sous la forme de séries & termes rationnelles qui convergent trés rapide-
ment.

! American Journal of Mathematics, Vol. I (1878). Coll. Works Vol. I p. 284,
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o, €, ¢, v M. Browx est conduit chaque fois 4 un systéme d’équations linéaires
3 seconds membres. Le systéme se partage en deux, 'un du quatriéme et Pautre
du second ordre. IL’essentiel de la méthode de M. BrowN, c’est que la valeur
numérique de m est introduite dés le commencement, de sorte que les développe-
ments suivant les puissances de m ou de m:(r—in) sont évités.

PoiNcARE propose une autre méthode pour le calcul des termes de degré
supérieur [216; 464, ch. XXIX]. Cette méthode tout a fait analytique est trés
originale mais moins directe que celle de M. Brown. Les développements proce-
dent suivant les puissances de m:(x1—m), ¢, €, ¢, y. Dans la méthode de Poix-
CcARE, les systémes d’équations linéaires & seconds membres qu’il faut résoudre
sont seulement du deuxiéme ordre.

15. Théorie des petites planétes.

A co6té de la théorie de la Lune, la théorie du mouvement d’une petite pla-
néte troublée par Jupiter doit &tre considérée comme un cas particulier assez
simple du probléme des Trois Corps.

En négligeant l'excentricité- de Porbite de Jupiter, les équations se mettent
sous la forme (z) avec trois degrés de liberté. On aura un couple z, y et deux
couples &, n; y sera la différence des deux longitudes moyennes, les. autres variables
z, &, v, &, o' seront définies comme & la page 316.:

Si Pexcentricité de l’orbite de Jupiter n’est pas négligée, la fonction F dé-
pend aussi de I'anomalie moyenne de Jupiter, c’est-a-dire du temps. Pour éli-
miner le temps, on peut introduire un couple 2’ y' (y' étant cette anomalie moyenne
et o' une variable auxiliaire). Le probléme est alors ramené & la forme canonique
(2) avec quatre degrés de liberté (deux couples z, y et deux couples &, ).

En voulant intégrer ces équations par des séries, il faut distinguer les pla-
nétes ordinaires et les plandtes caractéristiques. La période de révolution de ces
derniéres est 4 peu prés commensurable avec celle de Jupiter.

En voulant appliquer les séries de M. LINDsTEDT aux planétes ordinaires et
les séries de M. BoHLIN (généralisées) aux planétes caractéristiques, on rencontre
cette difficulté que les termes en u dans les expressions des moyens mouvements
du noeud et du périhélie sont égaux et de signes contraires. Pour éviter la diffi-
culté en question, on pourrait appliquer un procédé analogue & celui employé par
Porncart dans la théorie de la Lune (page 354). On démontrerait ainsi que les
séries de M. LinpsTEDT (pour les astéroides ordinaires) ne renferment que des
puissances positives de la masse perturbante p. Au contraire, pour les planétes
caractéristiques, en admettant que le petit diviseur A, dii & la commensurabilité
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M. HiLL ne s’est pas occupé de la question de convergence. Les travaux
généraux de POINCARE sur les solutions périodiques montrent que la convergence
a certainement lieu.

Pour étudier les solutions voigines de la solution périodique, M. HiLL! a
formé les équations aux variations. Elles peuvent se mettre sous la forme parti-
culiérement simple

d?z
{26) Eié+{@0+2@10082't+2@20084t+ ...yz=o0.

T.e coefficient @, contient en facteur m2®* de sorte que les coefficients @ dé-
croissent trés rapidement. On aura deux équations de la forme (26). L’une donne
les inégalités du premier degré par rapport au module y; 'autre les inégalités du
premier degré par rapport au module e. Les parties principales des moyens
mouvements du noeud et du périgée (parties indépendantes de «, €, e, y) sont
déterminées par les exposants caractéristiques des équations (26).

Une équation de cette forme admet deux solutions

2 == Zb"ef Ek+@ryIy.
k

1l s’agit de déterminer ’exposant caractéristique g et les rapports des coefficients
bz. M. HiLL a ramené le probléme 4 la résolution d’une infinité d’équations du
premier degré a une infinité d’inconnues. M. HiLr admet sans démonstration
que les déterminants d’ordre infini qu’on rencontre ainsi sont convergents.

Poincar démontre la convergence et en méme temps la légitimité de la
méthode de M. HiLn [gr1; 279, n% 185—189; 215]. Par ces travaux de HirL et
PoiNcarg, les déterminants d’ordre infini ont été introduits dans I'analyse. 1l
est inutile de rappeler ici 'importance capitale de cette notion nouvelle.

PoincarRE donne aussi une autre méthode pour calculer I'exposant caracté-
ristique g et les coefficients & [214; 464 n° 332—335]. Il développe en effet les
inconnues cos g et bz:b, suivant les puissances des quantités @, 6,, @,, ...
En vertu d’un théoréme général démontré par PoINCARE [69], les séries en question
représentent des fonctions entiéres et sont ainsi toujours convergentes.

Il est bien connu que M. E. W. BrownN? a élaboré dans ces derniers temps
une théorie compléte pour la Lune en partant des travaux mentionnés de M. HiLL.
Pour déterminer les inégalités d’un degré quelconque par rapport aux quantités

L Acta mathematica Vol. VIII (1886) [1877).
? Memoirs of the Royal Astron. Sec. t. LIII, LIV, LVIL
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approchée, est de Pordre de Vy, on rencontrerait (comme dans la théorie de la
Lune) dans les séries de M. BoHLIN généralisées des termes d’ordre négatif, A et
Vu étant du premier ordre. Toutefois dans les développements des coordonnées
de lastéroide, les termes correspondants sont au moins du 7° degré par rapport
aux excentricités et a ’inclinaison. Evidemmenb, Pintroduction des termes d’ordre
négatif par rapport & A et Vu n’empéche pas que les séries de M. BoHLIN ainsi
généralisées ne renferment que des termes d’ordre positif, en admettant que cha-
cune des quantités e, e et y est aussi de I'ordre de Vu. On pourrait ainsi pousser
Papproximation jusqu’a un ordre quelconque.

En mettant dans tous ces développements e’ = ¢ =y = 0, on rencontrerait la
solution périodique de la premiére sorte qui correspond au rapport admis entre
les moyens mouvements. Evidemment, on pourrait aussi faire la théorie de ’asté-
roide en partant de cette solution périodique (analogue & celle de M. HiLr dans
le cas de la Lune) et en appliquant ensuite la méthode de M. BrRowxN ou de
Poivcars pour le caleul des termes renfermant les puissances de €, ¢ et .

Quand il ¢’agit d’une théorie approchée permettant de retrouver l'astéroide
pendant quelques centaines d’années, on pourrait se contenter des premiers termes
des séries mentionnées. Plusieurs astronomes se sont occupvés en détail de cette
question de donner des expressions générales permettant de calculer rapidement
les perturbations les plus importantes.

PoixcarE a ébauché une méthode de ce genre applicable aux planétes carac-
‘téristiques [368; 464, n% 206—210]. Les équations sont de la forme (2) avec trois
degrés de liberté (un couple 2, y et deux couples &, 5). Les & et 5 sont de lordre
de Pexcentricité et de I'inclinaison. En premiére approximation, POINCARE néglige
dans F tous les termes qui dépendent de la variable angulaire y, qui signifie
la différence des deux longitudes moyennes. Les variables sont choisies de sorte
que lintégration des équations ainsi abrégées nous donne les perturbations qui
varient lentement & cause de la petitesse de u ou en vertu de la commensura-
bilité approchée entre les moyens mouvements. Les inégalités obtenues ainsi en
premiére approximation sont les plus importantes, puisqu’elles ont été agrandies
par les petits diviseurs. Enfin, dans une seconde approximation, PoINCARS tient
compte aussi des termes de F' qui dépendent de la variable y. Les perturbations
qui en résultent sont moins considérables.

16. Développement de la fonction perturbatrice.

Dans notre systéme solaire, les masses des huit planétes principales sont trés
petites par rapport & celle du Soleil. Les masses des astéroides et des cométes
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sont méme tout & fait insensibles. Le mouvement de 'un quelconque de tous
ces corps, qui ne se rapproche pas trop d’une planéte principale, aura donc lieu
4 peu prés suivant les lois de Képler au moins pendant un certain temps limité.
Les forces qui empéchent le mouvement de rester képlérien dérivent d’une fone-
tion de force qui s’appelle la fonction perturbatrice.

En choisissant dans la théorie des planétes les variables proposées par
Poincarg (voir page 315), la fonction perturbatrice ne sera autre chose que la
fonction uF, de la page 315. Elle sera ]la méme pour toutes les planétes et aura
la forme [164; ~87; 464, n°® 43]

u Fl == Zm,m,{ji;—- Vi Vj cos Wi,j},
m; et m; étant les masses des planétes P; et P;, A;; leur distance mutuelle, V;
et V; les vitesses absolues des planétes P; et P; (le centre de gravité de tout le
systéme étant supposé fixe) et enfin W, ; 'angle compris entre les directions de
ces vitesses.

En introduisant pour les coordonnées relatives et les vitesses absolues les
expressions des coordonnées et des vitesses dans le mouvement képlérien autour
d’un centre fixe d’attraction, la fonction perturbatrice et ses dérivées par rapports
aux variables employées deviennent des fonctions périodiques de toutes les ano-
malies moyennes, développables en séries trigonométriques suivant les multiples
de ces anomalies, les coefficients des développements étant des fonctions des
autres éléments elliptiques ou canoniques. Avant de pouvoir calculer les pertur-
bations, il faut savoir calculer les coefficients de ces développements.

Le développement de la seconde partie de la fonction perturbatrice, celle
qui dépend des vitesses, n’offre pas de difficultés sérieuses [187; 464, n° 23g].
Il s’agit donc avant tout de développer Jinverse de la distance # de deux pla-
nétes en série trigonométrique suivant les multiples des deux anomalies moyennes.

Le développement analytique de la fonction perturbatrice a fait Pobjet de
travaux d’'un grand nombre d’astronomes et de géométres. Le développement
analytique le plus simple est celui de Nrwcoms.

En supposant nulles les excentricités, le développement de la fonction 4—!
suivant les multiples des deux longitudes, comptées & partir du noeud, est assez
simple. Les coefficients de ce développement dépendent des grands axes et de
Pinclinaison mutuelle des orbites et sont connus sous le nom des coefficients de
JacoBL

NewcoMmB a déduit les coefficients du développement général de la fonction
4~ suivant les multiples des deux longitudes moyennes et des deux anomalies
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moyennes et suivant les puissances des excentricités, en effectuant sur les coeffi-
cients de JACOBI certaines opérations différentielles. Les opérateurs de NEwcoM®B

sont certains polynomes & coefficients rationnels du symbole différentiel D — « 0—?,
24

o étant le rapport des deux grands axes. Pour calculer successivement les coef-
ficients de ces opérateurs, NEwcoMB a donné des formules de récurrence assez
compliquées.

PorNcarE a simplifié beaucoup [464, ch XIX] la théorie des opérateurs de
NEwcoMB, en montrant que ces opérateurs rentrent comme coefficients dans le
développement de la fonction

(; )D El/—-l s

suivant les multiples de 'anomalie moyenne et suivant les puissances de Pexcen-
tricité (r, @, v désignent le rayon vecteur, le demi grand axe et 'anomalie vraie,
tandis que s est un nombre entier). Le développement trigonométrique de la
fonction considérée avait été étudié déja par HaNsSEN.

Etant donnée cette découverte de PoiNcaRr®, il était facile de déduire pour
les opérateurs de NEwcoMs certaines formules de récurrence beaucoup plus simples
que celles qu’avait employées NEwcomB lui-mé&me. Ainsi, le calcul des termes de
degré trés élevé dans le développement de la fonction perturbatrice a été con-
sidérablement simplifié. —

Soit maintenant [ et I' les anomalies moyennes, % et %' les anomalies excen-
triques des deux planétes. On aura les développements

A1 — 2 A BV-1 0l T) ZBm,m’EVrl (mu 4+ m'w)

m, m’ m,m’

(E étant la base des logarithmes naturels).
Pour étudier les coefficients dp m et B m de ces développements, POINCARE
les exprime au moyen d’intégrales doubles. En mettant

.'I?=EV““, y:EV——lu'

il obtient la formule [209; 464, n° 2421

I Y VE%dxdy
Am,m'=—';;z A gn iyt
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V, 2 et 4% (le carré de la distance) étant certains polynomes en z, ;—c, y et I

Pour obtenir I'expression de B m, il faut mettre ¥V —=Q=1 dans 'expression de
Amn. Les intégrations doivent s’effectuer suivant les cercles |z|=1, |y|=1
dans les plans des variables complexes x et y. La fonction 22y® 4 est un poly-
nome du sixiéme degré en z et y dont les coefficients dépendent des éléments
des orbites.

Les coefficients A., m: et B n peuvent se développer suivant les puissances
des excentricités et de I'inclinaison. Par les travaux de LEVERRIER, de NEWCOMB
et de BoQUET, on connait les premiers termes de ces développement (jusqu’au hui-
tiéme degré incl.). POINCARE montre comment il est possible de trouver les rayons
de convergence des ces développements [209, 464, ch XX]. Il s’agit d’indiquer
les singularités qui déterminent les domaines de convergence.

Pour cela, POINCARE se pose le probléme général de trouver les singularités
d’une fonction définie par une intégrale complexe prise suivant une courbe ou
une surface fermée. Kn connaissant les relations qui donnent les singularités
de la fonction sous le signe d’intégration, considérée comme fonction des vari-
ables d’intégration, il est possible d’écrire les relations qui donnent les singularités
de l'intégrale, considérée comme fonction des paramétres. Il faut exprimer que
deux singularités de la fonction sous le signe d’intégration coincident, et que ces
deux singularités se sont trouvées auparavant sur des cotés opposés du chemin
d’intégration, de sorte qu’il n’est pas possible de les éviter en déformant ce che-
min. Il n’est pas difficile d’écrire les conditions pour que deux singularités coinei-
dent. La difficulté est de trouver parmi toutes les singularités possibles celles
qui appartiennent & la branche considérée de la fonction muitiforme qui est dé-
finie par Dintégrale donnée.

PoINCARE résout la question complétement quand les excentricités sont nulles
ou quand linclinaison est nulle. Pour le cas général, la discussion devient trop
compliquée. Mais POINCARE arrive presque immédiatement & la conclusion: Pour
tous les coefficients Am,m et By, les développements possédent le méme do-
maine de convergences. —

Ensuite PoiNcARE poursuit J'étude des coefficients A m €t Bm, v dans une
autre direction. Kvidemment, le calcul de ces coefficients serait facilité par
I’emploi de formules de récurrence. PoINCARE a ébauché la question en démon-
trant I'existence de relations linéaires entre les coefficients 4 et B et leurs déri-
vées par rapport aux éléments qu’ils renferment [168; 196; 206; 207; 351; 464,
ch XXT].

Dans ces recherches, PoINCARE considére les intégrales
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HEdzdy

= xy ks

b

étendues suivant une surface fermée dans le domaine des variables complexes x
et y. 2 et'F sont des polynomes donnés en z, =1, y et y—1, H un polynome arbi-
traire; 2s est un nombre entier et impair. PoiNcarE démontre que les intégrales
II, considérées comme fonctions des parametres qui entrent dans £ et ¥, peuvent
se réduire & un certain nombre d’entre elles qui sont linéairement indépendantes.
Si f et w sont les degrés des polynomes F et £, le nombre des intégrales II qui
sont linéairement indépendantes est < 8(f + w)®. Si les polynomes F, 2 et H sont
symétriques, de sorte que leurs signes ne changent pas si # et y changent leurs
signes simultanément, alors le nombre des intégrales linéairement indépendantes
est < 4(f+ ow)?. Ces nombres ne dépendent pas.de s.

Les coefficients Ap m et By ny ainsi que leurs dérivées partielles d’ordre
quelconque par rapport aux éléments sont des expressions de la forme I7.

Pour les coefficients Bm,m, onaf=12,w=0, 4(f + 0)*=16. Silon envisage
le développement de la fonction o/—! suivant les anomalies excentriques, il y aura
ainsi, entre les coefficients, des relations linéaires de récurrence dont les coef-
ficients seront des fonctions rationnelles des éléments. Ces relations permettent
d’exprimer tous ces coefficients en fonction de seize entre eux. De plus, chacun
des coefficients By, n, considéré comme fonction de 'un quelconque des éléments,
satisfait & une équation différentielle linéaire du seiziéme ordre au plus, dont les
coefficients sont des fonctions rationnelles des éiéments:

Pour les coefficients Ay m,0on a f=2, w=1, 4(f + ©v)*=36. Le polynome
£, qui dépend de m et m', n’est pas le méme pour deux coefficients A, n diffé-.
rents. Par suite, on ne peut trouver ainsi des formules de récurrence & coefficients
rationnels entre les A4, »». Mais chacun de ces coefficients, considéré comme fonc-
tion de I'un quelconque des éléments, satisfait & une équation différentielle liné-
aire du trente-sixiéme ordre au plus.

L’intégrale IT est une période de l'intégrale double indéfinie

s [[HE*dzdy
. === xyFs .

Soit k& le nombre des périodes fondamentales. Ce nombre k& ne dépend pas des
polynomes H et 2 mais seulement du polynome F. Considérons k + 1 intégrales
II qui peuvent différer par rapport & H et 2, le domaine d’intégration et le
polynome F étant le méme dans toutes. Chacune de ces k + 1 intégrales II

g’exprime au moyen des périodes fondamentales correspondantes par la méme

Acta mathematica. 35. Imprimé le 12 mars 1915. 46
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)

fonction linéaire & coefficients entiers. Si les parameétres qui entrent dans I7
décrivent dans leurs plans des contours fermés, les périodes subiront une transfor-
mation linéaire qui sera la méme pour tous les JI. Il en résulte qu’il existe entre
k + x quelconques des intégrales II une relation linéaire & coefficients uniformes
par rapport anx paramétres qui entrent dans F.

Pour les coefficients By, ., on a k<16, Alors, il en est ainsi de méme pour
I’ensemble des coefficients A et B et de toutes leurs dérivées.

Ainsi, entre tous les coefficients A, ,» et leurs dérivées, il existe des relations
linéaires & coefficients uniformes par rapport aux éléments, de sorte gue toutes
ces quantités peuvent s’exprimer par seize entre elles.

PoiNcarE semble espérer qu’une étude plus détaillée des périodes de I'inté-
grale double qui correspond & B, ,» montrera que le nombre k est < 16, quand
il g’agit du développement de la fonction perturbatrice.

Si les excentricités sont nulles, la fonction F, se simplifie de sorte que k = 4.
Les relations linéaires correspondantes étaient connues déja par Jacosr.

JacoBI a démontré auséi, par des considérations tout 4 fait élémentaires, que
les B peuvent sexprimer linéairement par quinze entre eux. On aurait donc
k < 15 dans le cas général. —

Arrivons maintenant aux recherches de POINCARE sur les expressions asymp-
totiques des termes de degré trés élevé dans le développement de la fonction /-1
[120; 173; 278, ch. VI; 464, ch. XXIII].

Supposons que les moyens mouvements 7 et n' de deux planétes soient A peu
prés commensurables de sorte que mn + m'n' soit une quantité trés petite. Alors
les perturbations des longitudes qui aprés deux intégrations proviennent du terme
dont Targument est ml+ m'l'’ peuvent devenir sensibles quoique le coefficient
A, soit lui-méme trés petit. Il serait alors important d’avoir une expression
analytique qui se rapproche de A m quand m et m' sont trés grands. Pour
trouver une telle expression, POINCARE pose

+®

U/ (Z) = Z Aav-&é,ca'%—d AN

r=—

a, b, ¢, d étant de petits entiers donnés. Cette fonction peut se mettre sous la
forme d’une intégrale simple

(D(Z) e I f~l~l Zv—(rzb+;'dj {hec —ad—1 (lt,
25 V—-— I

prise le long de la circonférence || = 1. Dans ./ (la distance des deux planétes)
il faut introduire
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« et ¥ étant deux entiers tels que go +cy—=r1.

Pour trouver I’expression asymptotique des coefficients Az 4s,v+q pour » trés
grand, POINCARE app]iqué la méthode importante de M. DarBoUX, qui donne
précisément, I’expression asymptotique des coefficients éloignés d’une série de puis-
sance, quand on connait la nature des singularités de la fonction sur le cercle de
convergence.

La détermination des points singuliers de la fonction @(2) ne présente pas
de difficultés, puisque c’est une fonetion donnée par une intégrale simple prise
le long d’un contour fermé. Pas de difficultés non plus en ce qui concerne la
nature de-ces points singuliers, qui sont bien tels que suppose la méthode de
M. DagBoux. La difficulté provient de ce fait que tous les points singuliers qu’on
trouve n’appartiennent pas 4 la branche considérée de la fonction @(z). La dis-
cussion pour reconnaitre 'admissibilité des points singuliers est assez délicate et
a été jusqu’ici le pi‘incipa,l obstacle & I’emploi général de cette méthode. PorNcarsk
n’en a fait Papplication que dans le cas spécial ou Dinclinaison est nulle, Pune
des excentricités nulle et Pautre tres petite.

Ce serait certainement un travail utile de poursuivre ces recherches, au moins
dans le cas ol les excentricités et I'inclinaison sont petites.

17. Détermination des orbites.

Le mouvement d’une planéte ou cométe qui ne se rapproche pas trop d’une
planéte principale reste sensiblement képlérien pendant un certain temps. Pendant
ce temps, les éléments osculateurs de I'orbite ne varient que trés peu et peuvent
étre regardés comme -invariables - au moins dans une premiére approximation.
Aprés la découverte d’un tel astre, il importe de déterminer les éléments de son
orbite en partant d’observations séparées 'une de 1’autre par quelques semaines.
Pour le calcul des six éléments, trois observations completes; donnant la longitude
et la latitude géocentrique (A et p), sont en général nécessaires.

Le probléme de la détermination des orbites au moyen d’observations voisi-
nes fut résolu par LaPrace en 1780. Rappelons briévement les principes de sa
solution. En partant des observations, au moins trois en nombre, et en employant
la méthode d’interpolation, LAPLACE calcule pour une certaine époque ¢, la longi-
tude 4 et la latitude p de l'astre ainsi que les deux premiéres dérivées de ces
angles. Les coordonnées rectangulaires héliocentriques de lastre & I’époque ¢,
sont alors des fonections linéaires, & coefficients connus; de la distance géocentri-
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que inconnue g. En introduisant ces coordonnées et leurs dérivées secondes dans
les équations du mouvement képlérien, LAPLACE obtient trois équations linéaires
par rapport a ¢ et ses dérivées ¢' et ¢", équations dont les coefficients dépendent:
de la distance héliocentrique r de I'astre a I’époque {,. En éliminant ¢' et ¢”, il
trouve une relation entre ¢ et r. La résolution du triangle formé par le Soleil,
la Terre et l'astre donne encore une relation entre ces mémes quantités. En
éliminant r entre ces deux relations, il obtient une équation du 7° degré qui déter-
mine g. Cette quantité connue, les équations du mouvement donnent 'inconnue
¢ comme fonction linéaire de ¢. En connaissant ainsi ¢ et ¢/, il est possible de
calculer pour t =1, les valeurs initiales des coordonnées héliocentriques et de leurs
dérivées du premier ordre. Enfin, en partant de ces valeurs initiales, LAPLACE
arrive facilement aux valeurs cherchées des éléments.

LAPLACE n’avait pas élaboré son procédé dans tous ses détails. Les métho-
des les plus usitées dans la pratique ont été celle de Gauss et celles qui en sont
dérivées. Gauss part de trois équations linéaires entre les trois distances géo-
centriques inconnues g,, ¢, et ¢;, €quations qui expriment que le mouvement
est plan. Les coefficients de ces équations dépendent des deux rapports entre
les surfaces deg trois triangles plans formés par le Soleil et par deux quelconques
des trois positions de I’astre. Ces rapports sont développables suivant les puis-
sances des intervalles de temps ¢,—¢, et {, —¢,. Dans les développements de
CGavuss et I’ENCKE, les coefficients ne dépendent que de la distance héliocentrique
r,; les développements plus approchés d’OrroLzER renferment r, et r,, tandis que
dans les développements encore plus exacts de GiBBs les coefficients renferment
toutes les distances r,, r, et r,. En éliminant g, et ¢,, Gauss et ENCKE obtien-
nent une équation pour g¢,, donnant g, avec une erreur du premier ordre par
rapport aux intervalles £, — ¢, et t;—¢,. I’équation de Gauss pour g, est ana-
logue & I'équation pour ¢ de LapLACE. Dans la méthode d’OpPoLzER, on aura &
résoudre deux équations algébriques entre g, et g;. L’erreur des inconnues qui
s’obtiennent par des approximations successives est du second ordre. Enfin dans
la méthode de GreBs on aura trois équations entre g,, g, et g,, et I’erreur des
inconnues est du troisiéme ordre., En connaissant les coordonnées héliocentriques
qui correspondent aux observations extrémes ainsi que I'intervalle de temps ¢, —1,,
il est faeile de calculer les éléments. Dans les méthodes de (Gavuss, d’ENCKE,
d’OprorzER et de GiBBs, le degré de 'exactitude augmente d’une unité si les obser-
vations sont équidistantes de sorte que ¢, —t, =1, —¢,.

PoINCARE a perfectionné considérablement [371] la méthode de LaAPLACE en
choisissant pour 1’époque ¢, la valeur moyenne des trois époques d’observation
t, t, et t,. Alors, les erreurs des valeurs interpolées de la longitude et de Ja
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latitude géocentrique sont du troisiéme ordre, tandis que les valeurs des deux
premiéres dérivées de ces angles sont en erreur du second ordre par rapport
aux intervalles de temps. Il en résulte que les valeurs calculées de g, ¢’ etc.
et de tous les éléments sont en erreur du second ordre. Ainsi, la méthode de
LapLACE donne en général une plus grande approximation que celle de Gauss,
quoique la rapidité des calculs soit la méme dans les deux méthodes. Si les ob-
servations sont équidistantes, ces deux méthodes sont équivalentes. La méthode
d’OpporzER l'emporte sur celle de LAPLACE seulement si les observations sont
équidistantes, mais les calculs qu’elle exige sont plus compliqués. Enfin la
méthode de GieBs donne toujours la plus grande exactitude mais seulement au
prix d’un travail considérable de calcul. Dvailleurs, il ne faut pas pousser
Papproximation des calculs trop loin, puisque les observations sont elles-mémes
erronées. '

Les erreurs du second ordre dans la méthode de LarrLack dépendent des
dérivées du troisiéme et du quatriéme ordre de la longitude 2 et de la latitude g8
pour ¢=1t,, POINCARE montre comment ces dérivées AMI, ALV, gUI BRIV e, enfin
les corrections du second ordre des éléments peuvent s’exprimer par des fonc-
tions rationnelles par rapport aux g, cos 4, sin 4, ' 1", cos 8, sin 8, 8, §" (0 étant
lui-méme racine de équation déja mentionnée du 7° degré).

PoiNcarE démontre aussi qu’il est possible d’exprimer de la méme maniére
les corrections dues & 'aberration.

Poincarg indique enfin comment on peut appliquer, par la méthode d’inter-
polation et au début du calcul, la correction de la parallaxe aux coordonnées
de la Terre et éviter ainsi toute espéce de tdtonnement.

La méthode de Laprace, bien que présentant certains avantages dont le
principal est la facilité de se servir de plus de trois observations, était tombée
dans un injuste discrédit. Grice & POINCARE, cette méthode élégante et pratique
a été enfin réhabilitée. —

Les méthodes déja mentionnées et ayant pour but la détermination des
éléments elliptiques supposent que les intervalles entre les époques des trois ob-
servations sont petits, sans toutefois étre trop petits. La résolution du probléme
plus général de calculer les éléments moyennant trois observations quelconques
est beaucoup plus difficile. On aura évidemment six équations pour déterminer
les six éléments inconnus, mais ces équations sont transcendantes comme 1'équa-
tion de KipLErR. Le probléme est donc théoriquement possible, mais les res-
sources actuelles de I’Analyse ne permettent pas de le résoudre en toute rigueur
et dans toute sa généralité. _

Toutefois PoiNncart fait la remarque que, si Porbite est parabolique, il est
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possible de déterminer les éléments moyennant trois observations complétes et
quelconques [281]. En effet, dans ce cas, les équations de condition deviennent
algébriques et le nombre des équations dépasse par 'unité le nombre des incon-
nues. Les équations devant étre compatibles, on aura une certaine relation entre
les données d’observation et exprimant que le mouvement est parabolique. Toutes
réductions faites, on aura enfin les éléments de 'orbite parabolique sous Ja forme
de fonctions rationnelles des époques des trois observations ainsi que des cosinus
et sinus des trois longitudes et latitudes observées, Evidemment, il serait inté-
ressant de former ces expressions rationnelles. Il pourrait arriver gue 'applica-
tion de cette méthode directe soit plus simple que 'emploi des méthodes actu-
ellement en usage.

18. Figure de la Terre.

Dans son travail célébre Figure de la Terre tivée des lois de I'Hydrostatique
(1740), CLAIRAUT a étudié I’état d’équilibre d’une masse fluide hétérogéne qui se
trouve en rotation lente autour d’un axe et dont les particules sont soumises &
la loi de P’attraction universelle. Si la rotation est nulle, on suppose que les sur-
faces d’égale densité sont sphériques et concentriques et que la densité diminue
constamment quand on s’éloigne du centre. Soit D(r) la densité moyenne & P’in-
térieur de la sphére de rayon r. En vertu de la rotation lente, les surfaces de
niveau primitivement sphériques deviennent sensiblement des ellipsoides de révo-
lution autour de I'axe de rotation. L’aplatissement e¢ de la surface de niveau de
rayon moyen r satisfait a I'équation de CrAlRAUT:

Dy +12+55) +2rD'(1+ 1) =o,

ot p=re'ze. (i, D', ¢ signifient les dérivées de 5, D et ¢ par rapport & r).
Pour 5 il faut prendre la solution particuliére qui satisfait a la condition
n =0 pour r —o. '
Rappelons aussi que si 7, est la valeur de 1 & la surface l'aplatissement e,
de la surface libre est donné dans la théorie de CLAIRAUT par la formule

\

@ étant le rapport entre la force centrifuge a 'équateur et la pesanteur & la
surface libre. Cela étant, la fonction e est complétement déterminée & I’intérieur
du corps.
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Ajoutons enfin que CLAIRAUT avait déja démontré que o < v, < 3 de sorte que

q
gp<el<%(p.

PoINCARE, en traitant le probléme de CLairauT, montre que la solution par-
ticuliére définie par la condition y=o pour r=o existe toujours et qu’elle est
unique [112; 203; 462, ch IV]. PoiNcarf montre de plus qu’on a toujours

(27) 0<n<3.

Ces inégalités Iui permettent de compléter un résultat obtenu par Rapav.
En partant de la théorie de CrLAIRAUT, ce savant avait déduit la formule curieuse

PP : k2
%]/,SQWI LLEE
5V ze 2 10_

ou I désigne le rapport (C—A):C, (4 et C étant les deux moments d’inertie
principaux de la Terre), tandisque § est une certaine valeur inconnue de 7 a
I'intérieur.du corps.

Les valeurs de I et ¢ sont connues: la premiére est mesurée par la pré-
cession des équinoxes, la seconde par la physique. On a trouvé = 1:305,;:,
@ ==1:288,38.

Rapavu avait admis que 7' >o0, de sorte que 0 <£<u =o0,54s. On-a alors
K < I,00075. Cela étant, la valeur e, = 1:293,y (CLARKE 1880) ne peut pas satis-
faire & la formule de Rapavu. Ainsi, les valeurs admises de / et de e, ne sont
pas d’accord avec la théorie de CLatRATUT.

Etant donnée Pinégalité (27) de PoINcaRE, il arrive quon a toujours K < I,00075,
puisque 0< &< 3. Le résultat de RapAU subsiste donc aussi dans les cas oir 7
peut devenir négatif & l'intérieur du corps.

Ajoutons que les valeurs suivantes de aplatissement: e, = 1:299,: (BESSEL
1841); € =1:298,; (HELMERT 1907); €, =1:297,0 (HAYFORD 190g) ne sont pas
en contradiction avec la théorie de CLaiRAUT. —

PoiNcARE a aussi éerit deux mémoires qui se rapportent étroitement aux
méthodes actuellement en usage dans la Géodésie. Il est bien connu que les sur-
faces de niveau de la Terre, qui sont orthogonales aux directions de la pesan-
teur, ne sont pas tout & fait des ellipsoides de révolution. Le géoide (consti-
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tuant la surface libre moyenne de la mer prolongée analytiquement, ou par des
nivellements pensés au-dessous des continents) présente en vérité des souléve-
ments et des abaissements de quelques centaines de meétres par rapport au sphéroide
de référence. Rappelons aussi que les opérations géodésiques ordinaires, qui
embrassent des mesures de distances, d’angles horizontaux et verticaux ainsi que
des déterminations d’azimuts et de latitudes — que toutes ces opérations ont
pour but d’étudier en détail les irrégularités du géoide.

Les mesures de Dlintensité de la pesanteur sont aussi d’une importance capi-
tale dans les recherches géodésiques. Au moyen de ces mesures M. HELMERT a
déterminé I'aplatissement de la Terre. Il semble toutefois qu'on n’ait pas encore
tiré tout le parti possible de cette espéce d’observations.

Dans le premier des deux mémoires mentionnés [217] POINCARE montre que
les mesures de l'intensité de la pesanteur, si elles sont assez multipliées et suffi-
samment exactes, peuvent remplacer les opérations geodésiques ordinaires et
qu’elles suffisent pour déterminer complétement la forme du géoide.

Mais avant de pouvoir utiliser ainsi les valeurs mesurées de la gravité, il faut
y appliquer deux corrections: d’abord la correction de FavE dépendant de ’alti-
tude et donnant la réduction au niveau de la mer et ensuite une seconde correc-
tion qui s’obtient par le procédé de condensation de M. HELMERT. Apres Pappli-
cation de ces deux corrections, on trouve, & des quantités prés du second ordre
par rapport & 'aplatissement, la valeur g' de la gravité qu’on aurait observée
sur le géoide, si toutes les masses situées & 'extérieur d’une sphére § tangente
intérieure du géoide avaient été condensées sur cette sphére. Les changements
du géoide en vertu de la condensation sont du second ordre et peuvent &tre
négligés. Aprés la condensation, on peut développer le potentiel ¥ dii & lattrac-
tion suivant les puissances négatives de r, les coefficients du développement étant
des fonctions sphériques, et ce développement sera convergent sur toute la sur-
face de la Terre.

Soit ¢ le soulévement du géoide au-dessus de la sphére S. Il est clair
qu’il y aura des relations simples (en négligeant les quantités du second ordre
par rapport a Paplatissement) entre les coefficients correspondants dans les déve-
loppements de V, de ¢’ et de { suivant les fonctions sphériques.

Soit maintenant

g'_‘glo=2 g'nXn

n>=2

le développement suivant les fonections sphériques X, qui donne les valeurs ob-

servées et corrigées g'. POINCARE démontre que le soulévement { du géoide au-
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dessus de la sphére S est donné, aux termes du second ordre prés, par le déve-
loppement
' Y §'n Xn
gi=21"20 1 o,

n=2 B—1I

@ étant une fonction linéaire connue du carré du cosinus de la latitude.

Il n’est pas nécessaire de calculer les coefficients ¢',, qui convergent néces-
sairement trés lentement. En effet la fonction 27 (¢, — @) aura la forme d’une
intégrale, qui donne le potentiel d'une couche sphérique attirante, dont la densité
est donnée par la fonction connue ¢'—g¢',, la loi de lattraction étant représentée
par une certaine fonction de la distance, et coincidant & peu prés avec la loi
universelle.

En introduisant dans cette intégrale, au lieu de ¢'— ¢/, seulement la pertur-
bation locale pour un certain lieu, l'intégrale en question donnera le souléve-
ment du géoide qui correspond & cette perturbation,

PoiNcARE a développé cette idée aussi d’une autre maniére en négligeant,
non plus le carré de 'aplatissement, mais le carré du relévement du géoide au-
dessus de Pellipsoide, c’est-d-dire une quantité beaucoup plus petite. - Alors, au
lieu de la sphére S, on aura a faire avec un ellipsoide, et les fonctions de Lams
s’introduiront au lieu des fonctions sphériques. —

Dans un autre mémoire, POINCARE traite la -question des déviations de
la verticale en Géodésie [365]. Il s’agit d’un géoide trés peu différent d’un ellip-
soide de révolution. Soit M un point quelconque du géoide, N sa projection
sur Pellipsoide de telle fagon que M N soit normale & V'ellipsoide.- On définit la
position de M en donnant la longitude ! et la latitude 2 de N ainsi que la lon-
gueur § de la ligne MN. Soit MP la verticale vraie au point M. On définit
la déviation de cette verticale en donnant les composantes § et 5 de I'angle trés
petit de MN avec MP vers le Nord et vers I'Est.

Le long d’une courbe quelconque sur le géoide, I, {, &,  ainsi que 'azimut
¢ de la tangente seront certaines fonctions de 4. Soit I' et I" les deux dérivées
premiéres de I par rapport 4 i. En négligeant toujours les termes du second
ordre, PoiNcarf: démontre que sur une courbe quelconque, tg ¢ est une fonction
linéaire et homogéne de I' et vy dont les coefficients dépendent de 4. Il donne
ensuite I’équation d’une ligne géodésique quelconque sur le géoide. Ce sera une
relation linéaire et homogéne entre /', I", § et 7 dont les coefficients dépendent
de 1 et ¢.

Cela étant, PoiNcarE admet qu’on décrit par des moyens géodésiques une
ligne géodésique sur le géoide en partant d’un point 4. Admettons, pour sim-

Acta mathematica. 38. 1Imprimé le 13 mars 1915. 47
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plifier l'exposition, que I'azimut ¢ s’annule en 4. En suivant cette ligne géodé-
sique, la longitude ne sera pas constante. L’équation de la ligne géodésique
sera en effet

—1U"cos i + 2l'sindk —iy=o.

Ensuite I'azimut ne restera pas constamment nul.” On aura
¢=1cos A+ ytgi.

11 s’agit de calculer » en connaissant ¢ par observation. En différentiant 1’ex-
pression de ¢ par rapport a i, on aura trois relations linéaires en ' et I". Aprés
avoir éliminé I’ et [, on obtient pour 1 une équation différentielle linéaire et du
premier ordre. L’intégration donne '

i
3 — o= cot 4 + ’ ¢ cot®idl,

Jp

7, et 4, étant les valeurs de % et 4 au point 4.

En général, on a négligé le second terme dans I'expression de y—7,. Poin-
CARE veut dire que cela n’est pas permis dans les régions équatoriales si A — 2,
est du méme ordre que la latitude A.

Dans le cas général ot l'azimut en 4 n’est pas nul, on rencontre une cor-
rection analogue qu’il ne faut pas négliger dans le voisinage de I’équateur.

Ainsi, si I'on veut déterminer la déviation 7 en mesurant des azimuts, il ne
suffit pas toujours de faire ces mesures au commencement et & la fin de l’arc.
Parfois, il est nécessaire de les faire aussi en des stations intermédiaires.

Poixcarg est d’avis qu'on peut expliquer ainsi pourquoi M. QUDEMANS
dans sa triangulation de Java avait trouvé que les déviations de la verticale
déduites des mesures d’azimut étaient en général et systématiquement trois fois
plus grandes que les déviations déduites des mesures de longitude.

19. Théorie des marées.

Dans la théorie des marées, il s’agit d’étudier les oscillations de la mer sous
I'influence de I'attraction de la Lune et du Soleil. ILe potentiel de cette attrac-
tion se compose d’un grand nombre de termes de la forme Ce**, C étant une
fonction sphérique du second degré des coordonnées du lieu, 1 une constante
purement imaginaire et ¢ le temps.
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Etant donnée la petitesse de tous ces termes, qui sont divisés par la troi-
siéme puissance de la distance de ’astre, il est permis d’étudier séparément les
oscillations harmoniques causées par chacun d’eux et d’appliquer ensuite le prin-
cipe de la superposition des petits mouvements.

D’aprés leurs périodes, les oscillations harmoniques se partagent en plusieurs
groupes. On aura ainsi une groupe de marées & courtes périodes (semi-diurnes et
diurnes), qui dépendent de la rotation de la Terre. On aura aussi des mardes
lunaires a longues périodes (semi-mensuelles et mensuelles) ainsi que des marées
solaires & longues periodes (semi-annuelles et annuelles).

Pour déterminer les marées & longues périodes, LAPLACE et ses successeurs
avaient négligé D'accélération et la vitesse du liquide. TLe probléme des marées
est alors relativement simple et peut se résoudre par les méthodes de la Statique.
Il suffit d’exprimer que le potentiel des forces agissantes est constant sur la sur-
face de la mer. Cette condition s’écrit

(28) g+ + D=k,

Ici § désigne le déplacement vertical et cherché de 'eau. Le premier terme ¢
est le potentiel de la gravité. Le second terme II est le potentiel du bourrelet
liquide qui se trouve entre la surface soulevée ou déprimée et la surface d’équi-
libre de la mer, c’est-a-dire le potentiel au point considéré d’une couche sphérique
dont la densité est donnée par la fonction inconnue {. Le troisiéme terme @
représente la partie considérée du potentiel de 'astre. Enfin la constante & du
second membre doit 8tre choisie de sorte que la masse totale du bourrelet soit nulle.

Le probléme en question fut résolu déja par BerNovuILLI dans le cas ou il
n’y a pas de continents, et par Lord KELVIN en supposant que II soit négli-
geable. [ est alors une fonction lindaire de @, et la marée statique aura pour
effet de modifier périodiquement I’aplatissement de I'ellipsoide de révolution formé
par la surface de la mer. En calculant ainsi les marées & longues périodes et en
comparant les résultats des calculs avec celui des observations, DARWIN a trouvé
des écarts qui ne peuvent s’expliquer que si I’on admet que la Terre n’est pas
tout a fait rigide mais qu’elle se déforme en méme temps que la mer sous 'attrac-
tion des astres. D’aprés ce savant, la Terre serait & peu prés aussi rigide que
Pacier.

Toutefois, il n’est pas certain que I'effet du bourrelet soit négligeable. Poix-
CARE a donc résolu le probléme dans toute sa généralité [146, 195]. En intro-

duisant pour { sa valeur exprimée en II et en ‘i%z 4 Ia surface, les équations qui

définissent le potentiel II deviennent
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A1 =0

a Pintérieur de la Terre et

dIl 7
25+ I = fell +4—gs(®—k)
4 la surface. On a posé &= %r D’ailleurs & est — o sur les continents et = 1

sur la mer.

En mettant & = o, on se trouve dans les conditions de Lord KeLviN. PoIn-
CcaRE développe II suivant les puissances de &. Il démontre d’une maniére trés
ingénieuse que II et [ sont des fonctions méromorphes de § n’ayant que des
poles simples, réels et positifs.

Soit §,, &,,... ces pdles. Le résidu U; de IT par rapport au pdle &; satisfait
aux relations homogénes qu’on obtient en supprimant @ —k dans la seconde des
équations ci-dessus et en y écrivant U; au lieu de II, §&; au lieu de £. On aura
donc, en supposant le développement convergent,

A u;i
m-3 et =3

Les constantes A; dépendent de la fonction @ et les u; sont certaines fonctions
fondamentales qui dépendent seulement de la forme des continents et qui se ré-
duisent aux fonctions sphériques ordinaires quand il n’y a pas de continents.
Ces fonctions satisfont aux relations

fsu.ukda~ fo sii=k

W1 sii=k,

do étant 1’élément de la sphére. 1l est donc facile de calculer les coefficients du
développement d’une fonction quelconque en série de fonctions fondamentales.
Evidemment, 4; sera le coefficient de u; dans le développement de la fonction

4; (@—Fk). Les A; sont linéaires en k. Enfin, la constante k se détermine

par la condition que la masse du bourrelet soit nulle.

Ainsi, le probléme des marées statiques se rapporte & la formation des fone-
tions fondamentales u;. Le calcul de ces fonctions dans le cas de la nature serait
sans doute extrémement compliqué & cause de la forme capricieuse des continents.
Mais il serait évidemment possible d’appliquer la méthode en admettant que les
cotes sont définies par certaines fonctions simples et de comparer ensuite le

résultat avec celui qu'on obtient en négligeant avec Lord KeLvin l'attraction du
bourrelet.
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Evidemment, le probléme peut se résoudre aussi par la méthode de M.
FREDHOLM, puisque la relation (28) est une équation intégrale. Il est intéressant
de reconnaitre que POINCARE avait démontré déji en 1894 que la solution du
probléme spécial dont il s’agit est une fonction méromorphe de §. —

- Pour étudier les marées qui correspondent &4 une valeur quelconque de 4, il
faut avoir recours aux méthodes de 'Hydrodynamique. En négligeant les termes
du second ordre par rapport aux accélérations et aux vitesses du liquide, les
équations du mouvement deviennent linéaires. Enfin, puisque la profondeur de
la mer est relativement petite, on n’aura que deux variables indépendantes: la
colatitude 6 et la longitude ¥. Les équations de la théorie des marées, déduites
déja par LapLAcEk, deviennent ainsi

d o9\ 4 (ke do\, Ok, ) .
Eﬁ(k‘Slnaﬁ)+dw(sin0dw)+ a0, V) ={sind

(29) -

=§‘_;‘_{/1=¢—11—0eu}.
¢ est P’élévation inconnue de l'eau; IT est le potentiel du bourrelet, dont 'épais-
seur est {; ¢ est une fonction inconnue auxiliaire; on a de plus

_ ih - _2wcosf 3
'A%+ 40Pcostl’ 7 A 1

h étant la profondeur de la mer; ensuite w est la vitesse de rotation de la Terre;
enfin le coefficient C' dans le terme considéré du potentiel de Pastre est une fonc-
tion sphérique du second ordre de la forme f(6) ewV=1 (s=0, + 1 ou %+ 2).

Si la profondeur % s’annule aux cotes, la solution du probléme sera déter-

minée par la condition que ¢ reste fini. Au contraire, si & ne s’annule pas, la
condition aux limites s'écrira

dp 2wcosfdey _
dn pods %

les dérivées étant prises suivant le normal et la tangente de la cote.
En supprimant les forces extérieures (C = o), il est possible de satisfaire aux
équations (29) en choisissant pour A certaines valeurs spéciales. Les solutions

dont il s’agit donnent les oscillations propres de la mer avec les périodes —2271;1 .

Si, au contraire, C' et A sont donnés, la solution des équations (29) qui s’annule

fpis —_ . - 2o V—1
avec C définira une oscillation contrainie ayant la période —
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Dans le cas relativement simple ou il n’y a pas de continents et o la profon-
deur % ne dépend que de 6, la fonction ¢ (et aussi ;) aura la forme es»V=1+3t F (g).
On n’aura donc qu’une seule variable indépendante §. 1l est alors possible d’inté-
grer les équations (29) en développant les fonctions inconnues ¢ et  en séries
suivant les fonctions adjointes de rang s, lesquelles entrent comme coefficients
de eV—1 dans les expressions des fonctions sphériques. M. HoucH a effectus les
calculs nécessaires en choisissant pour & quatre valeurs constantes (h =2, 4, 8, 17%m).

M. HouveH a fait ainsi la découverte intéressante qu’en faisant tendre 1
vers zéro, on n’obtient pas ]Ja marée statique de LaprLace. On obtient au con-
traire un état particulier d’équilibre, qui est caractérisé par I'existence de courants
continus régnant sous la surface libre sans en altérer la forme. Ce sont les
marées statiques de la seconde sorte, tandis que les marées calculées par la théorie
de 'équilibre s’appellent les marées statiques de la premiére sorte.

§’il n’y avait pas de frottement, toutes les marées & longues périodes se
rapprocheraient des marées statiques de la seconde sorte. Au contraire, si le
frottement était considérable, les marées a longues périodes seraient & peu prés
égales aux marées statiques de la premiére sorte. M. HoucH a montré qu’il faut
une dizaine d’années pour que le frottement se puisse sentir. Par conséquent les
marées annuelles et de périodes plus courtes seront bien de la deuxiéme sorte;
au contraire, la marée ayant pour période 18 ans serait une marée de premiére
sorte, que I'on devrait calculer par la théorie de I’équilibre.

Vu l'importance des marées statiques de la seconde sorte, POINCARE en
a donné la théorie compléte [404, t. 3, ch. 8). 1l s’agit de calculer le terme
principal @ de Z*¢, qui reste finie pour A =o0. Ce terme @ ne dépend que de
la variable 7 =h:cosf. La fonction @ (5) satisfait & une équation différentielle
linéaire du second ordre, dont le second membre dépend aussi du bourrelet IT.
On obtient @ par approximations successives en négligeant d’abord IT.

Malheureusement I'application de cette méthode au calcul des marées stati-
ques de la seconde sorte se heurte a des difficultés pratiques insurmontables, vu
Ja complication de la fonction % qui définit la profondeur de la mer. Néanmoins
il reste un résultat bien simple: les courants internes se propagent toujours sui-
vant les lignes 7 == const, lignes qu’on peut facilement tracer sur la carte. Toute-
fois ces courants sont bien faibles (leur vitesse est de quelques métres par heure
seulement) de sorte qu’il est trés difficile de les déceler par 1’observation. —

Avant la découverte de la méthode de M. FrREDHOLM, POINCARE [195] avait
essayé d’intégrer d’une maniére générale les équations de la théorie des marées
en développant les fonctions inconnues suivant les puissances de 4 et en négli-
geant l'influence du bourrelet. Pour déterminer les coefficients des développe-
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ments, on est ramené & des équations différentielles linéaires du second ordre et
avec une seule variable indépendante. Les Yonctions ¢ et { considérées comme
fonctions de A n’auront d’autres singularités que les valeurs particuliéres i (¢ = 1,
2, 3...) qui correspondent aux diverses oscillations propres. En connaissant les
valeurs 1, les plus voisines de Porigine, il serait possible d’augmenter le domaine
de convergence des développements.

Pour trouver les A,, PoiNcark étudie d’abord les oscillations propres d’un
systéme mécanique ayant n degrés de liberté autour d’une position d’équilibre
stable. Rappelons que les 4, satisfont alors a une équation algébrique de degré
2n. Poincark démontre [195, 464 ch. 1] que la quantité — i3 est le minimum
absolu d’un certain rapport R, entre deux formes quadratiques qui se forment
facilement, quand on connait les expressions de 'énergie cihétique et de I’énergie
potentielle du systéme. Cette propriété des quantités i, peut se généraliser & un
systéme qui dépend d’'un nombre infini de paramétres. Il arrive alors que Ia
quantité — 1% est le minimum absolu d’un certain rapport R, entre deux inté-
grales qui renferment un certain nombre de fonctions arbitraires. Pour trouver
A, il s’agit de déterminer ces fonctions de sorte que le rapport en question soit
aussi petit que possible. Mais, évidemment, POINCARE a trouvé ici plutdét une propri-
été générale des quantités 1, qu’une méthode pratique pour en calculer les valeurs. —

Il est bien connu que la théorie des équations intégrales de M. FrEpHOLM
permet de résoudre un grand nombre de problémes de la Physique Mathématique
qui étaient auparavant inabordables. PoiNcARrE a appliqué cette méthode [464,
ch. 10] pour intégrer complétement les équations de la théorie des marées, quelles
que soient la forme des continents et la loi des profondeurs de la mer.

_En faisant de la surface de la sphére terrestre une représentation conforme
sar une Carte géographique et en désignant par x, y les coordonnées rectangu-
laires sur cette Carte du point 6, ¥, les équations de la théorie des marées pren-
nent la forme

d (h @) i(}l d(p) by, ) 1 (A2 —II —Celt) = 3

de\"'dx| " dy\'dyl  d(x,y) kg k¥

k étant le rapport de similitude (la signification des autres quantités se trouvant
a la page 373). De plus, il faut tenir compte des conditions aux limites déja
mentionnées (page 373).
PoiNcark fait d’abord abstraction de lattraction du bourrelet de sorte que
I =o. Alors, il s’agit d’intégrer une équation de la forme
dg dg

—a%0 3¢
(30) Adp=a x+bdy

p +cp+ f=F,
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a, b, ¢, | étant des fonctions données de x et y. Ces fonctions sont finies 3
moins que

h=0 ou A* 4+ 4w®cos®=o.

Les valeurs de 6 qui satisfont & la derniére condition appartiennent aux paral-
léles critiques.

Poincart admet d’abord que la mer est limitée par des falaises verticales
et qu'elle n'est pas traversée par un paralléle critique. Alors les coefficients a,
b, ¢, f sont finis.

La condition sur le contour sera

do de
dn " Cds =
C étant une fonction donnée de s |C = _Eﬂ%oﬁ',{))_

En désignant par G(z, y; §, n) la fonction de GREEN généralisée relative 3
laire considérée qui est définie par la condition aux limites

a6 _

._O,

dG
an T Yds

la fonction ¢ satisfaisant & 1’équation (30) sera encore définie par P’équation

— 2T = ’F’de',

F' étant ce que devient F en y substituant pour z, y les coordonnées &, 7 de
Iélément do'. En intégiant par parties, pour faire disparaitre les dérivées de ¢
qui se trouvent dans l'expression de F', POINCARE arrive & une équation intégrale
renfermant une intégrale simple et une intégrale double. Le noyau de I'intégrale
simple devient infini comme un logarithme, celui de 'intégrale double est infini
du premier ordre quand la distance des points x, y et &, r s’annule. Ainsi, la
méthode des noyaux reitérés est applicable, et la méthode de M. FREDHOLM peut
donner Pexpression de la fonction inconnue ¢.

Ensuite, POINCARE passe au cas plus général, en admettant que la profondeur
h g'annule aunx coOtes et que la mer est traversée par des paralléles critiques. 11
considére d’abord I’équation

du—cu={f,

laquelle peut se résoudre par la méthode précédente. La solution aura la forme
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u=ff’67(x, y; £, n)do,

G étant une fonction de GREEN généralisée et f' ce que devient f en y mettant
&, n au lieu de z, y.
Cela étant, la fonction cherchée ¢ satisfait & la relation

(p—f{ L +f’}Gdcr

Aprés 'intégration par parties, on sera conduit & une équation intégrale. PoIn-
CARE démontre qu’'on peut déformer Yaire d’intégration afin d’éviter la frontiére
et les paralléles éritiques ol les coefficients sont infinis. La méthode de M. FrED-
HOLM reste ainsi applicable.

Poincarf démontre enfin que, en voulant tenir eompte du bourrelet, on
aura & résoudre deux équations intégrales & deux fonctions inconnues ¢ et [;
la méthode de M. FrEDHOLM conduit encore au but.

KEvidemment, Vapplication pratigue de la méthode de M. FREDHOLM au pro-
bléme général des marées conduirait & des calculs trop compliqués. Toutefois, il
est probable que. la méthode se montrera utile quand il s’agira de certains cas
particuliers plus simples. —

PoincarE se demande aussi [464, ch. 10] §’il ne serait pas possible de se servir,
dans la théorie des marées, d’une méthode toute nouvelle de M. Rirz. Cette
méthode s’applique au cas ol I'on a & déterminer une fonction par le calcul des
variations. L’expression dans lintégrale dont il faut chercher le minimum est
un polynome du second degré, non homogéne, par rapport & la fonction inconnue
et 4 ses dérivées premiéres. M. Ritz développe la fonction inconnue en série

S‘a,,',bn suivant certaines fonctions ¥, ¥,, . . . dont le choix dépend des conditions
ol

aux limites. Les inconnues du probléme sont alors les coefficients «,, «,, . ..
Elles se déterminent par une infinité d’équations linéaires.

PoiNcarf démontre que le probléme des marées peut en effet se réduire a
la recherche du minimum d’une certaine intégrale. Mais il n’entre pas dans tous
les détails nécessaires, de sorte que Papplication de la méthode de M. Rirz 4 la
théorie des marées reste encore une question ouverte. —

PoINCARE a traité aussi [464, ch. 1g] la question de savoir si Pattraction de
la Lune et du Soleil sur le bourrelet de ’eau soulevée ne pourrait angmenter sécu-
lairement la durée de la rotation terrestre. L’importance du probléme est évidente,
puisqu’il s’agit de l’invariabilité de 1’unité de temps qui nous sert & évaluer la
durée des mouvements des corps célestes.

Acta mathematica. 38. Imprimé le 13 mars 1915. 48
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PoIiNcaARE démontre que le moment de la résultante de Vaction de la Lune
et du Soleil sur le bourrelet des eaux soulevées a toujours sa valeur moyenne
nulle, de sorte que, s’il n’y avait pas de frottement, il ne pourrait y avoir aucun
changement séculaire dans la durée de la rotation de la Terre.

En partant des recherches de M. HouaH sur I'effet du frottement des marées,
PoiNcARE montre que Vaction de la Lune par I'intermédiaire des marées est plus
de 100000 fois trop faible pour expliquer Pavance séculaire résiduelle de 4" que
présente la longitude moyenne de la Lune.

Ajoutons enfin que DARWIN, en faisant intervenir les marées du noyau ter-
restre, a pu attribuer a celui-ci la viscosité nécessaire pour obtenir ’augmentation
voulue de la durée du jour sidéral.

20. Figures d’équilibre de masses fluides.

Une théorie générale de 1’équilibre relatif d’une masse fluide hétérogéne,
soumise seulement aux forces intérieures dues & l'attraction newtonienne, serait
évidlemment de la plus haute importance pour I’Astrophysique. Elle nous per-
mettrait de suivre le développement des nébuleuses et des étoiles. Elle nous
donnerait peut-&tre aussi la solution de I'énigme des étoiles variables et des étoiles
«nouvelles». PoINCARE a fait faire & cette théorie les plus importants progrés.

Ainsi il a démontré d’abord [462, ch. 2] qu'une masse fluide quelconque en
équilibre relatif se trouve nécessairement en rotation uniforme autour d’un axe
fixe, qui coincide avec 'un des axes principaux d’inertie de la masse.

Cela étant, considérons une masse fluide, animée d’un mouvement de rota-
tion uniforme autour d’un axe fixe. L'Hydrostatique montre que, dans le cas
de l'équilibre relatif, les surfaces de niveau sont les surfaces d’égale pression et
aussi d’égale densité. A la surface libre, la pression est nulle. La surface libre
est donc une surface de niveau, et la résultante de l'attraction et de la force
centrifuge est perpendiculaire & la surface libre. Voila des conditions nécessaires
pour léquilibre relatif.

PoiNcarg fait la remarque qu’il faut aussi que cette résultante soit dirigée
vers U'intérieur de la masse, autrement une partie se détacherait. Pour qu'il en
soit ainsi, PoincarRE démontre [g94; 462, ch. 1] quil faut que

©? < 2010,
w étant la vitesse de rotation et g, la densité moyenne de la masse fluide.

Rappelons maintenant la condition nécessaire et suffisante de 1’équilibre.
D’aprés le principe des vitesses virtuelles, il faut et il suffit que le travail résul-
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tant d’un déplacement virtuel soit nul. Ce travail comprend le travail de l'attrac-
tion, plas le travail di & la force centrifuge. Soit —W I'énergie potentielle, T
le moment d’inertie par rapport & Paxe. La condition d’équilibre est done que

(31) | oW + »(—:)-(S'I:o

pour tout déplacement compatible avec les laisons.
Soit ¢ la densité, V le potentiel et U la fonction de force totale de sorte que

2
U=V + g,

En désignant par dz I’élément de volume on aura

eV
sz zdr,

szg(x?—i- y*ydz,

les intégrales étant étendues & tout I'espace. La condition (31) peut donc s’écrire

(32) jU&gdrzo

pour toutes les variations d¢ qui sont compatibles avec les liaisons. —

J’usqu’ici nous n’avons pas parlé de la stabilité de I'équilibre.

Quand il s'agit de Péquilibre absolu, la question est facile. La condition
nécessaire et suffisante de la stabilité est alors que I'énergie potentielle —W soit,
minima.

Au contraire, dans le cas de ’équilibre relatif, le probléme est beaucoup plus
difficile. Lorp KrLviN a distingué alors entre deux sortes de stabilités: la sta-
bilité ordinaire ayant lien quand il n’y a pas de frottement, et la stabilité
séculaire qui se trouve réalisée méme avec frottement. L'étude de la stabilité
séeulaire est beaucoup plus simple que celle de la stabilité ordinaire. Iorp
KELVIN a énoncé que la condition nécessaire et suffisante de la stabilité séculaire,

2
w . .
c'est que W + > I soit maximum.

PoiNcarE fait remarquer [72] que ce résultat n’est pas applicable quand il
s’agit de Dl’équilibre d’un fluide. En effet, la démonstration de Lorp KeLvIN
suppose que tout mouvement détermine un frottement, mais cela n'a pas toujours
lieu pour la masse fluide, qui peut se déplacer d’un bloe comme un corps solide.

Pour traiter la guestion rigoureusement, PoiNcARE introduit une nouvelle
notion: celle du solide équivalent & la masse fluide [462, ch. 2]. (Pest un solide
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ol, & linstant considéré, les molécules ont la méme position que dans le systéme
fluide. La vitesse de son centre de gravité est la m&me que pour le fluide. Les
trois moments de rotation autour des axes principaux d’inertie sont les mémes
que pour la masse fluide. Son mouvement est donc bien défini 4 I'instant con-
sidéré, mais le solide équivalent & linstant ¢ n’est pas le solide équivalent &
Pinstant ¢'.

PoincarEt démontre que la force vive du fluide est égale 4 la force vive 7"
du solide équivalent, augmentée de la force vive 7" du fluide dans le mouvement
relatif par rapport & des axes invariablement liés an solide équivalent.

Cela étant, la condition nécessaire et suffisante de la stabilité séculaire de
Péquilibre relatif d’un fluide, c’est que I'énergie totale

e
7 w

N

(33)

du solide équivalent soit minima, en considérant Je moment de rotation p comme
donné. A

Grace a4 la notion nouvelle du solide équivalent, la démonstration de ce
théoréme important est presque immédiate [462, ch. 2]. Elle repose sur le prin-
cipe que l’énergie totale 7"+ T" —W ne peut jamais croitre (principe de dé-
gradation de Iénergie).

PorxcarE démontre aussi [462, ch. 2] que, pour la stabilité séculaire, il est
nécessaire que 'axe de rotation soit le plus petit axe de ’ellipsoide d’inertie re-
latif &4 la masse fluide. —

Retournons maintenant & la condition {31) ou (32).

Admettons dés maintenant que le fluide est homogéne et que p=1. On
aura alors d¢ = o, sanf dans le voisinage de la surface libre, ot dg= + 1. Alors,
la condition nécessaire et suffisante de I’équilibre, c’est que la surface libre soit
une surface de niveau.

Etant donné ce principe, on a trouvé, il y a longtemps, que chaque ellipsoide
de révolution aplati qui est animé d’'un mouvement de rotation autour de son
axe peut se trouver en équilibre relatif, si seulement la vitesse de rotation est
convenablement choisie. Soit ¢ le rapport des axes. Le moment de rotation u
croit constamment de zéro vers linfini, quand s augmente de I'unité vers Uinfini.
Ce sont les ellipsoides de Mac LavRIN.

Rappelons aussi qu’il y a une suite d’ellipsoides & trois axes (ellipsoides de
Jacosr) qui sont des figures d’équilibre, si seulement la rotation a lieu autour
de Paxe le plus petit et avec une vitesse convenable. Soit s et ¢ les longueurs
des autres axes par rapport au plus petit axe. ¢ sera une certaine fonction de s
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On a toujours 1<s< ®w, oo>'t> I et ;‘%<o. Le moment de rotation ¢ est mi-
nimum (=g,) quand s=1{¢=s, et croit sans cesse vers linfini quand s ou ¢
augmente de s, vers Pinfini.

Une solution d’un probléme d’équilibre quelconque qui dépend d’un paramétre
arbitraire p est appelée par POINCARE une série linéaire de formes d’équilibre [72].

Il peut arriver qu’une méme forme d’équilibre appartienne a la fois & deux
ou plusieurs séries linéaires. PoINCARE dit alors que c’est une forme de bifurcation.

Il peut arriver également que deux séries linéaires de formes d’équilibre
réelles, viennent, quand on fait varier le paramétre u, & se confondre, puis a
disparaitre, parce que les racines des équations d’équilibre deviennent imaginaires.
La forme d’équilibre correspondante s’appellera alors forme limite.

D’aprés cette terminologie, les ellipsoides de Mac LAURIN et de JacoBI sont
deux séries linéaires de formes d’équilibre, Pour u = u, (s =1£ =s,), les deux séries
se coupent dans une forme de bifurcation. Cette forme est en méme temps une
forme limite pour la série de JACOBI, qui n’existe que pour p > p,.

PoiNcarE a fait I'une de ses plus belles découvertes en démontrant [72; 462
ch. 7] que chacune des deux séries linéaires considérées de formes d’équilibre
(celle de Mac LauriN et celle de Jacosr) renferme une infinité de formes de
bifurcation, ot apparaissent de nouvelles séries linéaires de formes d’éguilibre.

L'étude des formes limites et des formes de bifurcation est intimement liée
4 ’étude de la stabilité de ’équilibre.

Pour trouver ces formes particuliéres, PoiNcARE admet d’abord que le systéme
dépend d’un nombre fini de variables x,,...x,. Il s’agit alors de résoudre des
équations de la forme

50 aF_dF_ _dF _

34 , de, dx, dx,

F étant une fonction des variables x,, . .. r, et d’'un paramétre . Soit x, = ¢, (1)
(=1, 2,...n) une série linéaire de formes d’équilibre.

Pour que la forme qui correspond & u = g, soit une forme limite ou une
forme de bifurcation, il faut évidemment que p = pi, est une racine du Hessien de
F par rapport aux z,,...%,, ol On a posé x, ==, (u).

PoincarE démontre [72] qu’on aura certainement une forme de bifurcation
si le Hessien change son signe quand on traverse g,. »

Supposons que les équations (34) soient satisfaites pour &, =x,=--- =an=o0.
En développant F suivant les puissances des z,, on peut toujours écrire les termes

(i
du second degré sous la forme d’une somme de carrés Za,- Y}, les Y; étant homo-

f=1



382 H. v. Zeipel.

geénes et linéaires par rapport aux r,. D’aprés PoINCARE, les «, s’appellent coef-
Jicients de stabilité [72].

Admettons que F soit I'énergie du systéme. Pour qu’il y ait équilibre stable,
il faut et il suffit que tous les coefficients de stabilité soient positifs.

Supposons maintenant que «, change son signe, tandis que les autres ¢; ne
s'annulent pas quand on traverse u,. Aprés avoir éliminé z,, ... z, des équations
(34), on obtient une relation

(35) D(z,,u)=o0

4 laquelle correspond un certain nombre de courbes (au moins deux) passant par
le point z, = o0, u=u, du plan des z,, . A chacune de ces courbes correspond
une série linéaire de formes d’équilibre.

En admettant que les a,,...a, sont >o0 pour u = y,, PoINCARE démontre
qu’il y a échange de stabilité pour u =, [72]. Voici ce qu’il entend par la: les
formes qui se prolongent de part et d’autre de u, deviennent instables pour u > g,
si elles étaient stables pour u <, et vice versa; enfin les branches de la courbe
(35) qui partent vers le méme c6té de la ligne u = yu, correspondent alternative-
ment & des formes stables et & des formes instables.

Tous ces résultats subsistent si la fonction F dépend d’un paramétre p et
d’une infinité de variables z,,x,,...2, ..., en supposant toutefois que, dans le
développement de F suivant les puissances des z, les termes du second degré

(36) @, 2 + Xl o Fapxpy oo

soient tous quadratiques et que les coefficients de stabilité o; soient positifs a
I’exception d’un nombre fini d’entre eux.

PoincarE démontre [¥2] ainsi le théoréme suivant: Si, en traversant u,, I’un
des coefficients ¢; change son signe tandis que tous les autres ne s’annulent pas,
la forme d’équilibre z;=0 sera une forme de bifurcation pour u = u,; si, de plus,
tous les autres «; sont positifs pour u = pu,, il y aura échange de stabilité pour
= U,.

PoINCARE a appliqué ces principes 4 I’étude des figures d’équilibre qui diffeé-
rent peu des ellipsoides de Mac LAURIN et de JacoBr. Soit E un quelconque
de ces ellipsoides. La fonction (33) jouera le role de F. Une figure quelconque
voisine de E est définie par I'élévation { de sa surface au dessus de la surface
de E.

La théorie des fonctions de Lamg fournit [72; 462, ch. 6] une suite de fone-
tions orthogonales y;, jouant par rapport & la surface E le méme rodle que les
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fonctions sphériques par rapport & la sphére. L’élévation { peut se développer
en série suivant les fonctions y;, de sorte que

;=2xiyiv

les x; étant des constantes arbitraires, Ainsi la fonction (33) se trouve déve-
loppée suivant les puissances des ;. Les termes du premier degré disparaissent,
puisque E est une figure d’équilibre. Les termes du second degré sont de la
forme (36), puisque les fonctions y; sont des fonctions orthogonales.

Les coefficients de stabilité «; dépendent seulement du paramétre s (ou du
moment de rotation u) qui définit complétement la forme de E. En variant s
(ou u), certains de ces coefficients ne s’annulent jamais, les autres s’annulent
une seule fois et en changeant le signe.

Pour les ellipsoides de Mac LAURIN, tous les «; sont >o, tant que p<gy,.
L’équilibre est alors stable. Pour u=—u,, un premier coefficient « change son
signe. On retrouve ainsi la forme de bifurcation ol apparaissent les eilipsoides
de Jacosl. Pour u > u,, les ellipsoides de Mac LAURIN sont instables. En faisant
croitre p & partir de u,, on rencontre, parmi les ellipsoides de Mac LAURIN, une
infinité de formes de bifurcation, ol apparaissent de nouvelles séries linéaires de
formes d’équilibre. Elles sont toutes instables.

Pour les ellipsoides de JacoBl, on aura une nouvelle suite de coefficients de
stabilité «;. En vertu du principe de I’échange des stabilités, ils sont tous posi-
tifs, quand p est un peu plus grand que g, Soit u, la premiére valeur de p
pour laquelle un coefficient « disparait. Tant que u, <u <u,, les ellipsoides de
JacoBt sont stables. Pour u >, ces ellipsoides sont instables, En faisant eroitre
u & partir de u,, on rencontre une infinité de formes de bifurcation ou de nou-
velles séries linéaires de formes d’équilibre rencontrent la série de JacoBr. Ces
nouvelles figures d’équilibre sont toutes instables.

Retournons & la forme de bifurcation pour = u,. Cest une forme limite
pour la nouvelle série linéaire de formes d’équilibre qui y apparaissent. D’aprés
les calculs de DarwiN, cette nouvelle série est réelle quand i est un peu plus
grand que u,. Etant donné le principe de I'échange des stabilités, les nouvelles
figures d’équilibre «les apioides de Poincaré» sont done stables. (D’aprés M. Lia-
POUNOFF, c’est le contraire qui aurait lieu.)

Dans ce qui précéde, nous avons regardé le moment de rotation comme
paramétre variable et la densité du fluide comme invariable. Imaginons main-
tenant que la masse fluide homogeéne se confracte lentement en se refroidissant.
En vertu de la viscosité, le fluide tendra toujours & prendre une forme d’équi-
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libre relatif stable. 8’il n’y a pas de forces extérieures, le moment de rotation
restera constant. Si la masse est d’abord & peu prés sphérique, elle parcourra
dans son développement les formes d’équilibre stables déja mentionnées. Elle
aura d’abord la forme d’un ellipsoide de Mac Laurin dont Paplatissement aug-
mente constamment. Dés que la premiére forme de bifurcation sera atteinte,
la masse prendra la forme d’un ellipsoide de Jacosi. Le rapport du grand axe
au petit axe croitra constamment; celui du moyen axe au petit axe diminuera.
On arrivera ensuite a la seconde forme de bifurcation. Désormais, la masse aura
la forme d’un apioide de PoiNcARE. La plus grande partie du corps tendra i se
rapprocher de la forme sphérique, tandis que la plus petite partie semblera vouloir
se détacher de la masse principale. Il parait difficile de suivre plus loin le déve-
loppement. Peut-étre le corps finira-t-il par se partager en deux corps isolés. Peut-
étre aussi le développement sera-t-il soudainement interrompu par une forme limite.
Alors, P'équilibre finira par &tre bouleversé, et la masse prendra aprés une pé-
riode d’oscillations considérables une forme d’équilibre toute a fait différente. —

Ajoutons que PoINCARE [94; 95; 72; 462, ch. 8], en partant de la condition
(31), a démontré aussi I'existence d’une série linéaire de formes d’équilibre on la
masse fluide homogéne prend la forme d’un anneau trés mince et peu différent
d’un tore. La vitesse de rotation w est trés petite. En faisant « infiniment
petite, 'anneau prend la forme d’un cercle de rayon infiniment graund. Ces figu-
res annulaires sont probablement instables. — '

Rappelons enfin quelques résultats généraux sur les formes d’équilibre de
masses fluides homogénes obtenus par PoINCARE.

Si la rotation est nulle, la sphére est évidemment une figure d’équilibre.
M. LiarounNorr a démontré que la valeur absolue W de I'énergie potentielle
atteint son maximum absolu, si la masse a la forme d’une sphére. PoINCARE
donne une nouvelle démonstration de ce théoréme [108; 212; 462, ch. 2]. I
démontre d’abord que, pour chaque figure d’équilibre sans rotation, on a

2

T étant le volume et C la capacité électrostatique du corps. Il montre ensuite
que la capacité électrostatique, qui dépend de la forme du conducteur, a un
minimum absolu et que ce minimum est atteint seulement pour la sphére. Il
en résulte le théoréme de M. L1APOUNOFF.

POINCARY est arrivé aussi {462, ch. 2] au résultat que voici: Pour un fluide
homogéne en équilibre relatif, la quantité W -—w®l a toujours le méme signe
que 27— .
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Il prouve, d’autre part [462, ch. 2], qu’on aura pour toutes les figures d’équi-
libre la relation

2
w+2I1=3U,T,
27 s

U, étant la valeur constante de la fonction de force U & la surface libre. En
fegardant « comme paramétre variable et le volume 7' comme constant, les
quantités W, I et U, varient avec w. En partant de la relation indiquée tout
a I'heure, PoiNcARE démontre que U, croit toujours avec w. Si alors w peut
croitre indéfiniment sans que la figure d’équilibre cesse d’exister, il en sera de
méme avec U,. Quand U, sera trop grand, la surface du corps ne pourra plus

rencontrer I’axe, et la masse prendra enfin la forme annulaire.
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