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Introduction

Soient x= (x, ...,#,) n variables complexes et soit
fx)= zofax“, o =aft ...
oz

une série formelle en z, >0 signifiant que >0 pour tout k. Si g(x)=> g2~ est
une autre série formelle nous dirons que f<<g si |f«| <g. pour tout a. Si f est holo-

morphe & Porigine, il est bien connu que f admet des majorantes de la forme
A (X/Ry, X=z+...+x,, (1)
0

convergentes pour |X|<R. Ces majorantes jouent un réle important dans la méthode
classique de Cauchy qui sert & démontrer, par exemple, l’existence d’une solution
holomorphe unique du probléme de Cauchy d’un systéme holomorphe d’équations aux
dérivées partielles. Quand ces systémes sont compliqués, la méthode de Cauchy n’est
pas trés commode et récemment on a proposé d’autres (voir Rosenbloom [1], Fried-
man [2] et Hérmander [3], pp. 116-118). Nous allons donner une méthode nouvelle

employant une majorante plus fine que (1), & savoir

Mix)- 31,%,

i=

qui, par définition, sera la plus petite majorante de f qui est fonction de X. Ceci
revient & poser

f=maxat|fl/alt, |al=j,

(1) Conférence faite au Congrés des mathématiciens scandinaves & Copenhague en aott 1964.

10 — 652932 Acta mathematica 114, Tmprimé le 12 aolt 1965.
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oit al=e,!...,! et |a|=0, +... +x, Plus généralement, si

flx,y)= Zﬁfapx“y", =yl ..y

nous poserons MIX,y)=2 Mfs(X)y?, fo(x)=2 fupa™

On pourra remplacer X par D7 &2, & >0, mais ceci revient & une dilatation x,—>&;xy.

La propriété essentielle de I'opération M est la suivante (Lemme 1.1):
MF(x,f, (), ..., fy(2x)) (X) << MF(X, M}, (X}, ..., Mfy(X)), (2)

ot F(z,y), f,(x), ... sont des séries formelles. La preuve est évidente: le membre droit
est une série formelle en X et majore f(x)=F(x,f,(z),..., fy(x)), done il majore Mf(X).
Notons aussi que si f(z,y) est holomorphe pour |xz;|<r;, |y.|<s. alors Mf(X,y) est
holomorphe pour | X | < min 7, |y, | < s et que, si Mf(R) < oo, R >0, alors f(x) est holomorphe
pour |z,|+ ...+ |z | <R, |y| <si-

Soit maintenant = (8,, ..., #») un multi-indice 4 composantes entiéres de signes

arbitraires et posons

!
DPf(z) = z(—“{‘ﬁ faa®P.

On a D’=D% ... Db, D,=0/0x,; D;' est une intégration en z, de 0 & ; la somme

g'étend & a>f. Nous écrirons f(x) = O(27) sl f(x) ™7 est une série formelle. Evidemment
D f(x) = O(x~").
On vérifie facilement que (Lemme 2.1)

MDPH(X)<< D% M{(X) (3)

et que D Mf(X) << XV MA(X)/|—- B! “)
si |B|<0.

Les propriétés (2), (3) et (4) de V'opération M, évidentes pour n =1, sont com-
modes dans les applications. A titre d’exemple nous traiterons le probléme de Cauchy
le plus simple: Du(z) = f(x, u(x)), 4(0)=0, ou x et y sont des variables complexes et

f(z,y) est holomorphe & lorigine. Si 'on prend Du comme nouvelle inconnue, un

probléme équivalent sans condition initiale est le suivant

u(w) = f(x, D7 u(x)). (4)
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Soit #—v l'application définie par
v(@) = f(x, D~ u(x)). (6)
Les propriétés (2), (3) et (4) de M donnent
My(z) << F(x, Mu(x)), (7)

ou F(x,y)=Mf(zx,zy). Puisque F(x,y) converge si x est assez petit et tend vers
A=F(0,0) si z—>0, on a I'’énoncé suivant: pour chaque yo> 4 il existe xg=1x¢(y,) >0
tel que

O0<z<z, 0<y<y, = F(z,y)<y,

Done, si 0=u"—>u'—u®—... est la suite des itérations de u->v, (7) montre que
O<sz<zy, = Mu (x)<y, (8)

pour tout ». Autrement dit, tous les 4’ sont holomorphes et bornés dans un voisinage
fixe de l'origine. Définissons maintenant g(x,y, 2z) par f(x, y) — f(x,2) =g(x,y,2) (y —z) et
soit w—v, u'—v’ de sorte que v—v = f(x, D 'u)— f(x, D"'v’). Une application de (2),
(3) et (4) donne

M@ —2") (z) << F(x, Mu(z), Mu' () x M(u—u') (z), (9)

ou F(x,y,z)=Mg(x, vy, xz) converge si x est assez petit. Par conséquent, si z est assez
petit, la suite 4’ converge vers une solution unique # de (5). Vu (8), la convergence:
se prolonge pour |z|<z,.

Le méme procédé donne des résultats plus généraux. Nous considérons d’abord.

des problémes de Goursat-Riquier du type suivant

DfDy, = f,(x, DPiu), we— wy,= O(x"®), (10}
ou j,k=1,...,N et
.DBiu = {D“uk}, o € Bjk’

B, étant un ensemble fini d’indices. On suppose f,(, y), y = {y%}, holomorphe au point.

=0, y5=D%w,(0), w holomorphe & l'origine et on cherche une solution % holomorphe

4 lorigine. Notons que (10) donne f;(x, D%u)=0(z ??). Nous ajouterons 3 (10) la.

condition plus forte suivante ‘
gu—we=0("®) = f,(z, DFig)=O(x"#P)

qui est vide si $(j)>0 pour tout j. Posons

fiw (2, y) = 0f (=, y)/ayﬁ
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et A(&)= (g |12 (0, DPiw(0)) &89,

ott |¢|=max|B| pour B €By. A(£) est la matrice spectrale associée a (10), introduite-
par Lednev [4]. Soit A(£) le rayon spectral de A(£). Nous démontrerons (Théoréme 3.1)

que si 'on a
la| <|B(k)|, =+ pB(k)sur By,

et 8'il existe & tel que A(&)<1, alors (10) a une solution unique holomorphe prés de
Torigine. Ce théordme est dii & Lednev [4](1); la preuve que nous donnons ici est
nouvelle.

Notons que, #'il s’agit du probléme de Cauchy par rapport au plan 2,=0, on a
DPP=DPN et en prenant E=(l,...,&,1,...,1), on voit facilement que A(£)—>0 si
§i—>o0,

Soient m,, ..., my des entiers 0. On a le méme énoncé (Théoréme 3.2) si
|oe| <m0, —my+ | B(k)| sur By
et si f;(x, y) est linaire en y§ pour |«|>|B(k)| — mu.

Le théordme 3.1 nous permettra de traiter un probléme de Cauchy non-linéaire,

Soient m,, ..., my et n,, ..., ny des entiers >0, supposons que
|| <my—m;sur By
et considérons le systéme suivant
Fy(x, DPiu)=0, u,—wy=0(x*), (11)
ou F; est holomorphe pour z=0, y? = D®w(0),
F, (2, D% w(z)) = Oz}’ (12)
et dés (F5 (x, D®w(0)))+0, « étant défini par D*= DJ*-™.

Sous ces hypothéses (11) a une solution unique, holomorphe 3 I'origine (Théoréme 4.1).
— Notons que si tous les n, sont nuls, alors (12) est vide et (11) est équivalent &

un systéme normal au sens de Cauchy-Kowalevski.

(}) Dans l’article de Lednev, ce résultat est & la base d’une étude poussée de systémes du type
{10) qui sont holomorphes par rapport & certaines des variables et non-holomorphes par rapport
aux autres.
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1. Majorantes de séries formelles

Soit e« ={c;, ..., &)} un multi-indice & composantes entidres de signes arbitraires.
Posons |af=o,+ ...+, et al=o!...0,! o8 1/k!=0 si k<O et écrivons x>0 si

o= 0 pour tout k. Posons z*=z% ... 2% Considérons des séries formelles
f@)= 2 fao®.
«=>0
Nous écrirons f(x) = O(=)

si’il existe une série formelle g(z) telle que f(x)=2’g(x). Si B.=(max(0,8,) est la
partie positive de f, ceci équivaut & f(x)=O(2f+). Nous dirons que

f(x) <<g(x)

si |f]| <g. pour tout «. Evidemment, ceci entraine

|#(=)] <g(]=]).

Posons X=x+..+a,
s lel! s
On a X’—Z—“—!-x“, le|=17;

e 4 . . . l(x! !
pour que f(z) << X h; X’ il faut et il suffit que || <™= Ay
j o

Done, si nous posons f=maxal|f|/|a]!, |a|=7,

alors MHX)=T" fiq X", (1)
Jec]

— ot X' signifie que la somme porte sur |a| — est la plus petite majorante de f(x) qui

est fonction de X seul. — Soient y= (v, .., yy) d’autres variables complexes. Nous éten-
dons la définition (1) en posant

ot {2, y) =2, fus 2™, fﬂ(x)=gfaﬁx¢-
Evidemment, si Mf(R,s)<co, R>0, 5.>0,

alors f(z,y) est holomorphe pour

Ia:ll-l- ...+|x,,|<R, lyk|<sk.
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Réciproquement, si f(z,y)= Y f.s2*y® est holomorphe dans le polycylindre

Izklgfm kaI<8k>
alors il existe C'>0 tel que
|fup] < Cr=s7%;

par conséquent, si R =minr;,

§ i
o ~8 _x_l ﬁ ~B E)
2 fupa*<<Cs Z(T +...+rn) <<Cs Z(R ,

1

done wixy<<o(1-3) " m(1-4)",

$
c’est-d-dire Mf(X,y) est holomorphe dans le polycylindre
| X|<minr, |y <s.

L’utilité de la majorante (2) vient du lemme suivant, démontré dans P'introduction.
LeMME 1.1, Soient F(x,y) et f,(x), ..., fn(x) des séries formelles. Alors
MF(z, f, (%), ..., fa{x)) (X) << MF(X, Mf,(X), ..., Mfy(X)). (3)
Exemple. Mig(X) << Mj(X) Mg(X).

L’inégalité (3) dit que si un coefficient du membre droit est fini alors le coefficient

correspondant de la série formelle g(zx)= F(z, f,(x), ...) est bien défini.

2. Dérivation et intégration

_ o! «p
Posons DPf(x)= ago w@=p fax™ "

Evidemment, D=D#} ... D ou D,=0/0x, et D;' est une intégration en x; de 0 & 2.

Le facteur a!/(x—B)! étant nul sauf si «>p, on a «>§ dans la somme. Evidemment,

DPf(x)=0(x"). Notons que D*DPz*=D"(a!/(@—pB))2*F=D"*Fa* si a>p et que
DPx*=0 dans le cas contraire. Donc

f=0@*) = D'Df=DVFf )

f>>0 = D'DPf<<D"*f. 2)

Complétons le Lemme 1.1 par
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LevmmE 2.1. On a, pour B de signe quelcongque
MDPf(X) << DY Mf(X), (3)
ot Dy=0/6X. — Si |B|<0 on a aussi
MDP[DYg(X) << Mf(X) D§*" Mg(X). (4)
En particulier MDPH(X)<< X"V M{(X)/| - B! (5)

Preuve. Ecrivons f(z) sous la forme 2,-09,2*/a! et posons ¢,=0 si 'on n’a pas

y>0. Posons h;=max|g,| pour |a|=7, ou j est un entier de signe quelconque. Alors
M{X)=2 hX'/j! et Ton a

DPf(@) =2 garpa®/a!; DY MIX)=3 by X'/5!.
(3) résulte donc de

ggwﬂx“/“! << ; Fiog+ 152"/ ! = ; g+ X/51.

Posons D= Dy. L’inégalité

XHm /4 m 4+ 1) << XPX™/(m+ 1)
ou I, m>0 donne

F,G>>0 = D Y(F(X)Q@X))<<FX)DX).
En itérant et en utilisant (2) on trouve donc que
F,G>>0, j<0 = D(F(X)D'HX))<<F(X)D*"*FX).

Par conséquent, si |B]<0,
DV M D Mg(X) (6)

est majoré par le membre droit de (4). Or, vu le lemme 1.1 et (3), (6) majore le
membre gauche de (4). — La preuve est finie.

Changement de variables. Soit &=§£,,...,&, complexe, &;+0 pour tout j. Posons
Sef(x) = f(£x).

Alors DPS:f(x) = & 8: D f(x). (7)

En effet, £*a*f= g8 (Ex)*P.
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3. Problémes de Goursat—Riquier
Considérons le systéme (10) de l’introduction
DPPu,= fi(x, DP1u), we—~w,=0E"), (1)

ou j,k=1,...,N et
DPiy={D*w}, «€By,

By, étant un ensemble fini d’indices. Soient y={y%}, « € By, des variables complexes.
Nous supposons que

w est holomorphe & I’origine (2)
fs(x,y) est holomorphe pour =0, yi=Dw,(0) 3)
he=0("®) = f,(x, DPh(z)+ DPw(z)) = O(x~*"), Vh. 4)

Posons ff;, = df,(x, y)/2ys, soit by =max |x| pour a€By. Par définition,

A= (Aule)= (3, 1150, D) =

| = bjx

est la matrice spectrale de (1). Notons A(£) le rayon spectral de A(&), c’est-a-dire la
valeur absolue maximale des valeurs propres de A(¢).

Le lemme ci-dessous donne quelques propriétés de (1) utiles pour la suite.

LeMME 3.1. (a) Pour que u satisfasse & (1) il faut et il suffit que v=u—w satis-
fasse &
Dﬁ(j)v}=g}(x7 DB’U)’ vj:O(xﬁ(f))’

ol 9,(X, y®) = f;(z, y® + DPw(x)) — DPPw, ().

St f a les propriétés (3) et (4), g a les mémes propriétés avec w=0 et réciproguement.
Les matrices spectrales des | et des g sont identiques.

(b) La substitution f(x)~>f(nz) dans (1) avec w=0 change A(£) en A(n~'§). —
Pour chaque u>A(&) il existe un vecteur T(E) a composanies positives tel que

; T (&) Ape(&) < pT(8). (6)
(¢) Si u satisfait au systéme (1) avec w=0, alors v,=D’®u, satisfait au systéme
vj=f.;(X’ Div), (1)

o By=Bj+ k) et fi(z,y%)=flz,2"), 2&PP=yi.
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Les rayons spectraux de (1) et de (1') sont les mémes. St | satisfait & (4) avec w=0, alors

9e=0@P®) = fi(z, DPig(x))= O(z~"") (#)
el réciproguement.
(d) S¢ v satisfait & (1') et st
ve= O(x™P®), (6)

alors w, =D PPy, satisfait & (1) avec w=0. En particulier, si (1') a une solution unigque

v, limite d’une suite d’approximations successives

0> —>vl—>...v"—>...,
o vyt =f; (x, DPiv"),

et si | satisfait & (4), alors w,=D PPy, est la solution unique de (1) avec w=0.

Preuve. (a) — Evidente. (b) — La premiére partie résulte de (2.7). Soit I la
matrice unité et soit 6 >0. Alors, les éléments de A°(£)= A(£)+ 61 étant positifs, vu
un théoréme classique de Frobenius, il existe un vecteur 7°(£) & composantes posi-
tives tel que > 7% (&) Ad (&) =2° (&) T4 (&), A°(£) étant le rayon spectral de A°(£). Puisque
(&)= A&) si 60, A(£) a la propriété voulue. (c) — La premitre partie résulte de
(2.1); en effet, puisque u=O0(xf™®) on a D*u,=D*P®DF®y, La matrice spectrale
de (1), & savoir

(A (£) |OPO)),

a le méme spectre que A(£) et, par conséquent, le méme rayon spectral. Puisque
9= O(x~"®) donne
.Dugk=.Dx+ﬁ(k)hk ol hk=D—ﬁ(k)gk= O(xﬁ(k))’

(4) implique (4') et puisque k= O(#**®) donne D**#®p, = D*g, ot g, = DF® k= O(x~P®),
(4') implique (4). (d) — La premiére partie résulte de ce que (1) donne D%y, = D*F®qy,
La seconde partie résulte de ce que (4) implique (4’), en particulier on a v} = f;(x,0) =
Oz "), d’olt, vu (4'), v =0(z~#P) pour tout ». Donc on a (6) et on peut appliquer
la premiére partie.

Nous ferons deux choix des ensembles Bj. D’abord

TatorimMe 3.1. Soit
By :|a| <|Bk)|, o+ p(k) (7)

et supposons qu’il existe & tel que A(E)<1. Alors (1) a une solution unique, holomorphe
a Dorigine.
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Note 1. La condition concernant le rayon spectral, n’est ni nécessaire ni superflue.

En effet, il est facile de voir que 1’équation
2D, D,u=aDju+bDju, u—w=0(x1,),

ol a et b sont des nombres complexes, admet une solution holomorphe & l'origine
pour tout w holomorphe si et seulement si ab n’est pas un nombre réel >1. Dans
ce cas, min A(§)=V|ab|. Voir aussi Gyunther [5].

Note 2. Soit 8=(S;) diagonale, 8,,=|&®|. Alors la matrice

SAS‘1=( > If,‘;’(o,DBfw(O))é“‘ﬁ""])

la] = bjx

a le méme spectre que 4. Done, §'il existe 7 =1, ..., 5, réel tel que np(k) = > 7,8(k),>
na= Y oy pour tout « € B, tel que |a|=by, en posant &= (e, ..., e™) et en faisant
t—>oc0 on voit que SAS™! tend vers zéro, donec A(£)->0. En particulier, s’il g’agit du
probléme de Cauchy par rapport au plan z,=0, c’est-a-dire si D’® = D!, en prenant
=0 si k=%l et 7, =1, on voit que la condition concernant le rayon spectral est
toujours vérifiée.()

Preuve. Vu le lemme 3.1.(a), il suffit de supposer que w=0, et vu (d) du méme
lemme, il suffit de démontrer, dans le cas f(k)=0, que (1) a une solution unique,

limite d’une suite d’approximations successives
O=u’—>ul—....

Puisque |«|=0, «+0 implique D*h(0)=0 pour tout h, u, est solution de (1) en méme
temps que v, =u;— f,(0,0) est solution de v;= f;(z, D%v)~ f;(0,0). Nous pouvons done
supposer que f;{0,0)=0. Vu le lemme 3.1.(b), nous pouvons aussi supposer que
&=1,...,1. Posons

Fy(X,Y)=Mf,(X, X~ 1Y),

ol Y=(Y,,....Yy) et X-BY={X"1Y}, «€By.
Les lemmes 1.1 et 2.1 montrent que

f,(x, DPru(x)) << Fy(X, X~ 18 Mu(X)). (8)

(1) Soit E Pensemble des vecteurs réels 7 tels que na<nf(k) pour tout o€ By et tout j, k. Par
hypothése, E9(1,...,1). Le méme raisonnement montre qu’on peut, dans I’énoncé du théoréme 3.1,
remplacer A(§) par le rayon spectral de la matrice (Za If,‘%)(O, DB'W(O))I |§u—ﬁu)|), ot la somme porte
sur les a vérifiant « € By, noc=npf(k) pour tout 7€ E. Je dois cette remarque & M. Jean Leray.
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Puisque £,(0,0)=0 on a F,;(0,0)=0; de plus

oF (0,0)/8Y,= 3 £e(0,0)] = 4y

Choisissons maintenant u>A(£), uw <1 et un vecteur T' ayant la propriété (5) et posons
Yr=2Y,T;, Fr=2F;X,Y)T;, Mpu(X)=3T,Mu;(X).

On a Fo(X,Y)<<uYp+H(X,Y),

olt H(X,Y)=ST,F,X,Y)—3 4,7

a la propriété que H(0,0)=0H(0,0)/2Y,=0, 1<j§<N.

Par hypotheése, u <1, et H<oo pour 0 <X et 0 <Y, assez petits. Done, pour chaque
Y, assez petit, il existe Xo=X¢(Y,)>0 tel que

0<X<X, 0<Y,<Y, => F;(X,Y)<7Y,.
Par conséquent, vu (8), Papplication #—v» définie par

v;= fj (x, DBju)
a la propriété que )
.X<X0, MTu(X)<Y0 g .MT’U(X)<Y0-

Done, si 0=w—sul—>...>u'—... 9
est la suite des itérations de w—>», on a
X<Xy, = Mw(X)<Y,
pour tout ». — Démontrons maintenant la convergence de (9). Soit
i, y)— i, 2) = 2}; e (2, y,2) (i — 25)

et soit u—>v, w'—>v". Les lemmes 1.1 et 2.1 montrent que

My —v"),(X) << 2 FulX, Mu(X), Mu' (X)) M(u—u")}(X),
ol Fy(X, Y, Z)=aZka;‘,c(X,X‘|3i|Y,X‘|Bf|Z)X‘|°‘|.
En particulier, Fu(0,0,0)=A4.

Done, vu (5),
Mp(0—v') (X) << (u+ HX, Mu(X), Mu' (X)) Mp(u—u') (X), (10)
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olt H(X,Y,Z)=>T,[Fa(X,Y,Z)— Ax] Ti*
x

s’annule & lorigine. En prenant d’abord Y,>0 et ensuite X, =X, (¥,)> 0 assez petits
pour quon ait
Fp(X,, Y)Y, p+HZX,,Y,Y;)<l1

et en prenant u=1u", u'=v=u""!, v'=u"*? dans (10), nous voyons que (9) converge
pour |z,|+...+|z,| <X, et, par conséquent, aussi pour |z,|+...+|z,| <X, vers une
solution de (1). Une application de (10) & deux solutions u=v et u'=v' montre que
u=u' prés de lorigine. — Notre second choix des ensembles By est plus général
que (7), mais il exige des hypothéses de linéarité sur les f;,. Le théoréme suivant est

nouveau, un cas spécial linéaire fut traité par Jan Persson [8].
TaiorEME 3.2. Soient m,, ..., my des entiers >0 el soil
By : o] <m;—my+ | BR)], (11)
f;(z,y) linéaire en y si || >|B(k)| — mu. (12)
Alors, §'il existe & tel que A(E)<1, le probléme (1) @ une solution unique, holomorphe
a Dorigine.
Note. Si tous les m; sont nuls et si e+ f(k) pour a € By, ce théoréme est un cas
spécial du théoréme précédent.
Preuve. Soit C,:ly|<|B)| —m

et posons Du={D"w;}, y€C,.

Vu les hypothéses (11) et (12) on a

f,(x, DPiu) =3 f5; (x, D°u) D*uy + g;(x, DPu), (13)
olt || <my—mu + | BR)|
Prenons d’abord le cas | (k)| =mi, B(k)=0, w=0. (14)

Alors, puisque u,= O(x*®), B(k)>0, (1) équivaut a

u;= @y(z, u),

ou @;(x, %) =§D-ﬁmﬁk (, DCu) D*uy + D_m)g; (=, Dc'u),

ol le| <|BG)], DPu={D"w}, |y|<O0.
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Notons que u,= 0(2**®) donne D°«%(0)=0. Vu le lemme 3.1.(b), nous pouvons supposer

que £=(1,...,1), c’est-d-dire que le rayon spectral de
A=(40=CIf0,0D, |al=m,
est inférieur & 1. Posons

Fp(X,Y)=23 Mf5 (X, X~I¢I-1y) X6

ot G4(X,Z)=7J Mg,(X, X"I°I-1y) X160,
ou X"ICI—1Y={X—|7I—1YI}’ |y| <0.

Puisque [y|<0, |B()—«|>0 et |B(7)|>0, Fj et G, sont des séries formelles, conver-
gentes si X et Y sont assez petits. De plus,

F}k (0, 0) = Ajk.
Les lemmes 1.1 et 2.1 montrent que
@i, u) << Fy (X, X Mu(X)) Mu,(X)+ G,(X, X Mu(X)). (15)

Soit T' un vecteur & composantes positives ayant la propriété (5), ot u<1.
Etudions la fonction

H(X,Y)=ZTjF]k(X,XY)Yk'l'szGj(X, XY),
ot Y=(Y,,....,Yy). On a
H(X,Y)<<Hy+uY,+R(X,XY),

ou R(X,Z) converge pour X et Z assez petits et R(0,0)=0. Done, pour chaque
Yo>Hy/(1—p) il existe Xy=Xo(¥,)>0 tel que

0<Y;<Y, 0<X<X, = HEX,Y)<TY,

Par conséquent, si nous définissons l'application w—>v par v=g,(x, %), nous avons
v=0(@?®) et (15) donne P’énoncé suivant

0SX<Xp, Mru(X)<Y, = Mmv(X)<Y,.
Done, les approximations successives
0=ul—>ul—>... (16)

ont la propriété que 0<X<X, = M (X)<Y, (17)
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Etudions maintenant la convergence de (16). Vu (13), on a

fi(, ) — (=, 2) = 2. ffi (%, 9, 2) (g% — 28),
ou ffie (%, 4, 2) = fii (2, 9%, 2°).
Done, si u—v, v'—v', on a

v;— ;= DPOfE (2, D°u, Du’) D*(u — u' ). (18)
Puisque |y|<0, {x—p(j)|>0 et |8()|>0,
;‘;,(X, Y, Z)=Mf§‘k (X, XAICl—ly’ X—ICI—IZ) X B -al

est une série formelle, convergente si X, Y,Z sont assez petits. Les lemmes 1.1 et 2.1

combinés avec (18) montrent que
M@—v");(X) << Fp(X, X Mu(X), X Mu' (X)) M(u—u")(X),

01‘1 ij:(X7 Y,Z)=z ;‘k(X: Y: Z)

Evidemment, F4(0,0,0)=A44(0,0).
Done, si T a la propriété (5) ot u<1, on a
Mr(v—v)(X)<<(u+ F(X, X MuX), X Mu' (X)) My(u—u') (X), (19)

ol F(X,Y,Z)=3 (Fp(X,Y,Z)— Ax(0,0) T,T;*
s'annule & Dorigine. En appliquant (19) & u=’, v =v=v"*", ' =u"*%, il résulte de
(17) que la suite (16) converge dans un voisinage de l'origine et, par conséquent,
aussi pour [z,|+ ... +|x,| < Xy, vers une solution de (1). La formule (19) montre aussi
qu’'une solution holomorphe est unique.

En remplagant w, par D?®y, nous voyons, vu (14) et le lemme 3.1.(c), que
le systéme (1) a une solution unique % holomorphe 4 lorigine sous les hypothéses
suivantes

By : || < m;— m,
fi(z,y) linéaire en y§ si |a|>my.
De plus, cette solution est limite d’une suite d’approximations successives

0=ul—ul—....

Done, vu la partie (d) du méme lemme, le théoréme est démontré.
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4. Un probléme de Cauchy vectoriel non-linéaire
Soient m,, ..., my et n,, ..., ny des entiers >0, soient
By :|a|<my—mn; §,k=1,...,N (1)
des ensembles finis d’indices et considérons le probléme de Cauchy suivant
F;(xz, DPiu)=0, j=1,...,N; (2)
w—wp=0(1%), k=1,...,N.

Posons y={ys}, « € By et Fy,(x,y)=2aF;(x,y)/oy%. Nous supposons que

F;(x, y%) est holomorphe pour =0, y% = D% w(0), (3)
que F;(x, D%w(x)) = O(x7) (4)
et que dét(F5, (0, DPiw(0))) +0, D*= D=, )

TuakorkME 4.1. Sous les hypothéses (1), (3), (4) et (5), le systéme (2) @ une solu-
tion unique holomorphe & Uorigine.

Note. Le premier 3 traiter des systdmes linéaires du type (2) non-analytiques, fut

Leray [6]; dans [7] on trouve une théorie d’uniformisation dans le cas analytique
linéaire.

Preuve. En remplagant « par u+w, on voit qu’il suffit de traiter le cas w=0. —
Soit # une solution de (2). Alors

DY Fy(x, D% u(x))=0, w,=O(xi"™). (6)
Réciproquement, soit u une solution de (6) et supposons que F,(x,0)=0(z}). Alors
F(x, DPufz)) = F,(x, DPiu(x)) — F;(z, 0)+ F; (z, 0) = O(x})

de sorte qu’on a (2). Par conséquent, il suffit de démontrer que, sous les hypothéses
(1), (3) et (5), (6) a une solution unique, holomorphe & l'origine. Soit C':|y|<m,.
Evidemment il existe @;(x,y), holomorphe pour z=0, °=0 tel que

D} F;(z, DPiv(z)) = G, (z, DCv(x))

pour toute fonction holomorphe w(z); de plus, puisque Ffi=Gf,(x,y), si D*=Dmm,
DP=Dm, vu (5), on a

dét (@7 (0,0))+0, DF=Dm.
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Par conséquent, il suffit de démontrer le théoréme quand w et tous les %, sont nuls.

Or, dans ce cas, vu (5), (1) peut s’écrire sous la forme
DPruy=Hy(x, D°%), we=O0(a]?),

ol C:|y|<my, D"+D™ et H,(z,y°) est holomorphe & lorigine. Une application du
théoréme 3.1 et sa note 2 achéve la démonstration.
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