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§ 1. Einleitung

Unter dem Neumannschen Problem oder der zweiten Randwertaufgabe der Poten.
tialtheorie versteht man die Bestimmung von Losungen w der Laplaceschen Differen-
tialgleichung

Au=0,

deren Normalableitungen auf der Berandung eines bestimmten Gebietes vorgeschriebene
Werte annehmen. Im dreidimensionalen Fall besteht die klassische Losungsmethode
des Problems in der Darstellung der gesuchten Funktion als Potential einer einfachen

u=”idf'; 1)
s T

dabei bedeutet r=(x— &+ (y—n)?+(z—0)P)* (2)

Belegung ¢ des Randes S:

den Abstand zwischen dem Aufpunkt x=(z,y,2) und dem Integrationspunkt x’= (&,
7,¢)(1). LaBt man die Normalableitung(2) des Potentials (1) gegen § streben, so
ergibt sich, wenn das Definitionsgebiet B beispielsweise nur eine duBlere Berandung

S besitzt, in bekannter Weise fiir p die Integralgleichung

1 o(/r) ., 1 du
9+2nf£~g on d 27 on’ (3)

die stets Losungen besitzt, sofern die vorgeschriebenen Randwerte fiir ou/on im Mittel
iiber § verschwinden [4].

Bei den Anwendungen in der mathematischen Physik gelangt man hiufig folgen-
dermaBlen zu einem Neumannschen Problem: Gesucht ist ein in B harmonisches Vek-
torfeld v=(v,,v,,v,) mit auf § vorgegebener Normalkomponente (m, v), also ein Feld,

welches in B den partiellen Differentialgleichungen

div v=0,

rot v=0

geniigt (3). Durch den iiblichen Ansatz

(}) Akzente sollen hier und im folgenden besagen, daB die betreffende GréB8e im Integrationspunkt
x’ statt im Aufpunkt x zu nehmen ist, sofern nichts Gegenteiliges gesagt wird.

() Wir wollen in der vorliegenden Untersuchung unter m= (n;, ny, n,) grundsitzlich die duBere
Einheitsnormale einer geschlossenen Flache S und unter der Normalableitung 8/on die Differentiation
auf § in Richtung von m verstehen. Die Einheitsnormale ist also in das Losungsgebiet hinein- bzw.
aus demselben herausgerichtet, je nachdem § eine innere oder @&ulere Berandung darstellt.

(?) Die Komponenten eines harmonischen Vektors sind stets harmonische Funktionen, aber nicht
jeder Vektor ist ein harmonischer, dessen Komponenten harmonische Funktionen sind.



EINE METHODE ZUM RAUMLICHEN NEUMANNSCHEN PROBLEM 77
v= —grad « (4)

wird man auf ein Neumannsches Problem fiir » gefiihrt, dessen negative Normalab-
leitung auf S durch (m,v) gegeben ist. Sieht man davon ab, daBl die Losung des
Neumannschen Problems im Falle ihrer Existenz nur bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmt ist, so darf die Bestimmung eines harmonischen Vektorfeldes aus
seinen Normalkomponenten als ein Aquivalent zum Neumannschen Problem aufgefalit
werden.

Nun interessieren bei derartigen Problemen hiufig gar nicht die Dichte ¢ auf S
und das Potential « in B, sondern lediglich die Werte, die die Losung » auf dem
Rande S annimmt oder, was auf dasselbe hinausliuft, die Tangentialkomponenten
des zugehorigen harmonischen Vektorfeldes v auf 8; diese konnen z.B. durch das
Vektorprodukt [m,v] représentiert werden. Hier wiirde sich nun ein von dem eingangs
beschriebenen klassischen Lésungsverfahren abweichendes sehr empfehlen, das auf einer
unmittelbaren Verkniipfung der gegebenen Normalkomponente (m, v) mit den gesuchten
Tangentialkomponenten [m,v] beruht und dabei die Berechnung von g vollstindig
vermeidet. Eine derartige Methode, deren ebenes Analogon bereits untersucht wurde
[10], wird in Abschnitt I der vorliegenden Arbeit entwickelt. Im Falle mehrfach zu-
sammenhingender QGebiete B gewinnt man dabei den weiteren Vorteil, daf die von
der Mehrwertigkeit der Losung u in B herrithrenden Schwierigkeiten umgangen werden,
da der Gradient der Losung und damit das Vektorfeld (4) stets einwertig sind. Dabei
wird allerdings stillschweigend vorausgesetzt, daf nur einwertige Randwerte

ou

(,v)=—-= ®)

auf § vorgeschrieben werden.

Ein Beispiel der genannten Art tritt bei bestimmten Stabilitdtsuntersuchungen in
der Plasmaphysik auf, die im Zusammenhang mit den Bemiihungen um eine kon-
trollierte Kernfusion stehen und gegenwirtig mit besonderem Interesse verfolgt werden
[1]. Man veranstaltet dabei in einem Torus eine ringformige Gasentladung, die unter
gewissen Bedingungen zu einer Loslosung des Gases (Plasmas) von den materiellen
Toruswénden fihrt, so dal sich zwischen der Plasmaoberfliche S; und der Innenwand
des Torus’ S, ein dreifach zusammenhéngendes, von einem Magnetfeld erfiilltes Va-
kuumgebiet B ausbildet. Hier erhebt sich die Frage, ob der kontrahierte Plasmaschlauch
und die zugehorige Magnetfeldkonfiguration gegeniiber kleinen Stérungen stabil sind oder
nicht. Dabei spielt die durch die Stérung bedingte Anderung des Vakuummagnetfeldes

eine wichtige Rolle. Sie ist, wie jedes Magnetfeld, divergenzfrei und, da im Vakuum
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kein Strom flieBt, rotationsfrei, also harmonisch in B; auBlerdem beherrscht man di
Normalkomponenten auf S, und 8, infolge bestimmter Randbedingungen. Gesuch
sind die Tangentialkomponenten bzw. das Potential der magnetischen Storung auf de
Plasmacberfliche 8,. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl da
Neumannsche Problem eine Losung besitzt, lautet in diesem Falle, dal der Fluf} de
magnetischen Storfeldes durch 8, gleich dem durch S, sein muB; sie ist stets erfiillt
da die Normalkomponente auf S, eine in der Fliche zunehmende Divergenz darstell
und auf S, verschwindet [7].

Die numerische Behandlung eines solchen Neumannschen Problems fiir zwei to
rusartige Berandungen fithrt auf die Bestimmung einer ,,Randmatrix”, die, angewand:
auf die Spaltenmatrix der (an diskreten Stellen genommenen) Normalkomponente, di
Spaltenmatrix der Tangentialkomponenten bzw. des Potentials liefert. Auf Grund des
dreifachen Zusammenhangs des Lodsungsgebietes B ist die Losung des Problems in
dessen nicht eindeutig. Die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Problems
die zusammen mit einer speziellen des inhomogenen Problems die allgemeine Lésung
ergibt, stellt ndmlich eine zweiparametrige Schar harmonischer Vektorfelder in B mit
verschwindenden Normalkomponenten auf 8; und S, dar [2,7]. Diese homogenen Lo-
sungen haben aus Symmetriegrinden (B entsteht durch Rotation eines beliebigen
ebenen Ringgebietes um eine auBerhalb desselben gelegene Achse) die Eigenschaft, vom
Azimutalwinkel « unabhingig zu sein. Daraus erkennt man, daBl sich das ,azimu-
talunabhingige” Randwertproblem (die Normalkomponenten auf S, und S, hingen
von « nicht ab und gehorchen der genannten Durchflubedingung, die Losung ist
mehrdeutig) von dem ,azimutalabhingigen” (die Normalkomponenten auf S, und S,
hingen von « in Form des gemeinsamen Faktors €™, m>1 und ganzzahlig, ab und
geniigen daher automatisch der DurchfluBbedingung, die Losung ist eindeutig) grund-
sétzlich unterscheidet.

Dieser Unterschied tritt auch bei der praktischen Behandlung des Problems zu
Tage. Es werden daher numerische Verfahren fiir die beiden genannten Fille in
Abschnitt IT und IIT dieser Arbeit getrennt entwickelt. Rechenzeit und Genauigkeit
der Verfahren werden babei im wesentlichen bestimmt durch die Anzahl der , Stiitz-
stellen” 2N auf jedem Berandungsquerschnitt von S, und §,. Fiir 2N =12 werden
numerische Beispiele mitgeteilt und die berechneten Randmatrizen an Hand exakt
bekannter Losungen des Neumannschen Problems gepriift. Dabei ergibt sich durchweg

eine vier- bis fiinfstellige Ubereinstimmung mit den strengen Werten.
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I. Zuriickfiihrung auf Integralgleichungen

§ 2. Riumliches Analogon zur Cauchyschen Integralformel

Ein ebenes harmonisches Vektorfeld v=(v,, »,) ist in einem Gebiet B volistindig
durch seine Werte auf der Randkurve C bestimmt. Da ndmlich »,—1iv, eine ana-
lytische Funktion ist, liefert die Cauchysche Integralformel fiir alle in B gelegenen
Punkte der (x--iy)-Ebene
1 [ (0 — vy (dE + ddny)
2nt)e Etip—z—iy

v, — 1, =

(6)

Durch Zerlegung von (6) in Real- und Imaginirteil iiberzeugt man sich leicht, daB
fir ebene harmonische Vektorfelder in B die Darstellung durch ihre Randwerte auf ¢

1 f(n',v’) (x-—-x)+[m,v],x—-x]
C

YT T2a (x— &P+ (y—n)* w0 v

2n
zustande kommt, die natiirlich nur eine andere Interpretation der Cauchyschen In-
tegralformel ist. Indessen werden wir sehen, dafl (7) im Gegensatz zu (6) ein un-
mittelbares rdumliches Analogon besitzt. Dieses wird uns bei den weiteren Betrach-
tungen den Schliissel zu der Aufstellung von Integralgleichungen liefern, die die Kom-
ponenten der harmonischen Vektorfelder auf den Berandungen des betrachteten Ge-

bietes in der gewiinschten Weise miteinander verkniipfen.

Satz 1. Es sei B ein dreidimensionales Gebiet beliebigen Zusammenhanges mit
genaw einer stiickweise glatten, doppelpunkifreien duferen Berandung S. Danmn gilt fiir
ein in B und 8 stetiges und in B stetig differenzierbares und harmonisches Vektorfeld

v=(v,,v,,v,) in B die Zerlegung
v= —grad ® +rot A, (8)

wobet das skalare Potential ® und das Vektorpotential A= (A,, 4,, 4,) in B durch die
Randwerte von v auf S bestimmt sind:

__ ([ @),
= MUS 2 df 9)

__ 1 [ mv,,
A= 47:Hs = df. (10)

(*) x=(x,y) ist hier der ebene Ortsvektor und m= (n,, n,) die duBere Einheitsnormale von C.
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Das skalare Potential und die Komponenten des Vektorpotentials sind somit in B einwerti
beliebig oft stetig differenzierbar und harmonisch, so daf auch v in B beliebig oft steti
differenzierbar ist. Das Vektorpotential geniigt auferdem der Nebenbedingung

divA=0. (11

Beweis. Der in B liegende Aufpunkt x werde von einer hinreichend kleinen Kuge
K umschlossen. Ferner sei S* eine stiickweise glatte, innere Nachbarfliche zu S
Dann gilt fiir alle in B*, 8* K, gelegenen Punkte X', ohne an dieser Stelle von de:

Differenzierbarkeitsvoraussetzung fiir v Gebrauch machen zu miissen, die Identitit

’ ’

! 1
grad div - —rot rot—v—=A1=v’A—=0. (12
r r r r

Mit Hilfe der aus (2) unmittelbar folgenden Beziehung
L)

1
= = r 13!
grad r— grad , ( 3,

erhalten wir unter nunmehriger Benutzung der Divergenz- und Rotationsfreiheit von

v in B die weiteren, in B*, §*, K giiltigen Identititen

v’ 1 1 v’
v — = v ) =— "2V )= —div’ —,
div ; (gradr v) (grad " v) v’ —

! 1 v’
rot Yo [grad l, v'] = — [gra,d' -, v’] = —rot’ —.
r r 7 r

’

! A4
Eingesetzt in (12): —grad div’ %+rot rot’ 7=0.
Integration iiber B* ergibt

~grad [[[ aw Ty ot [[ [ ot L ag =0

und anschlieende partielle Integration

—gradH( df+ tU[ @V 4 +R=0 (14)

(}) Differentialoperatoren mit Akzenten sollen besagen, da die Differentiation auf die Koor-
dinaten des Integrationspunktes x’ statt des Aufpunktes x zu beziehen ist.
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mit R =grad f f @YD) 4 —rot f f LIPS (15)
K r K r
1 n
Beachtet man grad Pt

auf K, so wird (15) durch Ausfithrung der Differentiationen unter den Integralzeichen

_ n'(m’,v') . 'n,v7] ., Vo,
R_fJK r df,ffK 7 df—J‘J‘Krzdf'

Wegen lim R=4nv

>0

und des in (14) erlaubten Grenziiberganges 8*— S geht (14) in die Behauptung (8)
bis (10) iiber. DaB ferner ®, 4,, 4,, A, einwertig, beliebig oft stetig differenzierbar und
harmonisch sind, folgt unmittelbar aus (9) und (10). Zum Beweise der Divergenzirei-
heit des Vektorpotentials erhalten wir unter Benutzung von (13) und der Rotations-

freiheit von v in B fiir alle x" auf einer den Aufpunkt x umschlieBenden inneren Nach-
barfliche S* zu 8

: [n,’vl]_( :_l_ ’ ’ _ ’ rl ’ __( ’ r_‘:i)
dlv—r = gradr, ', v])={n’, |grad o v|]= n,rotr .

Integration iiber S* ergibt dann nach partieller Integration (Stokesscher Satz)

div “ LIS FFaY
S* r

Der nunmehr erlaubte Grenziibergang S*— S liefert (11).
Zum dreidimensionalen Analogon zu (7) gelangen wir schlieflich, indem wir die

Potentiale (9) und (10) in (8) einsetzen, dort die Differentiationen unter den Inte-
gralzeichen ausfithren und dabei

’

1 X—Xx
grad —= — 3 (16)

einsetzen: V= — LJ‘J‘ (', V) (X - x) +3[[nl’ V] x=x] af’. (an
47Z S r

§ 3. Erweiterung auf mehrfache Berandungen

SATz 2. Das beliebig zussammenhingende dreidimensionale Gebiet B habe eine stiick-

weise glatte, doppelpunkifreie innere Berandung S, und eine ebensolche dufere Berandung S,.

6 — 632917 Acta mathematica 109. Imprimé le 29 mars 1963
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Dann gilt fir ein in B, S,, 8, stetiges und in B stetig differenzierbares und harmonisch¢

Vektorfeld v=(v,,v,,v,) in B die Zerlegung (8) mit den (einwertigen) Potentialen

S @Y ([ E) g
o-ge {55 5 ) u
L[ ([ Y,
A-gp{ [ - 15 o 3

wobei das Vektorpotential der Nebenbedingung (11) gendigt ().

Beweis. Durch Anbringen einer geeignetén Schnittfliche S, die den jeweilige:
Aufpunkt x in B nicht enthilt, ist es méglich, Satz 1 auf das entstehende Gebie
mit den Berandungsanteilen S,,S,, S, anzuwenden. Bei der Berechnung der Potential
(9) und (10) fallen dann die Integrale iiber S; in der iiblichen Weise heraus.

Die entsprechend erweiterte Formel (17) lautet jetzt

1 ,1 ! - ’+ ,, ’, —x’ .
v=E{le(n V) (x—x') 3[[n v],x x}d/

r

_J‘L'(n,v)(x—-x)—l—s[[n,v],x—x]df,}‘ (20

7

§ 4. Aquivalenz des Neumannschen Problems mit einem linearen Integralgleichungs
problem

Bei der Untersuchung der Grenziiberginge in Potentialen einfacher Belegunger
und deren Ableitungen, bei denen der Aufpunkt gegen die Belegungsfliche strebt
stoBt man auf die sogenannten Sprungrelationen [4, 6]. Um diese Beziehungen an
wenden zu kénnen, verschirfen wir unsere Voraussetzungen iiber die Berandungskom
ponenten 8,, 8, von B und iiber das Vektorfeld v dahingehend, dafl nunmehr, soferr
nichts Gegenteiliges gesagt wird,

8., 8, stetig gekriimmte, doppelpunktfreie, geschlossene Flichen mit einem durck
B bestimmten Zusammenhang sind und

v ein in B, 8,8, stetiges und in B stetig differenzierbares und harmonisches
Vektorfeld ist, dessen Komponenten auf den Berandungen 8,, 8, jeweils gleichmaBig
Holder-stetig sind.

(1) Dieser Satz und alle weiteren Betrachtungen (einschlieBlich der numerischen Verfahren
lassen sich unmittelbar auf mehrfache innere Berandungen iibertragen, indem nidmlich unter S, die
Gesamtheit aller inneren Berandungen von B zu verstehen ist. Ebenso ist der Fall enthalten,
daB B keine innere Berandung besitzt; dann nédmlich sind einfach alle Integrale (bzw. an spiterer
Stelle die entsprechenden Summen) iiber die innere Berandung fortzulassen. Im folgenden halten
wir an je einer inneren und dufleren Berandung von B fest.
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Fir eine stetig gekriimmte, doppelpunktfreie, geschlossene Fliche S mit einer
gleichméBig Holder-stetigen einfachen Belegung p gilt, dafl das Potential (1) beim
Durchgang des Aufpunktes x durch die Belegungsfliche S stetig bleibt; dagegen wird
das Verhalten der Ableitungen des Potentials bei Anniherung des Aufpunktes x von
auflen (oberes Vorzeichen) bzw. von innen (unteres Vorzeichen) an die Belegungsfliche
S bestimmt durch die im Sinne gleichmifiiger Konvergenz existierenden Grenzwerte

(Sprungrelationen)
lim grad f f @ a= f f grad £ df’' T 2 mg; (21)
XS s T S r

dabei ist das Integral auf der rechten Seite als Cauchyscher Hauptwert zu versteben.

LeMma 1. Fiir die Divergenz und Rotation eines Vektorpotentials einer gleichmifig

Holder-stetigen einfachen Belegung @ = (g, 04, 0;) existieren unter den genannien Voraus-

setzungen die Grenzwerte

lim div f f Q gy = f J div® df F2am, 0), (22)
x—>S S r S r
lim rot f‘f e df = ff rot & df’ +2x[n, o] (23)
xS s T S r

im Sinne gleichmdifiger Konvergenz, wobei die rechis stehenden Integrale als Cauchysche
Hauptwerte aufzufassen sind.

Beweis. Wendet man (21) auf die Belegungskomponente g, an, so lautet die
z-Komponente dieser Gleichung

9 07 4, —
lim 2 = || L&y ;
xl_lfsl ox Jf J'_Lax r df + 2n. 03

addiert man hierzu die y- und die z-Komponente von (21), bzw. auf g, und g, an-
gewandt, so entsteht (22). In gleicher Weise ergibt sich

Qz 0 Q; ) —
li — == 2
x5 0 ff ffsay y e
lim — Jf Qy df' = fj 4 Qy df' ¥ 27n, 0,5
x—8 32

Subtraktion liefert die x-Komponente von (23):
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lim rot, J:f ¢ df = ff rot, e df ¥ 2n[m, 0],
xS s T s r

Entsprechend verifiziert man die y- und z-Komponente von (23).

LemMa 2. Es sei B ein beliebig zusammenhdngendes Gebiet mat stetig gekriimmte:
doppelpunktfreier Berandung S. In B und S sei ein stetiges Vektorfeld v erkidrt, welche
iberdies in B stetig differenzierbar und harmonisch ist und auf 8 keine Tangentialkom
ponenten besitzt. Dann verschwindet v identisch in B und 8.

Beweis. Wegen [m,v]=0 auf S ist vin B nach Satz 1 als negativer Gradient eine
{unbeschadet des Zusammenhanges von B) einwertigen skalaren Potentials @ darstellba:

v= —grad O (24

. _ 1 m'v') .,
mit o= 471[_[3 ; af’.

Wegen der Stetigkeit von (m,v) auf S ist zundchst @ stetig in B und S. Da aucl
v in B einschlieflich des Randes stetig ist, lassen sich gemif (24) auch die Ablei
tungen von @ nach § hinein stetig fortsetzen. Da nun v und damit grad ® auf § ir
Richtung der Normalen fallen, ist

® = const (25

i

auf S. Nach dem Satz vom Maximum und Minimum ist ® dann in B und S gleich

der durch (25) gegebenen Konstanten, so daBl v gemifl (24) in B und damit auf §
verschwindet.

LeEMMA 3. Das beliebig zusammenhingende Gebiet B bestehe in der Menge aller
Punkte auferhalb einer stetig gekriimmien, doppelpunktfreien, geschlossenen Fliche 8.
In B und 8 sei ein sletiges Vektorfeld v erklirt, welches zudem in B sietig differen-
zierbar und harmonisch ist. Die Normalkomponente von v auf S geniige der Bedingung

f f (m,v)df=0, (26)
N

die Tangentialkomponenten sollen identisch auf S verschwinden. Im Unendlichen kon-
vergiere v gleichmdfig gegen Null, d.h. die Grenzwerte

lim v (R sin  cos A, Rsin 6 sin A, R cos 0)=0 (27)

R0
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evistieren fir alle 0<0<m, 0<SA<2m im Sinne gleichmifiger Konvergenz. Dann
verschwindet v identisch in B und 8.

Beweis. Es sei K eine Kugel vom Radius R >0 um den Aufpunkt x in B, welche
S ganz im Inneren enthilt. Dann gilt nach Satz 2 in Verbindung mit (20) fiir den
betrachteten Aufpunkt

. _ 1 (n’: V') (X—X’) + [[n,, V’],X—X’] ,
v= —yrad @ yps f fK o df {28)
oo . _ 1 @, v) .,
mit einwertigem O = in ffs . df'. (29)

Setzt man die vektorielle Darstellung fiir K

x'=x+Rn’
in (28) ein, so bekommt man

1 A
v=—grad ®+E fj‘xk;d/

oder nach Einfiihrung von Kugelkoordinaten

1 n r2m
v=—grad(I)+EJ‘ f v(z+ R sin 6 cos A, y+ R sin 0 sin A,
0 Jo
z+ R cos 0) sin 6 dA dB. (30)
Auf Grund gleichméfliger Konvergenz von (27) ist es nun zu vorgegebenem &£>0

immer mdglich, eine Kugel mit dem Radius R,>0 um den Ursprung derart anzuge-
ben, daB fiir alle R> R, und alle 0<6<7z, 0<A<2n

|v, (R sin 6 cos A, R sin  sin A, R cos )| <e
wird. Sei dann R,> R, der Radius einer Kugel um den Aufpunkt X, welche erstere
ganz im Inneren enthdlt, so gilt fir alle R>R, und alle 0<0<z, 0SA<2xn

|v(x+ R sin 6 cos A, y+ R sin 0 sin A, 2+ R cos )| <e.

Da das Entsprechende auch fiir v, und v, gilt, hat man die Grenzwerte

lim v(x+ R sin 6 cos A, y+ R sin 0 sin A, z+ R cos ) =0

R—>cwo

im Sinne gleichméiBiger Konvergenz fiir alle 0<0<n, 0<A<2n, und (30) gestattet
die Durchfithrung des Grenziiberganges R—cc unter Vertauschung von Limes und

Integration:
= —grad O. (31)
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Aus Stetigkeitsgriinden gilt (31) auch noch auf S, so daBl @ stetig differenzierba
nach S hinein fortsetzbar ist. Im Zusammenhang mit dem Verschwinden der Tan
gentialkomponenten von v auf S folgt

@ = const (32
auf §.

Wir untersuchen jetzt das Verhalten des Potentials @ im Unendlichen. Auf Grunc
der Stetigkeit von v auf 8 gibt es eine Schranke M >0 derart, daB auf S

Iv|=lmw|< 22X

wird, wenn F >0 den Oberflicheninhalt von S bedeutet. Sei nun K, eine S ganz im
Inneren enthaltende Kugel um den Ursprung vom Radius R;>0 und K, eine K,
umschlieBende Kugel um den Ursprung vom Radius B,> R,, so besitzt (29) fiir alle
auf K, gelegenen Punkte x die Schranke

M
"D'\HF(Rz B Y TR R

fiir den aus (16), (29) und (31) folgenden Ausdruck

_ _1 (o', v)(mx—x')
(m, v)= —(n, grad @)= in f P af
findet man entsprechend

M .M
I(ll, V)ISJ‘LF(Rz—Rl)z 4 ﬂ(Rz_Rﬂz’

M2
(Rz - Rl)a

so daB sich |®||m,v)|< (33)

fiir alle x auf K, ergibt. Es sei nun S* eine ganz im Inneren von K, liegende, stiick-
weise glatte, duBere Nachbarfliche zu 8. Mit B} als dem Gebiet zwischen S* und K,
wird dann mittels partieller Integration

fff ® div vdg= f ®(n, v)df — ff ®(n, v)df - J‘f (grad ®©,v)dg=0.
Bt K, 5+ B

Sei weiter B, das Gebiet zwischen S und K,, so liefert der Grenziibergang S*—S§
wegen (26), (31) und (32)
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fffm vidg= — f K’(I)(n, v)df. (34)

Wir betrachten schlieBllich ein beliebiges im Endlichen gelegenes Teilgebiet B,
von B. Zu vorgegebenem ¢>0 ist es dann immer moéglich, den Radius R, von K,

so grofl zu wihlen, dafl B, ganz im Inneren von K, liegt und gleichzeitig

M?R3 &

E~E) “in o

wird. Da nun B, Teilgebiet von B, ist, folgt aus (34)

”L,”‘K ”szd%”K’kbll(n,vndf;

Benutzung von (33) und (35) ergibt

M2 47 M? R
vidg < df = <
”L g UKARZ—RQ” B R)*~°

und damit v=0 in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von B und 8.

Satz 3. Fiir ein Gebiet B mit stetig gekriimmier, doppelpunktfreier, innerer und duferer
Berandung S, und S, sei das folgende Neumannsche Problem vorgelegt: Gesucht ist ein in B,
8,, S, stetiges, in B stetig differenzierbares und harmonisches und auf S, und S, gleichmdifig
Holder-stetiges Vektorfeld v, welches auf S; und S, die unter der Nebenbedingung

ff (H,V)df=jf (n, v)df (36)
S S

vorgegebene (gleichmifig Holder-stetige) Normalkomponente (n, v) annimmt. Dann geniigen
die auf S, und S,, genommenen (gleichmiifig Holder-stetigen) Tangentialkomponenten [n, v]
einer Losung v dem Integralgleichungssystem

[n,v]__{ff [m, [[n, v],x X]de ff [m, [[n, v]x x]]df}
- {J‘f (n’ v)[nx x]df J‘J‘ (n’, v’ [nx x]df} a7
7

Umgekehrt gehort zu jeder auf S, und S, gleichmaifig Holder-stetigen Lisung [n, v] von (37)

eine Losung v des vorgelegten Neumannschen Problems, die auf 8, und 8, die Tangential-
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komponenten [, v] annimmi; diese ist in B durch die Randkomponenten (n,v) und [n,v
vollstiindig besttimmt auf Grund von Satz 2. Die in (37) auftretenden Integrale sind gege
benenfalls als Cauchysche Hauptwerte zu verstehen.

Beweis. Ein harmonisches Vektorfeld v in B mit den Randwerten (m,v), [n, v
auf §, und S, wird nach Satz 2 durch

v= —grad ®+rot A (38]

mit den Potentialen (18) und (19) in B dargestellt. Auf Grund der gleichmiBigen
Holder-Stetigkeit der Randwerte sind ® und A stetig differenzierbar nach S, und S,
fortsetzbar. Strebt der Aufpunkt x in (38) gegen irgendeine der beiden Berandungen,
so folgt mit Hilfe von (21) und (23)

Y SN
v ], ot T [ ot 2n[n,[n,v]]};

Benutzung von (16) und nn,v)—[n,[n,v]]=v (39)

sowie anschlieBende vektorielle Multiplikation mit n ergibt (37).

Ist umgekehrt [m,v] eine gleichmifig Holder-stetige Losung von (37), so kann
man damit durch (18) und (19) Potentiale ® und A sowohl in B als auch in dem
innerhalb 8, gelegenen Gebiet B, und dem auBerhalb 8, gelegenen Gebiet B, als
beliebig oft stetig differenzierbare, einwertige Funktionen erkliren. Wegen der gleich-
méBigen Holder-Stetigkeit der Randwerte (n,v) und [m,v] sind ® und A jeweils ein-
seitig nach S, und S, hinein stetig differenzierbar fortsetzbar. Das in B, B,, B, durch

v*= —grad ®+rot A (40)

erklirte Vektorfeld ist infolgedessen jeweils einseitig nach S, und S, hinein stetig
fortsetzbar. Wir fithren jetzt den Beweis der Umkehrung, indem wir zeigen, daB v*
ein in B harmonisches Vektorfeld ist, dessen Randkomponenten (m,v*), [m,v*] auf S,
und S, bzw. mit (m,v), [n,v] iibereinstimmen. Im folgenden bedeutet der Index 1
bzw. 2 die Anndherung an S, bzw. S, der weitere Index @ bzw. i gibt an, ob die
Anniherung von auBlen bzw. innen her an die betreffende geschlossene Fliche erfolgt.
Dann liefert die Anwendung der Grenzwerte (21) und (23) auf (18), (19) und (40)

bei Anndherung an die Innenseite von §,
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vii= —74—1; {J'ngra j‘f df +2zn(n, v)}
+— {Jf ff ]df +2am, [n, v]]}

formal derselbe Ausdruck ergibt sich bei Anniherung an die AuBenseite von S, fiir vz,.
Unter Benutzung von (16) folgt

1 VY (x—X) . o x—x)
Tin {J‘L‘ELT(J‘L) af —ffs,%‘x—) df —2nn(n,v)}
*ia {f LL@J‘%;X] af ~ ”Sﬂ“—l%xf—” df’+2n[n,[n,v]]}. (41)

Nun hat jede Losung [m,v] von (37) die Eigenschaft, zur Einheitsnormalen n des

betreffenden Randes orthogonal zu sein, denn durch skalare Multiplikation von (37)
mit n entsteht (m, [n, v])=0() und damit

[ll, [Il, [na V]]] = [ll, V]. (42)

Vektorielle Multiplikation von (41) mit n ergibt dann unter Benutzung von (37)

und (42)
[m, vii] =0, (43)

und in analoger Weise wird
[m, v,]=0. (44)

Die Grenziibergénge (21) und (23), angewandt auf (18), (19) und (40), liefern ferner
e ,,Spriinge”
Vi.—Vii=n(n,v)—[n,[n,v]] auf §,, (45)

Voo — V= —n(n,v)+[n,[n,v]] auf 8, (46)

Vektorielle Multiplikation mit m ergibt unter Benutzung von (42) bis (44)
n,viy]=[n,v] auf §,, 47)
[m,v3}=[n,v] auf S,. (48)

Die erhaltenen Gleichungen (47) und (48) besagen, dafl die Tangentialkomponenten

(1) Man beachte, daf es sich hier nicht um eine elementare Vektorbeziehung handelt, da an
dieser Stelle nur (n, v) und [n, v], nicht aber v als definiert anzusehen ist.
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[n,v*), von v* auf S, und 8, identisch sind mit der Losung [m,v] des Integral
gleichungsproblems (37).
Wegen A® =0 und AA =0 und damit

div v¥* = —AD =0,
rot v* =rot rot A= — AA +grad div A =grad div A
in B, B,, B, ist v* offenbar dann ein harmonischer Vektor, wenn wir noch die Di-
vergenzfreiheit des Vektorpotentials A nachweisen konnen. Zu diesem Zweck unter-

suchen wir die skalare Funktion
o=div A,

die in B, B,, B,, beliebig oft stetig differenzierbar und, als Folge von
grad g =rot v*, (49)

harmonisch ist. AuBerdem ist o jeweils einseitig nach 8, und S, hinein stetig fort-
setzbar. Die Spriinge beim Durchgang durch S; und S, bestimmen sich folgender-
maBen aus (19), (22) und der Eigenschaft einer Losung [m,v] von (37), orthogonal
zu N zZu sein:

Gla—ou=—(n,mv})=0 auf S,

O —02i= (m,[m,v])=0 auf S,

also ist ¢ im ganzen Raum stetig. Ziehen wir die Divergenz von (19) unter die In-

tegralzeichen, so folgt mit Hilfe von (16)

1 (x_xl) [n,’v,]) ' (X—X’, [n, V’]) ’
= —— - — LI . L4 0
in B,B,,B,. Wir definieren nun eine Schranke M >0 durch die Forderungen
aM aM
nv)|< —, n,v]|<—— auf §,
@nl<ZE m i< T s,
(81)
M aM
n,v)l<—=—, n, v]|< auf S,,
l ( ) l F2 l [ ] I F2 2

wo F, und F, die Oberflicheninhalte von S, und S, bedeuten. Ist dann K, eine
Kugel vom Radius R, um den Ursprung, die S, ganz im Innern enthilt, so gilt fiir
alle auBerhalb K, gelegenen Punkte mit dem Abstand R> R; vom Ursprung unter
Benutzung von r>R— R, gemil} (50)
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wole gl [l )y

Eine entsprechende Abschitzung leiten wir fiir den Gradienten her. Wegen

(x—x, [0, V]| _

m,v] _
r 3

7'3

(=, [0, V) (x—~x)|

(m’,v]
grad p 4 l e I

erhalten wir aus (50) und (51) fir alle R>R,

SR LR CEE =

da das Entsprechende fiir die partiellen Ableitungen nach y und z gilt, wird

80

6 M R?

3 < SMA
| R® grad o R=R)

fir alle R>R,. Nach Wahl einer Zahl R,>R, bekommen wir schlieBlich fiir alle
R>=R,

MR:
Rgl<—"2 =M,
\Bol<gg,— gy~

6 M R}
| B? grad o| (Rz_Rl)3~M2,

d.h. ¢ ist im Unendlichen regulir und besitzt dort den Wert Null.
Jetzt benutzen wir zur Darstellung von ¢ in B, die bekannte, vom Greenschen

Satz herrithrende Integralformel [6]

S N Y

wo K eine Kugel vom Radius R> R, um den Ursprung darstellt, der auBerdem den

Aufpunkt im Innern enthilt, und S; eine den Aufpunkt von S, trennende, duBere
Nachbarfliche zu S, ist. Da nun

R_ R R
=< <=2 _—=M,,
r SRR BB s
g2 U 2( , x—x’) R? R? R}
=R ) <SS < < =M,
on’ T A E-Rr E-rp Y

lagt sich das Integral iiber K durch



92 ERICH MARTENSEN

1oc 3(1/’) 1‘_[_3]‘_{_2 J_"z_ﬂfé)
”(mn' on d’l<R RE RE

abschitzen, also durch Wahl hinreichend gro8er R unter jede Schranke driicken. In
gleicher Weise stellen wir ¢ in B, durch die Randwerte auf einer (den Aufpunkt von

8, trennenden) inneren Nachbarfliche 87 zu 8, dar und fassen dann beide Fille zu-

o~% 1z | J Gormo ) o

wo das obere (untere) Vorzeichen fiir B, (B,) mit Integration iiber S3 (S7) gilt. Mit

sammen in

Hilfe von (49) eliminieren wir jetzt

lao', (n rOt’I *l) ' Iv*, ' Il %*
Pl " ={n’, rot " n', | grad i

und erhalten nach einer partiellen Integration (Stokesscher Satz)

1
e ] e )

Nunmehr kénnen wir den Grenziibergang S*— .S, d.h. 87 — 8, und Sy — 8, durch-
fithren und erhalten auf Grund von (43) und (44)

_ 3(1/7)
o= _4nﬂ af
in B, bzw. B,.

Beachten wir nun das bekannte Verhalten eines Potentials einer stetigen doppelten

Belegung o, wenn der Aufpunkt gegen die Belegungsfliche strebt, wenn also in unserem
Fall der Aufpunkt x aus B, (B;) von auflen (innen) gegen &S, (S;) strebt, so entstehen
die von der Behandlung des homogenen inneren (duleren) Dirichletschen Problems her

wohlbekannten Integralgleichungen [6]

[ o

mit der jeweils allgemeinen Losung ¢=0 auf S, und o=const auf ;. Da nun o in
B harmonisch und auf beiden Berandungen 8, und S, gleich einer (mdglicherweise

noch verschiedenen) Konstanten ist, wird auf Grund des Satzes vom Maximum und

(!) Das Oberflachenintegral ist als uneigentliches Integral aufzufassen.
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Minimum entweder das Maximum auf S, und das Minimum auf S, angenommen oder
umgekehrt. Es geniigt, wenn wir den zuerst genannten Fall diskutieren.

Wir betrachten hierzu eine Schar dquidistanter dulerer Nachbarflichen Ss zu S,
die durch ihren Ortsvektor x+§m als glatte, doppelpunktireie, geschlossene Flachen
definiert sind, sofern nur der Scharparameter ¢ dem Intervall 0 < § < ¢’ mit hinreichend
kleinem §'>0 angehért (x und m sind bzw. Ortsvektor und Einheitsnormale von 8,).
Geht man nun von irgendeinem Punkt P auf 8, entlang der Normalen um ein Stiick
0 nach B hinein, so gibt es, da ¢ in P sein Minimum annimmt, immer eine Stelle
0<d8p<d auf der Normalen derart, daBl o firr alle 0 <0< J, monoton nicht fallend
ist. Bedeutet nun ¢* >0 das Minimum aller 85, wenn P die Fliche S, durchlauft,
und 8] die durch x+6*n beschriebene spezielle Nachbarfliche zu S, so ist ¢ entlang
einer beliebigen, von 8, nach S; verlaufenden Normalen monoton nicht fallend und
geniigt daher fiir alle 0<§<6"* der Ungleichung

oo =0 auf 8Ss.
n

Andererseits folgt fiir alle 0<d<4* aus (49) unter Benutzung des Stokesschen Satzes

ffsaz—fb df = fLa (m, rot v*) df =0,

so daB also nur 6—6=0 auf Ss
an

sein kann fiir alle 0 <8< 6*. Daher gilt ¢=const fiir jede von S, nach Sy verlaufende
Normale, zunichst mit Ausnahme des Punktes auf S;; aus Stetigkeitsgriinden besitzt
jedoch ¢ im abgeschlossenen Gebiet zwischen S; und ST den gleichen konstanten Wert
wie auf §;. Denken wir uns eine entsprechende &dquidistante innere Nachbarfliche
S; zu S, konstruiert, so liefert die Anwendung des Greenschen Satzes auf das von
St und Si berandete Gebiet B*

0 ¢
L[z I i [ st ora-e

und infolgedessen, da do/dn auf S7 und Si verschwindet, o =const in B*, ST, S5.
Wegen ¢=0 auf S, haben wir wiederum aus Stetigkeitsgriinden ¢ =0 auch in B und S,-
Auf Grund des Satzes vom Maximum und Minimum verschwindet o schiieSlich auch

identisch in B, und, da o im Unendlichen regulir verschwindet, desgleichen in B,.
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Damit ist das Vektorpotential A iiberall divergenzfrei und v* ein in B, B,, B, ha
monisches Vektorfeld.
Im Zusammenhang mit (43) liefert Lemma 2 dann identisches Verschwinden vo

v* in B, und §,, insbesondere also
VI{=O. (52

Addieren wir nun die mit der jeweiligen Einheitsnormalen n skalar multiplizierten un
itber 8, bzw. S, integrierten Gleichungen (45) und (46), so erhalten wir wegen (3¢
und (52)

[[. @voars [[ (@vi—m vy ai-o;
da weiter v* in B divergenzfrei ist, folgt auf Grund des GauBschen Satzes
f . (m, v3,) df =0. (53
Wir untersuchen schlieBlich das Verhalten von v*= (v, vy, v;) im Unendlichen

Durch Einsetzen der Potentiale (18) und (19) in (40) entsteht unter Benutzung vo:
(16) fir alle Aufpunkte aus B,

V*=L {ff (n’av’) (x_x,) +3[[n,’ vl]: x—x’] dfr
47 5

r

_f (n” V') (x—x’)+ [[n,’ V’],X-—xl] df/}-

. (54

Es sei wieder K, eine Kugel vom Radius R, um den Ursprung, die S, ganz im In
neren enthilt. Zu vorgegebenem £>0 betrachten wir dann eine Kugel K, um der

Ursprung vom Radius

R,=R+ V%I >R, (55)

wo M >0 die durch (51) festgelegte Schranke bedeutet. Dann wird fiir alle auf und
auBerhalb K, gelegenen Aufpunkte mit dem Abstand R> R, vom Ursprung gemif
(51), (54) und (55)

s b [‘ 2a M 2nM 1 M e
I”"ﬂn” (R, R)””+ s (R, Rl)zdf T(R,-Ry 2%

da das Analoge fiir v; und v} gilt, existieren die Grenzwerte

lim v*(R sin 6 cos A, R sin § sin A, R cos 8)=0 (56)

R0



EINE METHODE ZUM RAUMLICHEN NEUMANNSCHEN PROBLEM 95

im Sinne gleichmiBiger Konvergenz fiir alle 0<6<z:, 0<A<2x. Damit sind fir v*
auf Grund von (44), (53) und (56) die Voraussetzungen von Lemma 3 erfiillt, so dal
v* ebenfalls in B, und S, identisch verschwindet, insbesondere also

Vi, =0 (67)

ist. Durch skalare Multiplikation von (45) und (46) mit m bekommen wir schlieflich
unter Benutzung von (52) und (57)

(n9 Vfa) = (n, V) a’uf Sl;

(M, vy)=m,v) auf S,

d.h. auch die Normalkomponente (m,v*) von v* nimmt auf den Berandungen von B
die vorgeschriebenen Werte (m,v) an.

Wir schlieflen noch eine Bemerkung iiber eine Losung [n,v] von (37) an, deren
Existenz vorausgesetzt. Einer Losung v* des Neumannschen Problems kann man in
einem einfach zusammenhéngenden Teilflichenstiick § von S; oder 8, und einer daran
anschliefenden, einfach zusammenhingenden, in B liegenden rdumlichen Umgebung B
mittels (4) immer ein einwerfiges 4 zuordnen; u ist bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmt. Auf S gilt dann die Komponentenzerlegung

ou
du=Crad u+ZZng
grad u=Grad « n(?)

und somit wegen (4) [, v]= —[n, Grad «] auf S. (58)

Nach Satz 3 besitzt dann aber auch jede (gleichméBig Holder-stetige) Losung [m, v]
von (37) die Eigenschaft (58), geht also ortlich aus einem in der Fliche genommenen
Gradienten durch Drehung um — } = hervor. Eine etwas andere Formulierung desselben
Sachverhalts ergibt sich durch vektorielle Multiplikation von (58) mit —m:

= — Grad u aunf ;§; (59)

hier ist V die Projektion von v in 8, bzw. S, oder, damit gleichbedeutend, die um

—1n gedrehte Losung [m,v] des Integralgleichungsproblems (37).

() Grad bedeutet den ¢n der Fliche genommenen Gradienten eines Flichenskalars.
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§ 5. Einfiihrung torusartiger Berandungen

Durch den Satz 3 wird das Neumannsche Problem in seiner urspriinglichen Foi
mulierung durch ein Integralgleichungsproblem ersetzt. Dies hat den Vorteil, daf di
in der mathematischen Physik hidufig allein interessierenden Randwerte harmonische
Vektorfelder unmittelbar miteinander verkniipft werden. Zum anderen kénnen bekannt
Existenz- und Eindeutigkeitssitze iiber das Neumannsche Problem unmittelbar in Sitz
itber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Integralgleichungsproblem
(37) uberfilhrt werden und umgekehrt. Die im folgenden benutzten Sitze dieser Art
die sich insbesondere auf mehrfach zusammenhingende Gebiete B beziehen, sind vor
Blank, Friedrichs und Grad [2] angegeben worden (1).

Im folgenden interessiert uns im Hinblick auf die eingangs erwihnten Anwen
dungen in der Plasmaphysik allein der Fall eines dreifach zusammenhingenden Ge.
bietes B mit je einer dreifach zusammenhéingenden inneren und #duBeren Berandung
8; und 8, In diesem Fall ist die allgemeine Losung des Neumannschen Problems
unter der notwendigen und hinreichenden Voraussetzung (36) gegeben durch

2
v=">2 Y +v" (60)
i=1

Hier bedeuten Y,, Y, harmonische Vektorfelder mit verschwindenden Normalkompo-

nenten auf den Berandungen; diese werden durch die Normierungen
f (Yk’ds)zéik (’L>k=1a2)a (61)
L;

eindeutig festgelegt, sofern die mit geeignetem Umlaufungssinn versehenen, stiickweise
glatten, geschlossenen Kurven L, und L, folgende Eigenschaften besitzen:

L, 1aBt sich unter alleiniger Durchdringung von §; im Inneren von §; in einem
Punkt zusammenziehen;

L, 1iBt sich unter alleinjgef Durchdringung von S, im AuBeren von S, in einem
Punkt zusammenziehen.

In (60) bedeutet ferner v* diejenige spezielle Losung des inhomogenen Problems,
die durch

f (v*,ds)=0 (1=1,2), (62)
Ly

eindeutig festgelegt ist. Aus (60) bis (62) folgt auBerdem

(1) Von diesen Autoren wird allerdings die Frage der gleichmiBigen Hélder-Stetigkeit der
Randwerte nicht beriihrt; diese bleibt auch im weiteren Verlaufe der vorliegenden Untersuchung offen.
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f (v,ds)=y, (i=1,2). (63)
Ly

Man nennt die willkiirlichen Konstanten y, und y, die ,Perioden” des Problems, da
sie wegen (4) und (63) die Anderungen des im allgemeinen mehrwertigen Potentials
u bel vollstindiger Umlanfung von L; und L, angeben.

Es sollen nun numerische Verfahren zur Auflésung des Integralgleichungssystems
(37) entwickelt werden, bei denen torusartige Berandungen 8, und 8, zugrunde gelegt
sind. Diese entstehen durch Rotation der in der rechten Halbebene gelegenen, stetig
gekriimmten, doppelpunktfreien, geschlossenen und die Berandung eines zweifach zu-
sammenhingenden Ringgebietes bildenden Kurven O; und C, um die y-Achse. Der
Azimutalwinkel 0<a«<2x wichst, beginnend mit 0, beim Austritt aus der rechten
Halbebene (Abb. 1).

ba

Abb. 1. Die Erzeugung der torusartigen Berandungen 8, und §,.

Die Randkurven C,, C, mogen durch die zweimal stetig differenzierbaren und
mit 27 periodischen Parameterdarstellungen

C1: 2(@) >0, yy(o), [B@) PP+ [Gh(@)P+=0 (0<¢<2m),
Cy: 25(@) >0, yo(@), [Ex(@) P + [3(@)P+0 (0<@<2n),

gegeben sein, wobei jeweils wachsendem ¢ die Umlaufung im Gegenuhrzeigersinn
entspricht. Derselbe Umlaufungssinn werde fiir die Kurve L, festgesetzt, die wir der
Einfachheit halber in die rechte (z, y)-Halbebene legen (Abb. 1). SchlieBlich werde der
Umlaufssinn von L, wachsendem Azimutalwinkel o zugeordnet.

Seien jetzt (x,y,«) Zylinderkoordinaten, so lautet, wie unmittelbar einzusehen,
die eine der beiden homogenen Ldsungen

Y,~ (0.0, 5. (64)

T

7T—632917 Acta mathematica 109, Imprimé le 1 avril 1963
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Dagegen 1dBt sich die andere homogene Losung Y, im allgemeinen nicht geschlosse:
angeben; aus Symmetriegriinden ist jedoch klar, daB Y, wie Y, nicht vom Azimu
abhéngt.

Wir unterscheiden im folgenden grundlegend zwischen dem azimutalunabhingiger
Randwertproblem, bei dem die Normalkomponente und damit aus Symmetriegriinden
die Losung nicht von « abhingt und dem azimutalabhingigen Randwertproblem, bei
dem die Normalkomponente auf §; und 8, in der Form

ima

(m, v) =v,(p, o) = Vy(p)e (m =1, ganzzahlig)

vorgeschrieben ist. Da Y, und Y, nicht von « abhingen, ist die Losung des azi-
mutalunabhéingigen Problems zweiparametrig, die des azimutalabhingigen jedoch ein-
deutig.

Da man irgendeine Normalkomponentenvorgabe v.i(p, «) auf §; und v.q(p, &) auf
S, wegen der vorausgesetzten gleichméBigen Holder-Stetigkeit in eine Fouriersche Reihe

Vn(@, @)= O Gim(p) c0s ma+ 3 bin(@) sin ma auf Sy,
m=0 m=1
(65)

Vno(@, &) = 2 Gam(@) cOs ma+ 2 bem(p) sin ma auf S,
m=0 m=1

entwickeln kann, liflt sich die Losung des allgemeinen Neumannschen Problems aus
den Losungen des azimutalunabhingigen und des azimutalabhéngigen Problems super-
ponieren. Auf diese Uberlagerung und insbesondere auf die Frage der Konvergenz
einer solchen fiir den Fall, daBl die Reihen (65) nicht beide nach endlich vielen Gliedern

abbrechen, soll in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht eingegangen werden.

II. Das azimutalunabhiingige Randwertproblem

§ 6. Formeln zur numerischen Quadratur und Differentiation periodischer Funktionen

Nach Wahl einer positiven ganzen Zahl N betrachten wir eine mit 25 perio-
dische Funktion f(¢) an den 2N &dquidistanten ,,Stiitzstellen”

q;,,=%vf‘- (4=0,...,2N—1), (66)

durch ihre numerischen Werte

flg)=F (n=0,....,2N—1), (67)
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gegeben. Diese Funktionswerte lassen sich in bekannter Weise [11] durch genau ein
Fourierpolynom von der Form

N-1

f(rp)—Za,‘ cos U@+ z b, sin ug (68)

trigonometrisch interpolieren, damit (67) erfiillt ist; die Koeffizienten lauten in diesem
Falle

] 2Nt 9

a0=ﬁ o fvy (6 )
1 2v-1

W= 2 hcosug (u=1..N-1), 70
1 2N-1

MUEN 5 (T .
] 2v-1

b= ¥ go fosin ug, (u=1,...,N—1). (72)

Unter dem iiber eine volle Periode erstreckten Integral einer durch (67) diskret
vorgegebenen periodischen Funktion verstehen wir den Wert des Integrals der inter-
polierenden Funktion (68):

2n N 27 N-1 27
f fp)dy=2may+ > a, (f cos /updzp) + 2 by (f sin ,uipd‘lp);
0 u=1 0 1 0

2n
wegen f e"dy=0 (u>1, ganzzahlig),

0

ergibt sich zusammen mit (69) die fiir periodische Funktionen bekanntlich sehr genaue

,»Rechteckformel”
2N-1

Py i(w w—ﬁ Z fr- (73)
In dhnlicher Weise findet man Quadraturformeln fiir Integranden mit singuliren

Gewichtsfunktionen, die im folgenden u.a. bei der numerischen Berechnung Cauchyscher

Hauptwerte von Bedeutung sind. Diese Formeln lauten

f fp) ctg P« %dw_ Z Copfr (74)
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1 (o= 2N-1

—,;fo fly) In (4 sin® ¥ % %)dw— > Bk, (78
1 — . — @, 2N-1
e fo f(y) ctg £2—% In (4 gin® %ﬂ)dw = EO Tyut, (76

wobei ¢, durch (66) gegeben ist und die Gewichte C,, By, Ty, = ~ (2N —~1),...,2N -1
durch die Forderung bestimmt werden sollen, daB f(p) wiederum das interpolierend:
Fourierpolynom (68) darstellt. Offenbar sind nun (74) bis (76) fir u=1,...,(2N¥N—1
richtig, sofern dies fiir y=0 der Fall ist und die Gewichte mit negativen Indize:
durch C_, =Cyy_, ete. erklirt werden; man braucht hierzu in (74) bis (76) nur eine
neue Integrationsvariable X durch ¢ =X+ @, einzufilhren. Unter Benutzung der (ge-
gebenenfalls im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes) elementar ausfiihrbaren Quadra.

turen
| S P 0(u=0),
- thy X =
27 Jo eV otg 2 dy {(,u?l, ganzzahlig),

2 0(u=0),
1 iy 2 w
— e*¥ In (4 sin dy = 1 )
2n Jo , (u>1 ganzzahlig),
u

o 0 (u=0),
LJ i ctgwln (4sm )dtp_ 1 L |
27 Jo i(——~2 > —) (u>1, ganzzahlig)
B -1 €
1 27 Y N-1
erhilt man aus (68) ——f fp) ctg Zdy= 2 by,
27 0 2 pu=1

f fly) In (4 sz'l’) dy= —”ZI p

ffw)ctgwln(4s1n )d’(/) Z(/:——?il)b,

u=1 e=1 0
Einsetzen von (70) bis (72) ergibt

2N-1

«f fiy) otg £ dy= PR

——f flw) ln(4sm )dzp—“ilR fes
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1 27 ,‘p - 1/) _2N—l
on fo f(w) ctg B In (4 sin® J dy= 20 T, f,,
und die gesuchten Gewichte lauten somit
_ 0(»v=0),
0,=1" Z sin g, ={1—(—1) (77)
0= N 5 A I el St ) Pv = — 11
oN t82 (»=1,...2N-1)(1),
1 [(=1) "leospug,
R, = — = .y - s 7
N{2N +”§1 u (»=0 2N-1) (78)
1 N-1
— z (;—2 Z )sin,utp,, (»=0,...,2N-1). (79)

Unter der Ableitung f,,, #=0,...,(2N—-1), einer durch (67) diskret gegebenen
Funktion verstehen wir entsprechend die Ableitungen f'(q)) der interpolierenden Funk-
tion (68), genommen an den Stellen ¢,, #=0,...,(2 N —1). Es ergibt sich die numerische

Differentiationsformel [8]

2N-1
20 'DV‘M ,fv (M=0, N_l)y (80)
0,y=0,
mit D, = —1y , 81
L 2)ctg% (r=1 N-—-1); (81

TABELLE 1. Gewichle zur numerischen Quadratur und Differentiation fir 2 N =12.

1.3 Cy R m T# Dy
0 0,0000000000 —0,3944444444 0,0000000000 0,0000000000
1 0,6220084679 —0,1224144983 —1,9289438346 1,8660254038
2 0,0000000000 0,0041666667 0,6904146969 - 0,8660254038
3 0,1666666667 0,0555555556 - 0,3388888889 0,5000000000
4 0,0000000000 0,0930555556 0,2814582562 -~ 0,2886751346
5 0,0446581987 0,1085256094 —-0,0766117210 0,1339745962
6 0,0000000000 0,1166666667 0,0000000000 0,0000000000
7 —0,0446581987 0,1085256094 0,0766117210 ~0,1339745962
8 0,0000000000 0,0930555556 —0,2814582562 0,2886751346
9 —0,1666666667 0,0555555556 0,3388888889 - 0,5000000000
10 0,0000000000 0,0041666667 - 0,6904146969 0,8660254038
11 —0,6220084679 ~0,1224144983 1,9289438346 —1,8660254038

(*) Eine mit (74) und (77) gleichwertige Quadraturformel findet sich bei Garrick [3].
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fir negative Indizes sind die Koeffizienten wieder durch D_, =D, y_, erklirt. Au
Grund der Symmetrieeigenschaft Dpy_,= — D, besitzt die ,numerische Ableitung
(80) stets die KEigenschaft

2N-1

2 fu=0. (82

#=0

In Tab. 1 sind die Werte der C,, R,, T, und D, fiir den Fall 2N =12 angegeben

§ 7. Zerlegung der vollstiindigen elliptischen Integrale

Die praktische Behandlung unseres Problems erfordert eine genaue Kenntnis dei
Singularitdt, die das vollstindige elliptische Normalintegral zweiter Gattung

E (k)= f:n(l — k¥ sin? p)idy (83)

und das um E(k) verminderte vollstindige elliptische Normalintegral erster Gattung
K (k)

in
Gk)=1* f sin® g (1 — &* sin® y) "t dy (84)
0

an der Stelle k=1 besitzen. Die Natur dieser Singularitit entnimmt man den Zer-
legungen [5]
E(k)=E*(k)+ E** (k) In [4(1 k%) 7%], (85)

G (k)=G* (k) +G** (k) In [4(1 — k%) #] (86)

mit bei k=1 regulir analytischen Funktionen E*(k), E**(k), G* (k), G** (k). Es gelten

die fiir alle 0<k<1 konvergenten Entwicklungen

E* (k) =I§06: (1- k2)”, (87)
BB~ 3 1= R, (88)
G* (k)= E:O‘y: (1—- kz)”, (89)
G** (k)= 3 yi*(1— kY, (90)

v=0
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deren Koeffizienten durch die folgenden Rekursionsformeln [9] praktisch leicht er-

mittelt werden konnen:

2v—1)(2v-3 42 —6y+3
83:%;(21—(*1)—_)8:_1_——_—872(1:—1)2 gy, v>2, eg=1, &f=-14, (1)
2y~1)(2v—3
ar =B s ey -0, -, (92)

(2v—1)(2v—3) 4v—-3
W=y Y s W 2l oye=—k (93)

s (29—=1)(29-3) ,,

v 41;2 Yr-1, V= 1’ V:)k*:l- (94)

Tabellen fiir die Funktionen E*(k), E**(k), G*(k), G**(k), deren Berechnung mit
Hilfe der hier angegebenen Potenzreihen erfolgte, findet man fiir k*=0,01, 0,02, ...,1,00
ebenfalls in [9].

§ 8. Integralgleichung fiir die Tangentialkomponente

Auf 8, und S, konnen wir die Flichennormale m durch t und e, zu einer or-
thogonalen Basis erginzen. Dabei ist t der an der Rotation von C; und C, um die
y-Achse teilhabende Tangenteneinheitsvektor dieser Xurven (Abb. 1) und e, der
Einheitsvektor in Richtung wachsenden Azimuts a. Da die Azimutalkomponente der
Losung v aus Symmetriegriinden proportional zu (64) ist und daher vollsténdig be-
herrscht wird, bedeutet es keine Einschrinkung, wenn wir im folgenden auf 8, und S,

V=’U,Ln-|-’l)tt (95)

setzen mit v,=(n,v) und v, =(t,v). Wegen

[, v]=v.e, (96)
. 1 , , ;’ R , , , ;’ ! )

_1 c X=X , [m,x-x7
~2n{J‘LIun r o ffszvn ” df}' &)

Durch skalare Multiplikation von (97) mit e, entsteht fiir die Tangentialkomponente
v; das Integralgleichungssystem '
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1 ,(te,x—X') _, , (L e,x—X)
S| P

L[ x=x) [ x-X)
‘mWJ" A= ff w025 df}' (98)

Seien (x,y, «) die Zylinderkoordinaten des festen und (&,7,«’) die des laufenden
Punktes, so ergibt sich in den Komponenten kartesischer Koordinaten

X =(xcos o, y, x8ina),

x'=(fcos o, p, £sin o),

t =(t;cosa, t,, ¢, 8in a),

e,=(—sina’, 0, cos a’),

(t, e, x—X') =[x cos (x—a') — &1, — (y —7) cos (a—a') L,
(t,x—x)=[z—& cos (x—~a)lt,+{y—n)t,
r=|x—x'|=(2*—22¢& cos (a—a') + £+ (y— )L

Fiihren wir schlieBlich die in § 5 besprochenen Parameterdarstellungen fiir C,

und C, ein sowie die Bezeichnungen vn;, vy und v.2, vse fiir die Werte von v, v, bzw.
auf §; und §,, so geht (98) iiber in das Integralgleichungssystem

1 2n 27
wa(«p)—ﬂ {fo Ky (p, p)on (w)dw—fo K (g, w)wez(w)dw}

1 2n 27
=—§;{f Lu(tp,"/’)wnl(w)dw—f Lm(fp,w)wnz(w)dw} (1=1,2) (99)

0 0
mit ©ni (@) = Vi (@) ([H (@ + [ (@)} (1=1,2), (100)
wu (@) =v4(@) ([E (@] +[H(@PY (1=1,2) -(101)

und den von « nicht mehr abhingenden Kernen

2% (1) cos (o — o) — 2, ()] (9) — (s (@) — w1, (9)] cos (&~ ') &, ()

K, =
PV ) (o (@) ~ 22 ()7 (9) cos (a—a) + [z, @) + Do (9) 9 P!
Xxi("l’)d“’ (’l,,7=1,2), (102)
Ly (0. 9) = f = [mlp) — () cos (a—o)1% (@) + [y (9) = y; ()19 (9)
SOV Jo T (@)~ 22 (9) 7 () cos (a—a)+ [z, (p)F + [ (@) — 95 ()}

xz;(pyde’  (2,j=1,2). (103)
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Die Zuriickfithrung auf die vollstindigen elliptischen Integrale (83) und (84)
geschieht durch

J’z” do’ __k 2E (k)
o (@®—2x&cos (a—o)+E+(y—nht (@& (x— &P+ (y—n)¥

f“ cos (a—o')dot’ _k { 2E (k) __G(Ic)}
o (@~2z&cos (a—a)+E+ (Y-t @O |-+ @y—n)? &

. 3 z§ ¥
mit dem Modul k=2 (m) . (104)

Somit folgt aus (102) und (103) fiir ¢,§,=1,2

o0 )
K (g, 9) = ki (g, p) {Eii (@, ¥) Kij (@, ) + Gy (@, 9) Qis (@, 'l’)} (M‘)) s (105)

A
Lyy(p, ) =k E, (¢, ) L ! &(p)] (z@)!
1 (P, ¥) i (@, 9) 1B (@, 9) Ly (@, p) 4 G‘j((p, ) =] \e (@) (106)

oo

[z; (@) — 2 ()19 (@) — ly: (@) — ys (w)] % (@)

it K, (0, ) =2 : 07
mi /(@ v) (2 (@) — 2, ()T + [ (@) — 9, )] (107)
% [ (@) — 2, (W) &; (@) + [y; (@) — y; ()] &4 ()

Ly (g, 9) =2 : 108
(@ v) [r (@) — 2 )P+ [9: (9) — 9, (W) (108)

_ _ (@) —y; ()14 (@) — %: (@) 4: (@) 109
Qz} ('P, 1/") x; (99) 3!7] (w) ) ( )

oy (. ) = 2 zlg) 2 (y) )*, 110
(@ ¥) ([x,- @) T2 @)+ (@) — 9, )T (110)
E. (9, v) = E (ky (@, v), (111)

G (g:v) =G (ky (p.p). (112)

§ 9. Einige Eigenschaften der Kerne K;;(¢, y) und L;; (¢, )

LEMMA 4. Sei (£,7) ein fester Punkt der rechten Halbebene und C* eine in der rechien
Halbebene verlaufende, den Punkt (&,7) nicht enthaltende, glatte Kurve, so ist das Integral

I=J- Pdx+Qdy
c*
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. 2kE(k) (y—mn)  kGUE)(y—n)| /¢

t I >
ma P(x:y) { (x_£)2+(y_77)2+ x& }Vx’ (113
| 2kE(k)(z—§) _kaq £ 114

und dem Modul (104) vom Wege unabhingig, sofern C* in die deformierte Kurve ohne Be
riihrung des Punktes (&, n) dberfiihrt werden kann.

Beweis. Unter Benutzung der fiir die elliptischen Integrale (83) und (84) giiltiger
Identititen (1)
dE 1

FrR A
aG __k _
dk  1—-4°

sowie der logarithmischen Ableitungen von (104)

1ok 1 E-2*+(y—n)?* 1aék_ y—1

kox 22 @+t&f+(y—nm¥ koy  (@+&EF+(y—n)?

o(kE) 1 -2+ (y—n)?
ox 2z (x+ & +(y—n)?

erhilt man (kE - kG),

o(kE) y—n _
oy @+£F+W—nﬁw£ k).
2kG) 1 B-a2*+(y—9) (kaE )
ox 2z (@+EF+(y—n)t 1~ k%)
o(kG)_ y—1 (FE )
R e T VTS X
i 4x&

1- K @&ty

Damit ergibt sich aus (113) und (114) firr alle von (&,#) verschiedenen Punkte (x, y)
der rechten Halbebene

(1) Fiir deren Herleitung benutze man etwa die bei Jahnke—Emde [5] angegebenen Formeln.
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0Q oP {a[ (@ — 5) l/s] _ 2@—& e 52~x+(y~n)2
ox oy |oylx— =&+ -t 222 (@+E+(y—7)°

El &-ty—n) 4aé +g[ 2(y—n) l/g]
é @2z @+ +(y—n)°® @— &+ (y—n)° (x— &P+ (y—n)

2(y—1n) V& y—n
@&+ (=Pt z @+ EP+ (y—n)?

y-n1/8__ y-n 4z }
* xg Vx @+ &+ (y—n)* (— &+ (y—n)* kE

+{_ 2@—&) /€1 E-o+(y-n)
(x—5)2+(1—n)2 x 2z (z+ &P+ (y—n)°

[ 1/5]__ 1 -2+ y—p?
T ox @2 (x+EF+ (y— 7)?

2(y—n) £ y—
(—EF+y—n) z @+ &+ (y—7f

_2[y=n %] y=ny/& ___y-n -
ay[xé 2 ez @'(x+£)2+(y—n)2}kc’

durch elementare Rechnung sieht man leicht, dafl der Inhalt jeder der beiden ge-

schweiften Klammer identisch verschwindet, so da8 damit die Behauptung aus

folgt.

Sarz 4. Die Kerne K;; (@, p) besitzen die Eigenschaft
2n
fo K@, p)do=2n(i—j+1) (i,j=1,2), (115)

wobei die Integrale fiir 1=7 als uneigeniliche Integrale beziiglich der Singularitit bei g =y
aufzufassen sind.

Beweis. Man iiberzeugt sich zunichst, daB die Singularitit von K (p,y) bei
@ =1 schwach genug ist, damit die betreffenden uneigentlichen Integrale existieren.

Da X;{p,p) wegen der stetigen Kriimmung von €, und C, und des aus {107) folgen-
den Grenzwertes
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L _&4(@g(e) —nle)dle) . _ ,
lim Kulo. )= P+ @ 0P (18,

iiberall stetig ist, desgleichen @y{(@,v), ku(p, ) Eu(p, ), so wird also die Singularitit
von K;(p,y) entsprechend (105) durch die Singularitit von Gy(p,y) an der Stelle
@ =7 bestimmt. Diese Singularitit ist aber auf Grund von (86) und (110) durch das
Verhalten des Ausdruckes

[z(p) + 2 (W) + [yig) — yz(w)]z)*} (i=1,2)

_ 237 —
In [4(1~[kulp.p)]) ] =1n {4 ([wz(tp)—xt(w)]2+[yf(¢)—y:(w)]2

an der Stelle ¢ =y gegeben. Aus der Zerlegung

) [x:(g) + 2() P + [y () —wi(p)P . 21/)—99)*}
_ 2y -3 =
In [4(1 =kl p)) M =1n {8 ([z,(q))—x{(«p)m[yiw)-y,-(w)]z s

—%m (4 sin? ’f’—;—"f) (i=1,2), (117)

und dem Grenzwert

lim In
| 2nd

{8 ([xi (@ + 2P+ () @) .,y <P)*}
[2:(p) — 2 (p) ]+ [y (@) — y: (@) 1P 2

=In {82(p) (E(@P+ 5} (=1,2) (118)

erkennt man dann, dal die Singularitit der Ky(p,y) durch

In |2 sin

Y-
2
bestimmt wird, so daf die uneigentlichen Integrale
2n
fo Ky(p,p)dp (:=1,2)

existieren. Aus (105), (107) und (109) bis (114) folgt nun, daB (115) offenbar mit

0, falls (£,7) auBerhalb C,
f Pdz+ Qdy =4 2 n, falls (§,7) auf C, (119)
C
4 7, falls (£, ) innerhalb C,

dquivalent ist, wenn C eine in der rechten Halbebene gelegene, stetig gekriimmte,

doppelpunktfreie, positiv umlaufene geschlossene Kurve ist. Liegt (£,7) aulerhalb C, so



EINE METHODE ZUM RAUMLICHEN NEUMANNSCHEN PROBLEM 109

kann €' auf Grund von Lemma 4 in einen Punkt zusammengezogen werden, ohne daf3
sich der Wert des Integrals (119) dndert. Dieser Wert ist infolgedessen Null. Liegt
(§,) im Inneren von C, so kann C wegen Lemma 4 in einen kleinen Kreis vom
Radius 26£> 0 um den Punkt (&,7) deformiert werden. Dann folgt aus (104), (113)
und (114)

_2526(10) sin @

1+2dcosg

0&(1+28cosp+ 0%t

E(k)sing

P(E+23E cos p,n+28& sin @)= —

Q(E+20¢ cos g+ 28 sin @)= E (k) cos ¢ — 0 G (k)

0E(1+28cos p+ &)Y
k=( 1+2dcosg )*
1+28cosp+6%°
und das Integral (119) lautet
J;Pd:ﬁ— Qdy=2f0 (1525 cos g+ 3% de. (120)

Unter Benutzung von (85) bis (94) folgt gleichméaBige Konvergenz von

lim k=1,
6—>0 -
lim E (k) =1,

6—0

lim (0G(k))=lim {6 In[4 (1 -%*)"#]} = —lim {6 In [§ (1 + 26 cos ¢+ 8% ]} =0
80 30

§—>0

fir alle 0<@<2m, so daBl der Grenziibergang 6 —0 rechts in (120) mit der-Integra-

tion vertauscht werden darf:

dex+Qdy=47t.
c

Liegt schlieBlich (&,%) auf C, so kann C geméifl Abb. 2 in einen Halbkreis um (&,#)
deformiert werden. Nutzt man die Tatsache aus, daB (119) in diesem Falle als un-

eigentliches Integral existiert, so erhalten wir in direkter Abénderung von (120)

24+ cos @
f Pot 7 (k)_l+26 cos ¢ (k)
c

Pdx+ Qdy=21m

=2m.
60 J o (1+28 cos g+ 6% dp=2x
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(E:U)

x

Abb. 2. Deformation des Integrationsweges C.

Sarz 5. Fiir die Kerne L (¢, p) gilt

2
J Ly(p,p)dep=0 (i,j=1,2), (121
0
wobet die Integrale fiir i = j beziiglich der Singularitit bei ¢ =y als Cauchysche Hauptwert:
zu verstehen sind.

Beweis. Aus Periodizitatsgriinden gilt

27 p+2n-6
fo Ly(p,p)dp=1lim L(g,p)de (i,j=1,2),

§—~>0 1p+d

sofern dieser Grenzwert existiert. Wir berechnen zunichst aus (103) fiir 0 <<z und
,j=1,2

p+2n—-0
f Lip.yp)de
y+0

27
T fo [2; () ([ ()] — 2 (@) () cos (x— ') + [2,(p)]* + [ys (@) — y; (W) ) Y13 ™ doc’.
Wihrend hier fiir ¢/ aus Stetigkeitsgriinden direkt J=0 gesetzt werden darf und

(121) somit unmittelbar folgt, fithren wir die Integration iiber o« fiir i=7 auf das
elliptische Integral erster Gattung K (k) zuriick. Unter Benutzung von

27
f (¢*—2z& cos (a— o)+ E+ (y—n)°) Hda' =4 K (k) (& + &)+ (y—)*)

0

mit dem Modul (104) sowie der Periodizitdt von x;(p), y;(p) ergibt sich

veEne 42,(y) K (ku (g, p) ]v’*" :
Ly = =1,2), 122
o e mar= [ S G S e 6712 022

p-0

wobei entsprechend (110)
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z(p)a(y) )& _

ku(p,p)=2 ~1,2 193

oy ([“i @l ) nr) " ) (123)

ist mit gll% kii('l/)i(s, 1/))21 (1=1,2). (124)

Im Zusammenhang mit der Entwicklung [5]
Kk)y= 2> s (1 -k + ( > k(1 —Icz)”) In [4(1—k%71),
v=0 p=0
wobei et =1,

folgt aus (117) und (122) bis (124)

pt2n—8
lim Ly(p,p)de
6—0J p+s
(@) + 2 (WP + [yil@) — v () . ,v—¢)? ( Y- ,p)% p+d
e [49& () {ln {8 ([Zi(lp) 2 )+ 13 (9) — s (W) sin® T) — 3 In{4 sin® e |
80 ([ (@) + @ (9)F + [y (@) — s (W)I)? s

Benutzung des Grenzwertes (118) liefert

prans [ —2x;(y) In (4 sin? '/’_2_‘19) r
li L do=li
im wlp P g = i | T )t 9e(p) — 3 (WP

3->0Jyp+s 50
= 2xi('/’)gi}£ {(([2:(p = 8) + 2 () + [yi(y — 6) — s W)t

—([2i(p + 0) + z ()P + [ys (p + 6) — ()1 7} In (4 sin® } 9)}.

Mit Hilfe elementarer Methoden zeigt man nun leicht, daB dieser Grenzwert existiert

und den Wert Null hat, so daB (121) fiir ¢=j im Sinne des Cauchyschen Haupt-
wertes bewiesen ist.

w8

Die erhaltenen Identititen (115) und (121) versetzen uns in die Lage, das In-
tegralgleichungssystem (99) in der folgenden Weise umzuformen:

1 27
2 bia[we (@) — wul(p)] + py. fo LK (9, ) wa (@) — Ky (@, p)on (p)]dy
1 271
3 f [Ki2 (9, ) 0 (p) — Kz (@, p) wr(yp)]dy
0
1 27
= - 2_7; f [Ly (9, @) wn1 (@) — La(p,y) wnl(‘l’)]dil)
0

1 27
+%f0 [Lio (9, @) 0n2{@) — Lig (@, p) wne ()1dy  (¢=1,2). (125)
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Mit Hilfe dieser Umformung verfolgen wir das Ziel, anschlieBend bei der numerische:
Auswertung der Integralgleichungen ein linear abhéngiges Gleichungssystem zu erhal
ten, welches also gemeinsam mit dem Integralgleichungssystem (125) eine nichttrivial
homogene Losung besitzt. Diese homogene Losung lautet auf Grund von (101) sowis

der in § 5 besprochenen Existenzsitze fiir das betrachtete Neumannsche Problem

Qu(p) = Yulg) (E(@T + (@) (i=1,2), (126,

Yu=(@Y,) aufs, }

wobei
Yo=Y, auf§,

(127)
gesetzt ist(1). Aus (61), (126) und Abb. 1 ergibt sich noch die Normierungsbedingung
2n

. Qu(p)dp=1, (128)

wobei wegen der Wegunabhéngigkeit iiber C, statt L, integriert werden konnte.

§ 10. Zerlegung der Kerne K;; (¢, ) und L (¢, )

Fiir ¢=4 ldBt sich die Singularitit der Kerne (105) und (106) an der Stelle g =y
mit Hilfe von (85), (86) und (117) in der folgenden Weise abspalten:

Kulp) = Kip,p) + Ky o (45102 25%) (i-1,2) (129)

Ly(p,y)=Hii(p,y) + Hi* (@, y) In (4 sin® 1%‘?)

—[P;@,wHPz*(qo,w)ln (4sin“f—;—"”)] gt (=12 (130

dabei bedeuten fiir :1=1,2

Kii(p,p) =ku(p, ) {En (@ v) I?ii (. p)+ é” (, 9) Qulp, "/))} (xi (w)) (1sh

K**( 1 - hod *k M ! 132
i (@) 1 ku(p, ) {EX* (9, 9) K (@, 9) + GI* (@, 9) Qu (9, )} x(p)) (132)

HA (0, 9) = bie(g, 9) { E(@, %) ol ) + G )x‘(w)} (x‘W))k e
@9 =R (@, 9) | Bal@ 9) Dulg: 0) + Gul@¥) D1 )

() Man beachte, daB Y, aus Symmetriegriinden und wegen (61) auf 8, und §, in Richtung von
t fillt und daher auch in dem Ansatz (95) fiir v mit beriicksichtigt wurde.
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ok — * ot o B (@)] (2 ()}
Hi; ((P; 1#) = ’%kn‘((]?,i/)) {Eii*(Wsw)Hii(¢’¢)+ G; z (tp)} (xi (99)) H (134)
P, 9) = k(g 9) Eulgsp) (”—"@)* (135)
it <P;'(/J 11 99,7/) il (P,'lll z, (¢) ’

gk *k i(’l)))%
w0, 9) = — 3 kalp, v) Ed™ (@, ZY) 136
Pi™ (@, v) 3 k(@ p) Ed™ (@, ) (x, @) (136)
mit Holp,9) = Ll ) + etg Y= 2, (137)

E " . [z (@) + (W) + [yslp) ~w: (@) . w—w)*}
s = Ei(g, E: ;) In{8 , (138
Fulp.y) = Bilpp)+ Blg9) “{ <[xi<<p>—xi(w)]2+ i) —mpr " 2 ) [ 139

, . - [zi(@) + 2 (9)P+ (@) =y (@) . 9~ tp) *}
(@, w) = Giig, G 5 T 139
Gi(p,y) (@) + (®:9) In{s ([:v,- @) =2+ o1 () =31 (o) sin® £ (139)

und den abkiirzenden Bezeichnungen

Ei (p.9)=E" (ku(g.v)), (140)
Ei* (@, 9) = E™ (ku(g, 9)), (141)
G} (¢, 9) =G* (kul(p,v)), (142)

i (@, 9) = G™* (ku (g, v)- (143)

Aus (108) und (137) folgt ferner

lim H (g, ) — 2L EP) + 5(0) (@)

r=1,2 144
b P+ P P (144)

und aus (87) bis (94), (110) und (118) ergeben sich fiir (138) und (139) die Grenzwerte

lim Ey(p,y) =1, (i=1.2), (145)
lim Gy (¢, y) = — 1+ In {8() (I&u(@)* + [5: (@) ¥} (i=1,2), (146)

Yy

so dafl E“(q),zp), é“(qn, ¥), G~“(<p, ) und damit die Ausdriicke (131) bis (136) fir alle
Argumente @,y stetig sind und insbesondere numerisch aus den Parameterdarstellungen
fiir C; und €, berechnet werden kénnen. Die dabei vorkommenden Ableitungen % (),
#(p), 9:(p), :(p) denken wir uns dabei durch das in § 6 angegebene Verfahren erklirt,

sofern die Funktionen z;(p), y;(¢) nur an den diskreten Stellen (66) bekannt sind.
8 — 632917 Acta mathematica 109. Imprimé le 1 avril 1963
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§ 11. Linear abhiingiges Gleichungssystem fiir die Tangentialkomponente

Denken wir uns die in (125) auftretenden Kernfunktionen Ky (g,y) und L;(e,y

im Falle i=j gemiB (129) und (130) zerlegt, so geht das Integralgleichungssyster

genommen an den Stellen p=g¢,, x#=0,...,2 N —1, mit Hilfe der Quadraturformel

(73) bis (76) in das folgende lineare Gleichungssystem iiber (1):

2N-1
Z {( ! Kllvy_i'R/l vK].lu,u) wtly (2NK11,uv+Rv [lKllllv) wtlw}

2N
v*l‘
2N-1
TIN & (K124 0eap — K120 0125)
vEp
2N-1
= ﬂzo {(2NH11v[A+Ry VHI].I'[A C,M—v Pl*lwtﬂTuﬂ; Prl*vy) Wnlp
vy
'QLNHII;A»"’"RV qulyv Cv—u Prl;w_T;uy Pffk,w) wnlw}
1 2N-1
+ﬁ 2 (Lngvu @nzu — Lngyw n2y) (=0, ...,2N—1), (147
vpu
2N-1
2 (w49, — wtly)"’ Z (Kot 01, — Kot o 021,)
v#
2N-1 1 1
- z {( K22vy+ Ry 7K22vp) Weau — ( NK;2[MI+ Rw—y K;z*/w) wt2v}
Sin
1 2N-~-1
= 2N 2 (Logvunip— Lgy jy wnty)
i
2N=1 1
+ % {( H22vy+ R[,t vHZva C;A—v P;2vy'_ T,u—v P:ﬂ*vy) Wnau

v
(g Mt Bory Bt = ey Pl =Ty P )

(u=0,...,2N—1). (148)

Durch Addition aller 2N Gleichungen (147), wobei sich identisch Null ergibt,

erkennt man die lineare Abhingigkeit des Systems. Es kann daher eine beliebige
Gleichung in (147), etwa die fir u=0 erhaltene, ohne Einschrinkung der All-

1) Griechische Indizes bedeuten, daB die betreffende Funktion an den Stiitzstellen (66) ge

nommen ist.
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gemeinheit unterdriickt werden. An die Stelle der fortgelassenen Gleichung tritt dann
im Falle der Auflosung des homogenen Systems (in (147) in 148) ist we, = Qupy @i, =0,
=1, 2, gesetzt) die aus (73) und (128) folgende Nebenbedingung

1 2N-1 1
3N 2 g (149)

Handelt es sich um die Bestimmung der Tangentialkomponente der durch (62) fest-
gelegten speziellen Losung des inhomogenen Systems v*, so definieren wir zunichst
entsprechend (101)

wii(p) =vii (@) (G (@) + (@)Y (1=1,2) (150)

* o
mit vh=(@v*) aufs, } (151)

via=(t,v*) auf 8,.

Das Gleichungssytem fiir wy;, geht aus dem inhomogenen System (147) und (148)
hervor, indem man dort w,i,,=wf5,,, t=1,2, setzt und an die Stelle der unterdriickten
Gleichung in (147) die aus (62), (150), Abb. 1 und damit

27
fo o (@) de=0 (152)
2N-1
folgende Nebenbedingung %\7 > whi,=0 (153)
u=0

treten 1a8t.
Durch Summation aller 2 N Gleichungen (148) entsteht

1 2N-1 1 2N-1
BN 2 CTEN B O

Diese Gleichung besagt, daBl jede Losung von (147) und (148) die aus der Rotations-
freiheit fiir v in B folgende Identitit

f(v,ds)=f (v,ds)
I C

im- Sinne der Rechteckformel numerisch exakt enthédlt. Insbesondere bedeutet es damit
keine Auszeichnung, daB den Nebenbedingungen (149) und (153) der Integrationsweg
(), und nicht ¢, zu Grunde gelegt wurde.

Wir bemerken noch, dal es bei den in (147) und (148) auftretenden Summationen

iiber » keine Einschrankung bedeutet, den jeweiligen Summationsindex v =y auszu-
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schlieen, da alle auftretenden Summanden in g und » schiefsymmetrisch sind. Die
hat iibrigens zur Folge, daB die Diagonalelemente K, etc., die auf den Grenzwerte
(116) und (144) bis (146) beruhen, numerisch nicht berechnet zu werden braucher
Damit entfillt auch grundsitzlich die praktische Berechnung des zweiten Ableitunge:
#(p) Gilg) 1=1,2.

Da man sich im allgemeinen nicht auf eine spezielle Vorgabe der Normalkompe
nente v,;,3=1,2, festlegen méchte, empfiehlt es sich, die spezielle Losung v, 1=1,2
des inhomogenen Problems mit Hilfe einer , Randmatrix”’, die allein durch die In
formationen (), 4;(®), i =1, 2, bestimmt ist, in der folgenden Weise numerisch dar
zustellen. Wir definieren zunichst die Spaltenmatrizen (je 4 N Elemente)

Yn10 v Y10
v, = 'Unl..2N~1 C or = v?‘l,f-‘N-l A Ytl..zN-l (154)
Vn20 ”ego Ygzo
Ung,2N-1 Uz, 2N -1 Yison
Losen wir dann das System (147) und (148) nacheinander fiir
1 0 0
o 1 ey = (:’ (155)
0 0 1
jeweils unter der Nebenbedingung (153) auf und seien die Lésungen bzw.
MOO MOI Mo.an-1
vi=| Mo | wro{ Mu | or=| M | (156)
-M4I;71.0 M4I;7-1,l M4N—.l.4N»1
My, My, Mo.av-1
so erkliren wir M= Mo My My an- (157)

M4N~—1.0 M4N—1.1 M4N~1,4N~—1

als ,,Randmatrix”. Zu einer beliebig vorgegebenen Normalkomponente v,, die natiirlich
im Sinne einer geeigneten Quadraturformel der DurchfluBbedingung (36) geniigen muf,

lautet dann die gesuchte Losung des inhomogenen Systems wegen (154) bis (157)

v} =Muv,. (158)
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Die Randmatrix verbindet also unmittelbar die gegebene Normalkomponente mit der
gesuchten (speziellen) Tangentialkomponente. Zur Berherrschung der allgemeinen Losung
des Problems, also zur Bestimmung der durch (61) normierten homogenen Losung
Y, und der Randmatrix M, hat man somit insgesamt ein lineares Gleichungssystem
mit 4 N Unbekannten und 4N + 1 rechten Seiten zu l6sen.

§ 12. Erstes numerisches Beispiel (1)
Wir wihlen als Beispiel fiir C; eine Ellipse und fiir C, einen die Ellipse ex-
zentrisch einschlieBenden Kreis (Abb. 3):

y
02+

02 04 05

Y Y
L

Abb. 3. Die fiir das numerische Beispiel gewahlten Berandungen.

z; (p) = 1,05+ 0,06 cos ¢,
Zy(p)= 1 +0,22 cos ¢,
Yilp) = 0,08 sin ¢,
Ya () = 0,22 sin ¢,

O0<p<2nm. (159)

TaBeLLE 2. Koordinaten und homogene Losung fiir Cy und Cy (2N =12).

14 Tap Laop Yie You Yiiu Yion
0 1,110000 1,220000 0,000000 0,000000 2,108576 1,006577
1 1,101962 1,190526 0,040000 0,110000 2,212149 0,979229
2 1,080000 1,110000 0,069282 0,190526 2,482913 0,857908
3 1,050000 1,000000 0,080000 0,220000 2,631299 0,687474
4 1,020000 0,890000 0,069282 0,190526 2,351649 0,565659
5 0,998038 0,809474 0,040000 0,110000 2,020811 0,504031
6 0,990000 0,780000 0,000000 0,000000 1,902595 0,486001
7 0,998038 0,809474 —0,040000 —0,110000 2,020811 0,504031
8 1,020000 0,890000 —0,069282 - 0,190526 2,351649 0,565659
9 1,050000 1,000000 —0,080000 - 0,220000 2,631299 0,687474
10 1,080000 1,110000 —0,069282 -0,190526 2,482913 0,857908
11 1,101962 1,190526 —0,040000 - 0,110000 2,212149 0,979230

(1) Die numerischen Rechnungen wurden mit einer elektronischen Rechenmaschine vom Typ
Stemens 2002 durchgefiihrt.
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Mit je 2 N =12 Stiitzstellen auf C, und C, sind die Koordinaten z;,, Zsu, ¥4 You, =0, ...
2N -1, in Tab. 2 aufgefithrt. AusschlieBlich mit diesen Informationen wurden ent
sprechend dem in § 11 beschriebenen Verfahren die homogene Losung Y, (Spalten ¢
und 7 in Tab. 2) und die Randmatrix M (Tab. 3) berechnet.

Zur Beurteilung der Genauigkeit der erhaltenen Randmatrix betrachten wir das
auf 8, und S, induzierte harmonische Vektorfeld einer im Ursprung befindlicher
Einheitsquelle:

TaBeLLE 3. Randmatriz M fiir 2 N =12 Stiitzstellen.

o Mo Man Mgz Mg Moy, Megs
0 0,000000 —-0,611089 —0,039016 —-0,156254 —0,027922 —0,056826
1 0,675550 —0,018053 -0,570028 —0,045249 -0 187350 —0,044566
2 0,029627 0,725064 —0,032868 —0,606846 —0,061736 —0,254592
3 0,254772 0,020813 0,685270 —0,038851 - 0,729409 —0,077825
4 0,011911 0,223308 0,016136 0,577373 —0,034575 —0,768574
5 0,054213 0,019475 0,175927 0,018850 0,556912 —0,020345
6 0,000000 0,063057 0,027267 0,160038 0,029629 0,616569
7 - 0,054213 0,015823 0,070075 0,036257 0,192602 0,048491
8 —0,011911 - 0,045809 0,025786 0,080409 0,052833 0,259291
9 —0,254772 - 0,009431 —0,039366 0,027598 0,095748 0,068549

10 —0,029627 —-0,223118 —0,012467 —0,036238 0,022390 0,093995

11 —0,675550 -0,035716 —0,173872 -0,017691 —0,042077 0,012500

12 0,000000 —0,063897 —0,060264 —-0,043119 —0,030670 - 0,017430

13 0,069977 0,020855 —0,042394 —0,055238 —0,052223 —0,044293

14 0,052446 0,056334 0,025402 —0,021825 —0,049050 —0,055108

15 0,025795 0,036718 0,035514 0,017207 —0,015857 —0,043034

16 0,008997 0,019970 0,024904 0,023083 0,009620 —0,018985

17 0,001773 0,012135 0,018571 0,021404 0,020219 0,003984

18 0,000000 0,010201 0,016991 0,021398 0,025668 0,021673

19 -0,001773 0,008956 0,016397 0,021788 0,028944 0,033332

20 —0,008997 0,003396 0,012855 0,019833 0,029082 0,038894
21 —0,025795 —0,009901 0,003602 0,013661 0,024947 0,038791
22 —0,052446 - 0,033338 —-0,013377 0,001013 0,014608 0,030957
23 —-0,069977 —0,061430 - 0,038200 -0,019206 -0,005288 0,011219
4 My M, Mas Mas M,y Moy
0 0,000000 0,056826 0,027922 0,156254 0,039016 0,611089
1 -0,076315 —0,012500 0,042077 0,017691 0,173872 0,035716
2 —0,062850 - 0,093995 -0,022390 0,036238 0,012467 0,223118
3 -0,299356 —0,068549 —0,095748 -0,027598 0,039366 0,009431
4 -0,070012 —0,259291 ~0,052833 —-0,080409 -0,025786 0,045809
5 -0,702432 —0,048491 —0,192602 —-0,036257 —0,070075 —0,015823
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Tab. 3 (Forts.)

c Mg Mey Mgs Moy Moo Mon
6 0,000000 —0,616569 —0,029629 —0,160038 —0,027267 —0,063057
7 0,702432 0,020345 —0,556912 —0,018850 -0,175927 —0,019475
8 0,070012 0,768574 0,034575 —0,577373 —0,016136 —0,223308
9 0,299356 0,077825 0,729409 0,038851 —0,685270 - 0,020813
10 0,062850 0,254592 0,061736 0,606846 0,032868 —-0,725064
1l 0,076315 0,044566 0,187350 0,045250 0,570028 0,018053
12 0,000000 0,017430 0,030670 0,043119 0,060264 0,063897
13 —0,029339 -0,011219 0,005288 0,019206 0,038200 0,061430
14 —0,047018 —0,030957 —-0,014608 -0,001013 0,013377 0,033338
15 —0,048220 —0,038791 —0,024947 —0,013661 —0,003602 0,009901
16 —0,039089 —0,038894 —0,029082 —0,019833 —0,012855 —0,003396
17 —0,022145 —0,033332 —0,028944 —0,021788 —0,016397 —0,008956
18 0,000000 —0,021673 —0,025668 - 0,021398 - 0,016991 —0,010201
19 0,022145 —0,003984 —0,020219 -0,021404 -0,018571 —-0,012135
20 0,039089 0,018985 -0,009620 —0,023083 —0,024904 -0,019970
21 0,048220 0,043034 0,015857 -0,017207 —0,035514 —-0,036718
22 0,047018 0,055108 0,049050 0,021825 —0,025402 -0,056334
23 0,029339 0,044293 0,052223 0,055238 0,042394 - 0,020855
c Mase Mo M Mois Mg1s Moz
0 0,000000 0,472226 0,387072 0,253964 0,136753 0,062323
1 —0,420345 0,180821 0,495177 0,384913 0,277286 0,179610
2 —0,514967 -0,315153 0,317684 0,501170 0,416542 0,324456
3 —0,393497 - 0,516806 -0,175711 0,327530 0,453106 0,421442
4 —-0,217784 —-0,395224 —0,400892 -0,102980 0,208537 0,331362
5 —0,086369 —-0,255031 -0,355709 ~0,304745 ~0,112443 0,089176
6 0,000000 —0,164077 —0,287162 -0,328166 - 0,275998 —-0,154512
7 0,086369 —0,090681 —0,233826 -0,313020 —0,328500 —0,296729
8 0,217784 0,010438 -0,166316 ~0,278534 —0,332928 —0,352882
9 0,393497 0,172112 -0,040334 -0,181238 —0,265943 —0,317763
10 0,514967 0,324203 0,127813 -0,029247 —0,122080 —0,190570
11 0,420345 0,438649 0,265897 0,116693 0,014746 —0,054362
12 0,000000 0,689047 0,064209 0,202774 0,022707 0,049726
13 —0,678846 0,036955 0,692015 0,080074 0,219934 0,053247
14 —~0,019978 -0,8651205 0,072755 0,681958 0,076938 0,221808
15 —0,176225 0.011250 ~0,621034 0,087154 0,658639 0,059054
16 0,031767 ~0,178912 0,026786 - 0,609254 0,074769 0,636677
17 - 0,034881 0,011622 —-0,192172 0,019782 —-0,610510 0,042778
18 0,000000 ~0,072328 —0,017904 —0,208402 —0,000121 —0,615382
19 0,034881 —0,038617 —-0,103530 —0,043585 —0,216673 —0,021461
20 -0,031767 0,005425 —0,063761 -0,117515 -~ 0,057844 -0,216328
21 0,176225 —0,038308 —0,010205 —0,071554 -0,117022 —0,064050
22 0,019978 0,179670 —0,033508 —0,009320 -0,063979 —0,107743
23 0,678846 0,045402 0,186349 —-0,012112 0,013161 —0,038325



120

ERICH MARTENSEN

Tab. 3 (Forts.)

o Mors Mo19 M2 Mo Moo Moz
0 0,000000 -0,062323 -0,136753 -0,253964 -0,387072 -0,472226
1 0,116733 0,054362 -0,014746 - 0,116693 -0,265897 —0,438649
2 0,247689 0,190570 0,122080 0,029247 -0,127813 -0,324203
3 0,364589 0,317763 0,265943 0,181238 0,040334 -0,172112
4 0,357882 0,352882 0,332928 0,278534 0,166316 —0,010438
5 0,222502 0,296729 0,328500 0,313020 0,233826 0,090681
6 0,000000 0,154512 0,275998 0,328166 0,287162 0,164077
7 -0,222502 —0,089176 0,112443 0,304745 0,355709 0,255031
8 -0,357882 -0,331362 —0,208537 0,102980 0,400892 0,395224
9 —0,364589 —0,421442 —0,453106 -0,327530 0,175711 0,516806
10 ~0,247689 —0,324456 —0,416542 -0,501170 -0,317684 0,315153
11 -0,116733 —-0,179610 - 0,277286 -0,384913 —-0,495177 - 0,180821
12 0,000000 ~0,049726 -0,022707 - 0,202774 —0,064209 —0,689047
13 0,085100 0,038325 -0,013161 0,012112 —0,186349 —0,045402
14 0,065571 0,107743 0,063979 0,009320 0,033508 —-0,179670
15 0,216376 0,064050 0,117022 0,071554 0,010205 0,038308
16 0,040354 0,216328 0,057844 0,117515 0,063761 —0,005425
17 0,622672 0,021461 0,216673 0,043585 0,103530 0,038617
18 0,000000 0,615382 0,000121 0,208402 0,017904 0,072328
19 -0,622672 -0,042778 0,610510 -0,019782 0,192172 -0,011622
20 -0,040354 - 0,636677 —0,074769 0,609254 ~-0,026786 0,178912
21 -0,216376 - 0,059054 —0,658639 —0,087154 0,621034 —0,011250
22 -0,065571 -0,221808 —0,076938 ~0,681958 —0,072755 0,651205
23 -0,085100 —0,053247 —0,219934 —0,080074 -0,692015 - 0,036955
D () = 0,08 cos ¢(1,05+ 0,06 cos @)+ 0,0048 sin® ¢
"I (0,06 sin )2+ (0,08 cos ¢)?)? (1,05 + 0,06 cos @)+ (0,08 sin @)’
160
o )_cos @(1+0,22 cos @)+ 0,22 sin® ¢ (o
P71+ 0,22 cos @)2 + (0,22 sin ¢)H)’
V0 (@) = —0,06 sin ¢ (1,05 + 0,06 cos @)+ 0,0064 sin ¢ cos @
1 (@) ((0,06 sin @)%+ (0,08 cos @)} ((1,05+ 0,06 cos ¢)* + (0,08 sin ¢)*)¥’ }
161
— sin @(1+ 0,22 cos @)+ 0,22 sin ¢ cos ¢ ( )
Vo (tp) = .

((1 40,22 cos @)+ (0,22 sin @)?)}

Die numerischen Werte dieser Funktionen sind in Spalten 2, 3, 4 und 6 von Tab. 4

angegeben.

Um die Tangentialkomponente (161) numerisch aus der gegebenen Normalkom-

ponente (160) zu gewinnen, beachten wir zuvor, daBl die Perioden (63) dieses speziellen
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TABELLE 4. Randkomponenten von v auf S; und S, fir 2N =12.

Vtip Veau

——Ae———— ———te———

u Uniy Unoy exakt Naherung exakt Naherung
0 0,811622 0,671862 0,0060 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,766065 0,635457 -0,2992 —0,2989 —0,2926 —0,2929
2 0,563073 0,504020 ~0,6418 —-0,6419 —-0,6062 —~0,6058
3 0,068510 0,204943 - 0,8992 - 0,8992 -0,9316 —0,9322
4 —0,530896 ~0,371362 -0,7959 —0,7959 —1,1486 ~1,1478
5 —0,903108 —1,185005 —0,4348 —0,4348 -0,9172 -~0,9177
6 —1,020304 —1,643655 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
7 —0,903108 —1,185005 0,4348 0,4348 0,9172 0,9177
8 —0,530896 -0,371362 0,7959 0,7959 1,1486 1,1478
9 0,068510 0,204943 0,8992 0,8992 0,9316 0,9322
10 0,563073 0,504020 0,6418 0,6419 0,6062 0,6058
11 0,766065 0,635457 0,2992 0,2989 0,2926 0,2929

Neumannschen Problems auf Grund der Struktur des Quellfeldes verschwinden. Damit
ist aber vy, ¢=1,2, identisch mit der speziellen Losung vf;, ¢=1,2, des inhomogenen
Systems, so daB wir die Randmatrix gemi (158) direkt auf die zu (160) gehorige
Spaltenmatrix anwenden konnen. Das so erhaltene Ergebnis befindet sich in Spalten 5
und 7 von Tab. 4. Der Vergleich mit den zugehdrigen exakten Werten (Spalten 4 und
6 in Tab. 4) zeigt eine am Aufwand gemessene hohe numerische Genauigkeit des
Verfahrens,

Eine dhnliche Genauigkeit werden wir auch fiir die homogene Losung Yy, ¢t =1, 2,
(Tab. 2) erwarten diirfen. Da man die exakte Losung hier jedoch nicht in geschlos-
sener Form kennt, ist man zur Bestimmung des Fehlers auf die wiederholte Durch-

filhrung des Verfahrens mit hoherer, z. B. doppelter Stiitzstellenzahl angewiesen.

III. Das azimutalabhingige Randwertproblem

§ 13. Zerlegung der elliptischen Integrale G, (k)

Unter G, (k) versteht man iiblicherweise die auf vollstindige elliptische Normal-

integrale erster und zweiter Gattung zuriickfithrbaren Funktionen

1 {* cosmyd m [} cos 2myd
Gm<k>=1f e (- 1) f S, (m>0). (162)
e (l—lc2 cos® 1£) o ( sin” ¢)
2

9 — 632917 Acta mathematica 109, Imprimé le 1 avril 1963
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Fiir den Index m sollen nur ganzzahlige Werte in Betracht kommen. Der Zusammes

hang mit den elliptischen Integralen E(k) und G(k) ist gegeben durch die bekannt
Rekursionsformel

_ 2
(2m—-l)Gm+1(k)~4m2k—2k Gu(k)+(2m~+1)Gn_(k)=0 (m=>1) (16:
und Gy (k) = IE_(I‘ZZ, (164
E(k G(k
G'l(lc)=1_(k)2~2 122). (165

Man iibersicht unmittelbar, daB @,(k) als Linearform in E(k) und G(k) dar
stellbar ist. Mit dem Ziel, die Singularitit der Koeffizienten dieser Linearform an de:
Stelle k=1 zu beherrschen, betrachten wir die Zerlegung

Gl = [;—_17 +pm(k>] E(k)+gn(HG(H) (m>0). (166;

Die rekursive Bestimmung der ,(k) und g¢,(k) geschieht dann infolge (163} bis (166)
durch

—_2
(2m—1)pm+1(k)—4mg——£pm(k)+(2m+ l)p,,,_l(lc)=§ﬁ (m=>1),

2 2 (167)
Py (k) =0, py(k)=0,

1.2

(2m—1)gms1(k)—4m %—Ezlc— gn(E)+(2m+1) gm-1(k)=0 (m=1),
(168)

2
9, (k) =0, ¢ (k) = T

Die p,(k), gn(k), m=0, sind also fiir alle 0 < k<1 regulir analytische Funktionen.
§ 14. Integrodifferentialgleichung fiir die Potentialamplitude
Benutzen wir {siehe Abb. 1)
[t’ n] = — €, (169)

so entsteht aus der Integralgleichung (37) durch skalare Multiplikation mit t zunichst
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(t, [m,v])+ {f (€ [, V]X x'}) J‘J‘ (e, [, v]x X)df}
g e

Nun besitzt die Losung des azimutalabhéngigen Randwertproblems aus eingangs

erwihnten Griinden ein einwertiges Potential, und dieses ist fiir ein bestimmtes m>1

von der Form )
u=Ue" (1) (171)

mit von o unabhingigem U. Es folgt auf 8, und S,

Grad u= (%gt +” Ue) ime (2), (172)
Wir nennen die reelle GroBe U die ,,Potentialamplitude” des Problems. Dafl wir damit
dem Potential u komplexe Werte unterstellen, hat seine Bewandtnis lediglich darin,
daBl wir die Glieder mit cos m o und sinm o, m>1, in der Fourierreihe (65) auf diese
Weise sehr leicht gemeinsam beriicksichtigen koénnen. Aus (58), (172) und Abb. 1
folgt weiter

[n,v]=—(a—U~ a-zf’—” Ut) (173)
at
(t.[n,v) =2 Uems, (174)
Nimmt man die in der Form
v, =V, (175)

vorgegebene Normalkomponente (V, hingt wiederum nicht von « ab) hinzu, so ergibt
sich durch Einsetzen von (173) bis (175) in (170) und anschlieBende Multiplikation mit
%7

m

~ime
e

die folgende Integrodifferentialgleichung fiir die Potentialamplitude U auf S, und S,

(1) Die willkiirliche additive Konstante des Potentials % wird im folgenden stillschweigend
durch die Forderung festgelegt, daB das iiber einem azimutalen Kreis genommene Mittel von % ver-
schwindet.

(2) /ot bedeutet die auf 8, und §, genommene Differentiation in Richtung von t.
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{J‘f U/ (enut X—X ) 27 -tm(az a)df ff Ul e t X-X ) gevim(a—a')df'}
eaue x— x) g im@=a) f aU’ e,,e x X)  cim@-a) '}
27”” {.ffs. df — f W3 ze df
= i ’ (ea’xlgl_) —im(a~a’) g4/ Jf ’ (ea,x—X') —im(@-a’) '}
T {le V. 3 ze df . Va 3 ze daf';. (176)

Mit Hilfe von

i

zcosa, ¢y, «sin o),

x
x'=(fcosa’, % &sinda),
t

H

(
= (
(t cos &', ty, &z sina’),
(—sina, 0, cosa),

=

—sina’, 0, cosa)
zeigt sich, daB

(€, Xx~X') [z~ cos (a—a')]t, — (y—7) cos (x—o)L:

rs N ((x®~2x& cos (x—~o')+ E2+ (y —)?)F 1
eine gerade Funktion ist und
(€ e;,x—x:): (y—mn) sin (x—a') (178)
e (2 —2xEcos(a—o') + E2+ (y—n)* )Y
(€, x—x') & sin (x— o)
r T ((@®— 2z & cos (@—a')+ E2+ (y—n)%)} (179)

ungerade Funktionen sind hinsichtlich «—«’. Damit verschwindet aber der Ima-
gindirteil von (176) aus Symmetriegriinden identisch, so dal eine reelle Integrodif-
ferentialgleichung, nimlich der Realteil von (176), zur Bestimmung der Potentialampli-
tude U zu lésen iibrig bleibt.

Durch Transformation auf den in § 5 eingefithrten Kurvenparameter ¢ ergibt sich
aus (176) bis (179)

21
Uilp) + {f Xin(p,w) l(w)dw~fo Xiz(‘P’T/’)Uz(W)d'P}
27
+QLU Yal(e, "P)Ul(w)dw—f Y12(<p,zp)Uz<w)dw}
4 0 0
1. 2 . 2 . 2} d
- f Zaa () ([ W) + [y I Vo () dp

27
—fo Zis (9, ) ([ ()T + [ ()]} Vnz(w)dw} (1=1,2) (180)
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mit den von « unabhdngigen Kernen

* (1 () — 2, () cos (& — )95 () — [yl @) — y5()] cos (o — a') ()

Xi s = - . ’
AP0 | )T - 229 2,0) cos (o — )+ [, (p)F + [56(9) — 95 (@)D
xxi(p) cos [m{x—oa')lda’  (4,5=1,2), (181)
1 [ (@) — . i —a
Yilgrp) = — [y: (p) — y; (w)] 2; () sin (x — ')

m Jo ([z:(@)FF — 2@ (@) ; () cos (@ — a') + [z;(9) P + [y (@) — 3, (9)]P)}
xzy (@) sin [m(x—a')]de’  (4,7=1,2), (182)
Zy(p.p)=— fﬂ [z, {y)]” sin (« — &)
TPV T m Jo ([P - 22,(9)2;(p) cos (a— o) T [2;(9)IF + [1:lg) — 5, (p) )

Xz (@) sin [m(a—o')]do’  (3,§=1,2). (183)

Um die erhaltenen Quadraturen auf elliptische Normalintegrale zuriickzufiihren,
bilden wir mit (162) zunichst

1 [*cosw cos my + sin o sin m
Gz (k) :Z f L Y= ¥ L

dy (m=1)
¢ 2.2 ¥ i
(1 k® cos 2)
und erhalten damit
2n
s (B s ()= [ SPESIPEE ) (184)
0 (l—kzcoszf)
2
27 o ; .
Gm_l(k)wmﬂ(k)%f sin y sin mydy o), (185)

$
v 12 cost L
(1 k* cos 2)

In einer verallgemeinerten Form- lauten (162), (184) und (185)

J‘z” cos [m(x—a')] do’ B G |
o (B2—2zfcos(a—a )+ E2+(y—n)Ht 2(xb)t ntk),

% cos (a—a') cos [m (o — ') do’ B K B
| o bt ™ eyt B~ G B {1,

[Gm-l(k) - Gm+l(k)]

J‘z" sin (x~o) sin [m(a~a')]da’ K
o (@*—2zxfcos(a—a)+E+(y—n)H)t 4(xé)t

wobei der Modul % wieder durch (104) gegeben ist. Denken wir uns in diesen Formeln

Gn(k) und Gpzi (k) gemiB (166) zerlegt, so folgt aus (181) bis (183} fiir m>1 und
,7=1,2
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XU(‘P: y) = ku(‘P, y) {Eu(% ) K, (p, @) — [ku(% 1/1)]2

o Pule: ¥) Ei; (. y) + qu(9, v) Gy (9, v) 9:(v)
2 z;(y)

{+) {(+)

P (25 (@, ) + 2 (0. 9) 1Byl 9) + [ (@, 9) + 657 (@, p) ] Gude, )

4
3
xQﬁ(wm} (%) . (186

LA

[k, 9))° (25" (@, ) — 25" (9, P B (@ 9) + (65 (@, 9) — 05 (9. 9)] Gisp. 9)

yu‘(‘P:'QU): 4m

Yile) — y;(w) 1
N

(+)

) = Ly (@, )T (5 (@, ) — 25" (0, 9)] Eiy @, v) + (45 (9, ) — ¢ (9. )1 Gus g, )

4m
X (:—’E%;)% (188)

Zp,p

mit den Bezeichnungen aus § 8 und den Abkiirzungen

p§i_)(¢’ '*P):?m—l(kii(% W))’ 9!(:‘_)((]?, 7/") =qm—l(ki,‘(¢’ w))’ (189)
i (@ 9) =Pnlky(@,v), i@, ) =ank;(p, p), (190)
25(@, v) = pmerby(@, 9), 457 (@, 9) = gm 1 (ky(@, ). (191)

Mit der Potentialamplitude U,(g), :=1,2, beherrscht man unmittelbar die Tan-
gentialkomponenten von v auf den Berandungen 8, und §,

Uy = th ene (41=1,2), (192)
v¢j=iVajeim¢ (7‘= 1,2); (193)

dabei ist v, =(e,, v) gesetzt, und die (reellen) Amplituden der Tangentialkomponenten
sind wegen (4) und (172) durch

Vulg) = — Ule) (I5(@)P + [l (=1,2), (194)
Vs (@) “aie) (G=1,2) (195)

gegeben.
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§ 15. Zerlegung der Kerne X;; (¢, w), Yu (g, w) und Z; (¢, )

Zur Behandlung der Singularitit der Kerne (186) bis (188) im Falle ¢ =4 an der
Stelle @ =1v zerspalten wir diese Ausdriicke fiir ¢=1,2 entsprechend § 10 in

Xu(p. v) =Xi(p,9) + X3* (g, p) In (4 sin® ‘-‘i;—"’) , (196)
Yu(p,v)=Yi(g,y)+ Y (@, p) In (4 sin? "L;—"—”) (197)
Zulp,y) = Zi (@, 9) + 28" (@, 9) In (4 sin’ ’%1’) (198)

mit den stetigen Anteilen

X (0, p) =ku(p, ) {Eii (@, ) Ku(p, @) — (ks (@, 1I’)]2

« Pulp, ) E, (@, 9) + qule, ) G.(o, v) ¥: (p)
2 Xy (W)

(@, (e, Eii ) 3 (o, (e, ~ii s
— Uy B @)+ (0, 9] B, )+ [0 (@ 9) + 08 (2 9)] Gl w) Qii(‘/”q)):

1
x (%)é (199)

X5 @, p)=— Lkl p) {Ei"i*(qv, ) Ku(y, @) = [kulp, p) 1P

o Pu(@ 9) EZ* (9, 9) -+ ulp, v) Gi* (9, 9) 4: ()
2 x; ('4/))

k()P D@9+ (9 9) B (9. 9) + [l (@, ) + ¢i0(9. )] G (9, )
(1] H 4

2, ¥
x QH(w,«p)} (: 8}’;) (200)

(+)

P [ (9, ) — 05 (9, )] Eus (@, ) + 45 (@, w) — g
v 4m

(@, )] Gulp, v)

Y (o, 1,0) = [ky (o

yilg) — vy (201)

(@) 2 (p))F
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yi* (@, 9) = —} [ku(o, ‘P)]3

X[p§?’(<p,w)~p§?’(¢,w)]EE‘:-*(%?PH[qf(’(qv,w) 4 (@, P)1Gi* (@, v) v: (@) = y: (%) (202
4m (i )xi(w))}’

Zii (s ) = [k (@, )

« [P0 (@, 9) — (9, 9)] Eulp, v) + [0 (9, ¥) — 447 (9. 9)] G (9, ) (xi (w)) oy
am 2 (p)) ‘

ZE (@, ) = — } [kulg, 9)1°

o [P (@.p) — PO (. ) B (9, ) + [4(9, 9) — 6 (9, )] G~ (9, 9) (wi (w))* (204)
4m z(p))

Fiir ¢ =y sind hierin die Grenzwerte (116), (145) und (146) einzusetzen.

§ 16. Linear unabhiingiges Gleichungssystem fiir die Potentialamplitude

Seien die Kerne (181) bis (183) des Integrodifferentialgleichungssystems (180)
im Falle t=j gemiB (196) bis (198) zerlegt, so erhalten wir auf Grund der bereits

benutzten Quadraturformeln sowie der Formel (80) zur numerischen Differentiation

2N-1

Uip= pZO‘DV~QU“ (1=1,2, ¢=0,...,.2N-1)

fiir die Potentialamplitude das linear unabhéngige Gleichungssystem

2N-
1 1

z Xl"uv U2v

2N-1 1
Ulu+ Z ( Xllyr+Rv ,uXII,uv) Ulv 2N A

v=0 2N

2N-1 (2N-1 1 12N12N1
+ z { z (2N Yll;lo+-Rg u llpg) v g} Ulv 2N 2 ( z Y12pgDr g) U2v

v=0 e=0 v=0 e=0

2N-1 2N-1

N—
1
2;) ( leuv+Rv [lle[,w) (x1v+ylv) anv 2N z Z12yv x2v+ yZV) Vn2v

(1=0,..,2N—1), (205)

1 2¥-1 2Nv-1 7
Uz;z'f‘ﬁ 20 KXot Ur — Zo (2N Xiow+ R, #X22#") Vs

12N12N~1 2N-1 (2N-1 1
2N Z ( z Y21;lgDv~—g) Ulv— Z { Z (2N Y22,ug+Rg ,MY22/IQ) }UZu

=0 v=0

1 2N-1 2N-1 1 N ok .2 P
2N z ZZI;MI xlv + ylv)% anv Z 2N Z22,uv + Rv—u Z22;w (z2v + y2v) VnZv
=0

(£=0,...,2N~1). (206)
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Definieren wir die Spaltenmatrizen

U}Q VZLIO

U= U1,2N—1 , Vn= an.ZN—l , (207)
Ut20 V7.t20
2,2N-1 Vn2,2N—1

g0 ist die allgemeine Losung von (205) und (206) offenbar wieder mit Hilfe einer

Randmatrix
MG MR e M§e
M0 = MY MP e M{Tiv (208)
M{Ra0 MR ya - MR yan1
in der Form U=M"V, (209)

darstellbar. Die einzelnen Spalten der Randmatrix (208) sind dabei erklirt als die Lo-
sungen von (205) und (206), wenn man nacheinander die Normalkomponentenamplituden

1 0 0
Vn= (.) ) Vn— !h "7y V"= (.) (210)
0 0 1

vorschreibt. Praktisch bedeutet dieses die Auflosung eines linearen Gleichungssystems
mit 4 N Unbekannten und 4N rechten Seiten.

Im Gegensatz zum azimutalunabhingigen Randwertproblem hat man hier bei der
numerischen Berechnung der Kernmatritzen nicht den Effekt, daB die Diagonalele-
mente herausfallen. Demzufolge miissen die Grenzwerte (116), (145) und (146) und
damit die zweiten Ableitungen #(¢),%;(¢), t=1,2, zur Bestimmung der betreffenden

Diagonalelemente herangezogen werden.

§ 17. Zweites numerisches Beispiel

Wir legen wieder die durch (159) erzeugten torusartigen Berandungen zugrunde.
Die gemdB § 16 berechnete Randmatrix M™ ist fir m=3 in Tab. 5 angegeben
(Stittzstellenzahl 2N =12 auf C; und C,).

Zur Prifung der Genauigkeit betrachten wir die mit einer ganzen Zahl m>1

in B, 8;, 8, erklirte harmonische Funktion

ima

e

u=—. (211)
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TABELLE 5. Randmatriz M® fiir 2 N =12 Stiitzstellen.

o M3 M3 M3 M3 M3 M3
0 0,082425 0,056255 0,038196 0,029084 0,026626 0,027308
1 0,060018 0,076809 0,047012 0,032842 0,029588 0,028792
2 0,047863 0,055227 0,064460 0,040390 0,033106 0,031617
3 0,040999 0,043359 0,045421 0,056110 0,040965 0,035168
4 0,035311 0,036826 0,035045 0,038590 0,058061 0,044078
5 0,032204 0,031762 0,029742 0,029390 0,039132 0,664029
6 0,030808 0,029504 0,025992 0,025196 0,029731 0,042807
7 0,032204 0,028978 0,024771 0,022500 0,025970 0,032872
8 0,035311 0,030902 0,024868 0,021916 0,023665 0,029250
9 0,040999 0,034090 0,026716 0,022217 0,023263 0,026927
10 0,047863 0,039286 0,029338 0,023755 0,023497 0,026330
11 0,060018 0,045359 0,033436 0,025820 0,024823 0,026270
12 0,057550 0,050528 0,037404 0,028548 0,026407 0,026946
13 0,051735 0,052356 0,042635 0,033024 0,029806 0,029103
14 0,042447 0,044755 0,041105 0,035524 0,033175 0,031902
15 0,035418 0,036802 0,034707 0,032888 0,033927 0,034013
16 0,030894 0,031259 0,029149 0,028311 0,031508 0,034271
17 0,028330 0,027812 0,025359 0,024501 0,028127 0,032867
18 0,027498 0,026115 0,023150 0,021964 0,025297 0,030825
19 0,028330 0,026014 0,022326 0,020623 0,023437 0,028959
20 0,030894 0,027401 0,022670 0,020288 0,022469 0,027531
21 0,035418 0,030371 0,024219 0,020809 0,022217 0,026493
22 0,042447 0,035298 0,027070 0,022246 0,022659 0,025849
23 0,051735 0,042479 0,031530 0,024807 0,023998 0,025886
o MI M3 Mg & Mo MG
0 0,027518 0,027308 0,026626 0,029084 0,038196 0,056255
1 0,028055 0,026270 0,024823 0,025820 0,033436 0,045359
2 0,029088 0,026330 0,023497 0,023755 0,029338 0,039286
3 0,031659 0,026927 0,023262 0,022217 0,026716 0,034090
4 0,035214 0,029250 0,023665 0,021916 0,024868 0,030902
5 0,044992 0,032872 0,025970 0,022500 0,024771 0,028978
6 0,066739 0,042807 0,029731 0,025196 0,025992 0,029504
7 0,044992 0,064029 0,039132 0,029390 0,029742 0,031762
8 0,035214 0,044078 0,058061 0,038590 0,035045 0,036826
9 0,031659 0,035168 0,040965 0,056110 0,045421 0,043359
10 0,029088 0,031617 0,033106 0,040390 0,064460 0,055227
11 0,028055 0,028792 0,029588 0,032842 0,047012 0,076809
12 0,027305 0,026946 0,026407 0,028548 0,037404 0,050528
13 0,027869 0,025886 0,023998 0,024807 0,031530 0,042479
14 0,029347 0,025849 0,022659 0,022246 0,027070 0,035298
15 0,031076 0,026493 0,022217 0,020809 0,024219 0,030371
16 0,032458 0,027531 0,022469 0,020288 0,022700 0,027401
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‘Tab. 5 (Forts.)

o M3 M3 ME M3 M3 M3
17 0,033285 0,028959 0,023437 0,020623 0,022326 0,026014
18 0,003553 0,030825 0,025297 0,021964 0,023150 0,026115
19 0,033285 0,032867 0,028127 0,024501 0,025359 0,027812
20 0,032458 0,034271 0,031508 0,028311 0,029149 0,031259
21 0,031076 0,034013 0,033927 0,032888 0,034707 0,036802
22 0,029347 0,031902 0,033175 0,035524 0,041105 0,044755
23 0,027869 0,029103 0,029806 0,033024 0,042635 0,052356

o M3 M3s My MR MRs M,
0 -0,174005 -0,152672 -0,116743 —0,087805 —0,068120 —0,056859
1 —0,162963 —0,164818 -0,131384 —0,097309 —0,073573 —0,059522
2 —0,141767 - 0,157630 —-0,141711 -0,107779 —0,080592 —0,083741
3 —-0,121609 —0,137304 - 0,137721 -0,114857 —0,087991 —0,069268
4 - 0,105957 -0,116725 —-0,121114 —0,111596 —0,092232 —0,074890
5 —0,095978 —0,101160 ~0,103393 —0,099309 - 0,089054 —0,077678
6 —0,092525 —0,092164 -0,090485 —0,086322 —0,080243 —0,074843
7 —-0,095978 —0,089976 -0,083774 —-0,077352 —0,071541 —0,068443
8 —0,105957 —0,093974 —~0,082728 -0,073077 —0,065773 - 0,062402
9 —0,121609 —0,103150 - 0,086225 —0,072679 - 0,063050 —0,058307
10 —0,141767 —0,116574 ~0,093343 —-0,075215 —0,062761 —0,056121
11 —0,162963 —0,133698 ~0,103612 —0,080283 —0,064499 —0,055666
12 —0,230406 -0,161522 ~0,115473 —0,087666 - 0,067022 —0,056706
13 - 0,165499 —0,222627 ~0,145830 —-0,099947 —0,075664 —0,059558
14 —0,128971 —0,156360 ~0,204193 —-0,126398 —0,085292 —~0,066792
15 —0,106806 -0,119114 ~0,140231 —0,183467 —0,109062 ~0,074602
16 —0,092112 —0,100984 —0,106548 —0,122451 —0,165172 - 0,096970
17 —0,085111 —0,087924 —0,091323 —0,092340 ~- 0,106536 -0,152451
18 —0,082034 —0,082317 —0,080714 -0,080138 -0,079797 ~0,095686
19 -0,085111 —0,080560 —0,076873 —0,072024 —0,070244 ~0,071738
20 -0,092112 —0,084526 -0,075999 —0,069549 —0,063839 ~0,083959
21 —0,106806 —~0,091866 —0,079922 - 0,068800 —0,061974 ~0,058163
22 —0,126971 —0,106744 —0,086411 —0,072063 —0,060805 ~0,056248
23 —0,165499 -0,126229 - 0,099570 —0,077062 —0,063356 ~0,054555
o M3 MG Mo MG MG MBs

0 —0,053131 - 0,056859 —0,068120 —0,087805 -0,116743 -0,152672
1 —0,053874 - 0,055666 —0,064499 —0,080283 —-0,103612 —-0,133698
2 —0,056098 —0,056121 —0,062761 —0,075215 —0,093343 —0,116574
3 —0,059823 ~0,058307 —0,063050 —0,072679 ~0,086225 -0,103150
4 —0,064898 —0,062402 —0,065773 —0,073077 - 0,082728 —0,093974
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o M M M3 M M3y M5

5 - 0,070200 -0,068443 - 0,071541 ~0,077352 —0,083774 —0,089976

6 —0,072698 —0,074843 - 0,080243 —0,086322 —0,090485 -0,092164

7 - 0,070200 —0,077678 —0,089054 —0,099309 -0,103393 -0,101160

8 —0,064898 —0,074890 —0,092232 —-0,111596 -0,121114 -0,116725

9 —0,059823 - 0,069268 - 0,087991 —0,114857 -0,137721 —0,137304
10 - 0,056098 —0,063741 - 0,080592 —-0,107779 —-0,141711 - 0,157630
11 —0,053874 —0,059522 —0,073573 —0,097309 -0,131384 —0,164818
12 -0,052201 —0,056706 —0,067022 —0,087666 —0,115473 —-0,161522
13 —0,054175 —0,054555 - 0,063356 —0,077062 —0,099570 —0,126229
14 —0,056504 —0,056248 —0,060805 —0,072063 —0,086411 -0,106744
15 —0,062674 —0,058163 ~0,061974 —0,068800 —0,079922 -~ 0,091866
16 - 0,069835 —0,063959 —0,063839 —0,069549 —0,075999 —0,084526
17 —0,092232 —0,071738 —0,070244 —-0,072024 —0,076873 -~ 0,080560
18 —-0,147868 —-0,095686 —0,079797 —0,080138 —0,080714 -0,082317
19 —0.092232 —0,152451 -0,106536 —0,092340 —0,091323 -0,087924
20 —0,069835 —0,096970 -0,165172 -0,122451 —0,106548 —0,100984
21 —0,062674 —0,074602 -0,109062 —0,183467 —0,140231 -0,119114
22 -~ 0,056504 - 0,066792 -0,085292 —0,126398 —-0,204193 -0,156360
23 —0,054175 —0,059558 —-0,075664 ~0,099947 —0,145830 —0,222627

Die Komponenten des zugehérigen harmonischen Vektorfeldes (4) sind dann auf S,

und 8, gegeben durch
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TaBELLE 6. Normalkomponenten- und Potentialamplitude auf S, und S, fiir 2N =12, m =3.

Ui Usy,
u Vatu Vazu exakt Néaherung exakt Néherung
0 1,976193 1,354197 0,73119 0,73141 0,55071 0,55073
1 1,866976 1,293293 0,74731 0,74731 0,59263 0,59266
2 1,345092 0,988096 0,79383 0,79371 0,73119 0,73116
3 0,000000 0,000000 0,86384 0,86388 1,00000 1,00002
4 —1,690621 -2,390734 0,94232 0,94232 1,41850 1,41849
5 —2,774695 —6,051170 1,00591 1,00591 1,88534 1,88536
6 —3,123061 —8,104810 1,03061 1,03061 2,10725 2,10724
7 —2,774695 -6,051170 1,00591 1,00591 1,88534 1,88536
8 —1,690621 -2,390734 0,94232 0,94232 1,41850 1,41849
g9 0,000000 0,000000 0,86384 0,86388 1,00000 1,00002
10 1,345092 0,988096 0,79383 0,79371 0,73119 0,73116
11 1,866976 1,293293 0,74731 0,74731 0,59263 0,59266

TaBELLE 7. Tangentialkomponentenamplituden auf S; und S, fiir 2N =12, m =3.

th,u Vt2u Vo;l,u Va2u
1 exakt Niherung exakt Niaherung exakt Naherung exakt Niherung
0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -1,9762 -1,9768 ~1,3542 -—-1,3543
1 —0,8084 —0,8006 -0,7467 —0,7467 —-2,0345 —2,0345 ~1,4934 --1,4934
2 -1,7473 —1,7508 - 1,7114 -1,7107 —2,2051 —2,2047 ~1,9762 -—1,9761
3 —2,4681 —2,4705 —-3,0000 -3,0010 —2,4681 —2,4682 ~3,0000 —3,0001
4 —-2,1962 —2,1943 - 4,1409 —4,1398 —-2,77115 -2,1715 —4,7815 —4,7814
5 -1,2015 ~—1,2020 —3,4936 —3,4944 -3,0237 —3,0237 -6,9873 —6,9873
6 04,0000 0,0000 90,0000 0,0000 -3,1231 -3,1231 —8,1048 —8,1048
7 1,2015 1,2020 3,4936 3,4944 —-3,0237 -3,0237 -6,9873 —6,9873
8 2,1962 2,1943 4,1409 4,1398 —2,7715 —2,7715° —4,7815 —4,7814
9 2,4681 2,4705 3,0000 3,0010 —2,4681 —2,4682 -3,0000 —3,0001
10 1,7473 1,7508 1,7114 1,7107 —-2,2051 —2,2047 -1,9762 —1,9761
11 0,8084 0,7467 0,7467 —2,0345 —2,0345 —1,4934 —1,4934

0,8006

Entsprechend bekommen wir fiir das Potential (211) auf den Berandungen

%17 (1,05 + 0,06 cos @)™
@

U

ima

e
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T (140,22 cos g)"

Ul (¢) eimaz’

U2 ((P) eima'

(215)
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Fir m=3 finden sich die exakten Werte der Amplituden von (212) und (215
bzw. in den Spalten 2, 3, 4 und 6 von Tab. 6. Die gemill (209) mit Hilfe der Rand
matrix M® berechneten Naherungswerte der Potentialamplitude sind in den Spalten ¢
und 7 von Tab. 6 aufgefithrt. Tab. 7 enthilt die exakten Werte der Amplituden vor
(213) und (214) und die entsprechenden, aus (80), (194), (195) und Tab. 6 (Spalten !
und 7) numerisch berechneten Niherungen.

Die numerisch berechnete Potentialamplitude (Tab. 6) besitzt eine fast fiinf
stellige numerische Genauigkeit. Allein der Wert U,, enthélt eine geringe Abweichung
in der vierten Stelle. Da sich die Fehler bei der numerischen Differentiation natur
gemdll sehr stark fortpflanzen, bekommt man fiir den Wert Vi, in Tab. 7 einer
verhdltnisméBig groBen Fehler, der jedoch die von der Anwendung her gestellter
Genauigkeitsanforderungen keinesfalls iiberschreiten diirfte. Alle anderen Niherungs.
werte in Tab. 7 enthalten durchweg eine betriachtlich groflere Genauigkeit.

Grundsétzlich kann man durch Vergroflerung der Anzahl der Stiitzstellen jede
gewlinschte Genauigkeit erreichen, wenn man von dem EinfluB der Rundungsfehler
absieht. Weitere Beispielrechnungen, die hier nicht aufgefiihrt werden kénnen, haben
gezeigt, daB mit der Verdoppelung der Stiitzstellenzahl im allgemeinen mehrere richtige
Dezimalstellen dazu gewonnen werden.
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