
Une classe d'espaces fonctionnels de type BMO. 
Application aux int6grales singuli6res 

Martin Meyer 

O. Introduction 

Par analogie avec le (( th6orSme T(1)>>, c'est h dire la condition n6cessaire 
et suffisante de continuit6 sur l'espace L2(R N) 6tablie par G. David et J. L. Journ6 [3], 
on donne ici des conditions n6cessaires et suffisantes de continuit6 des opdrateurs 
d'intdgrales singuli~res sur certains espaces de Besov homog~nes. I1 intervient 
naturellement dans ces crit~res de nouveaux espaces qui y jouent un r61e semblable 
5 celui de BMO dans le thdor~me T(1). Les espaces de ce type sont apparus pour 
la premiSre fois dans l'6tude, par David A. Stegenga [13], des multiplicateurs d'es- 
paces de Sobolev g6n6ralis6s. Dans le thdorame de David et Journ6, l 'op6rateur 
d'intdgrale singuli~re T et son transpos6 T* jouent un r61e symdtrique et la con- 
dition essentielle pour la continuitd-L 2 de T s'6nonce: 

T(1) et T*(1)CBMO. 

On verra que dans notre r6sultat principal (th6orame 4), la condition de continuit6 
"s sur l'espace de Besov homog~ne Bpq est que T(1) appartienne & un espace BMO~q 

(que nous d6finissons), sans qu'intervienne T*(1) - -  sauf pour des valeurs extremes 
des indices s, p, q - -  (voir th6or~me 5). La premiSre d6finition que nous donnons 
des espaces BMO~ (d6finition 4), en termes du paraproduit de Bony, est assez 
compliqude. Au paragraphe III on trouvera des descriptions plus concretes (voir 
par ex. le th6orSme 10) de ces espaces, qui sont tous inclus dans l'espace BMO 
classique (th6or~me 9). 

Ce travail a 6t6 fait sous la direction de M. Yves Meyer & qui j 'exprime ma 
profonde reconnaissance. 
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1. Les ol~rateurs et le probl~me de continuit~-Besov 

A tout operateur lin6aire faiblement continu T de ~ ( R  N) dans N'(R N) cor- 
respond un noyau-distribution KEY(Rr~• on suppose toujours que la restric- 
tion de ce noyau au compl6mentaire f2 de la diagonale est une fonction int6grable 
K(x, y), v6rifiant l'estimation suivante sur f2 

(Ro) IK(x, Y)I ~ C Ix -y l  -N. 

On fait aussi une hypoth6se de r6gularit6 en la premi6re variable 

(RI~) IK(x ,y) -K(x ' ,y ) l  ~ C I x - x ' l " l x - y l  -N-" (0 < ~ ~ 1) 

t . . ~ l  d~s que (x, y)EO, I x - x  I=-~ Ix -y l  (auquel cas (x', y)EQ). 
Une propri6t6 incontournable dans les probl6mes de continuit6 des opdrateurs 

d'int6grales singuli6res est la propridtd d'action bornde du groupe affme ~r que 
nous allons rappeler. Un 616ment 2 de (r est un couple (t, u) (tER*, uERN), agissant 
sur R N par 2. x=u+tx .  Si fes t  une fonction sur R N, on d6finit 2 . f=fx par f z (x )=  
t -Nf((x-u) / t )  (xERN). Si T: ~ ( R ~ ) ~ - ~ ' ( R  u) est un opdrateur, on ddfinit 
2. T=- T z par 

(Taf, g} = tU(Tfx, gx) (f, gEN) 

de sorte clue si le noyau distribution de T a la densit6 K(x, y) hors de la diagonale, 
celui de T~ a la densit6 tNK(u+tx, u+ty). 

D~flnition 1. On dit que l'opdrateur T: ~ - ~ "  vgrifie la propridtd d'aetion 
bornde si l'ensemble des opgrateurs Tz ()~E if) est bornd (dans l'espace des opgrateurs 
faiblement continus de ~ dans ~ ' ) ;  autrement dit, si l'ensemble des rdels (T~f,g) 
est bornd lorsque f et g parcourent une partie bornde de ~.  

Rappelons enfin la d6finition de la distribution (modulo les constantes) 
T(1)E~'/C, qui joue un r61e essentiel ici comme dans le th6or~me de David et 
Journ6. Soit T u n  op6rateur v6rifiant R 0 et RI~; pour route fonction gE~0 (i.e. g 
est une fonction de @ d'int6grale nulle), la distribution T'g,  off T* est le transpos6 
de T, coincide hors du support de g avec une fonction int6grable (plus pr6cis6ment, 
une fonction dont la d6croissance ~ l'infini est en Ixl-N-~). On peut donc d6finir 
la valeur de T*g sur la fonction C = born6e 1. 

D~finition 2. On ddsigne par T(1) l'dlgment de ( ~ 0 ) ' = ~ ' / C  

{T(1),g) = ( 1 , T ' g )  (gE~0). 

Plus g6n6ralement, s i f  est une fonction C ~ born6e, on peut d6finir Tf  comme 
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616ment de ~ ' / C = ( 9 0 ) '  par  la formule suivante 

(Tf, g) = (f, T'g) = lim (ftp,, T 'g)  pour  gEg0 
s  

o~ ~0E9 est 6gale ~t 1 au voisinage de 0, tp~(x)=cp(ex). 
Rappelons tr6s bri6vement l'6nonc6 du th6or6me de David et Journ6: Pour  

qu'un op6rateur T: 9 - - -~ ' ,  dont le noyau v6rifie les conditions R0, R1, et Ra* 
6nonc6es plus haut se prolonge en un endomorphisme de L 2, il faut et il suffit qu'il 
v6rifie la propri6t6 d'action born6e (WBP), que T(1) et T*(1) appartiennent ~t 
l'espace BMO. 

On s'int6resse ici ~t la continuit6 des op6rateurs sur les espaces de Besov homo- 
"s gOnes Bp~, que nous d6fmirons ~t l'aide des blocs dyadiques de la ddcomposition de 

Littlewood--Paley discr6te. Rappelons que celle ci se d6finit au moyen d'une fonc- 
tion ~E@(RN), ayant pour support la couronne Ctl/2 ,21= {u; 1/2 <- lul <-2}, stricte- 
ment positive sur la couronne ouverte, et telle que ~ k = _ = ~ ( 2 - k u ) - - I  pour 
u r  On d6finit alors l 'op6rateur A k sur 6a'(R N) par transformation de Fourier:  

Akf(U)=lp(2--kU)f(U). Si f e s t  un polyn6me, f o 0  est port6e par {0} et Akfes t  nulle. 

D6finition 3. Une distribution tempdrke modulo les polyn6mes fES ' /C[X]  ap- 
partient d B~ si et seulement si la suite (2 *k II& fll~)k~Z appartient dt I~(Z), et l'on note 

lif[l~ = [Z~=_~  ( 2sk llakf[]p)a] 1/~. 

Dans ce travail, nous supposerons toujours sE[O, 1[. 
Dans cette large classe d'espaces de Besov, deux espaces ~ extremes ~) vont 

jouer un r61e primordial pour  l'6tude des op6rateurs: ce sont l'espace fonctionnel 
~< minimal ~ /)1~ et son dual (done << maximal ~ ) / ) o  . L'immense int6r~t pratique 
de / )~  1 tient ~t la possibilit6 de jongler avec diverses d6finitions, que voici 

Q B~ 1 est constitud des fonctions fELlo (i.e. intdgrables et d'intdgrale nulle) 
telles que ~ _ ~  [[Akf[]l<~. 

Par rapport h la d6finition pr6c6dente, on a simplement pr6cis6 la nature des classes 
de distributions temp6r6es consid6r6es : chaque classe contient une fonction int6grable 
d'int6grale nulle et une seule. 

�9 �9 D6finition analogue, mais avec une d~composition de Littlewood--Paley 
continue: soit 0ESe(R N) une fonction radiale, dont la transform6e de Fourier O(u) 
est positive, nulle hors d'une couronne {a<-lul<-b} (O <a<b <~o )  et normalis6e 
par la condition f~  O(tu) dr~t= 1 pour u r  (comme 0 est radiale, cette int6grale 
ne d6pend pas de u#O). Soit Qt l 'op6rateur de convolution avec t-NO(x/t), t>0 .  
Alors 

B~ 1 est l'espace des fonctions .f  E L~ telles que f o ][a, fl[~ dt/t <oo. 
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De plus, cette intdgrale fournit une norme 6quivalente '~ la norme pr6cddente (le 
rapport des deux normes 6tant born6 par des constantes universelles). 

| | �9 L'espace/3~ 1 peut atre d6crit par une ddcomposition atomique. Rempla- 
~ons la fonction 0 ci-dessus par une fonction h du m~me type, mais avec normali- 
sation diffdrente 

(l)  f ~  Ih(tu)l "d t  = 1 pour u r 0. 
d O  t 

A!ors tout gldment f de B~ n peut s'dcrire sous la /brme 

(2) f =  ~ ,  a,).,,oh, avec 2,,~(#, ~ ' ,  la,[ <o~. 

De plus, la borne inf6rieure de .~ ,  la,,] pour toutes les repr6sentations possibles 
de f fournit une norme 6quivalente aux pr6c6dentes (le rapport des normes 6tant 
born6 par des constantes universelles). 

En fair, il est tr6s utile d'assouplir les hypoth6ses sur h~/~~ La d6monstra- 
tion de l'existence d'une d6composition (2) repose uniquement sur (1), et non sur 
les propri6t6s relatives au spectre de h, etc. Or un lemme classique affirme que, si 
hEL~ satisfait "~ lh(x)]<-M(l+]x[) -u-a, l'int6grale (1) est born6e en u; si h est 
de plus radiale, cette int6grale est une constante finie, et la relation (1) est satisfaite 
apr~s normalisation. En particulier, dans la d6comFosition atomique de /~~ 1, on 
peut prendre pour fonction h u n  glgment radial de -q o, convenablement normalis6. 

Pour des d6monstrations de ces r6sultats, on pourra consulter [10], [14], off 
figure aussi la remarquable propridtd de minimalit~ de l 'espace/?~ 1 : 

Th~or~me 1. Soit C un espace de Banach de fonctions localement intdgrables sur 
R u, telque l'injection naturelle de g dans ~" soit continue, et que g e t  sa norme soient 
invariants sous l'action de ~. 

Supposons que g contienne ~o, ou un seul glgment h de f3~ satisfaisant ?t (1). 
Alors g contient B~ 1 et l'injection de [3~ dans 8 est continue. 

La d6composition atomique de/~0 permet de caract6riser facilement son dual: 
la notation 0 ayant la m~me signification que plus haut, ce dual est l'espace des 
distributions ~ modulo les constantes, telle que 

sup 1(,2.0, ~)1 < ~  ou sup IlQ,~I]= < ~  
2 E ~  t 

(propri6t6s 6quivalentes). On reconnalt sur la seconde forme la d6finition d e / ) o =  
au moyen d'une d6composition de L i t t l ewood lPa ley  continue. On notera qu'une 
telle distribution ~b est toujours temp6r6e. 

Nous aurons enfin h utiliser un r6sultat de P. G. Lemari6 (voir [5]) dont la 
d6monstration repose d'ailleurs sur une autre d6finition de Bp~ pour 0 < s < l ,  au 
moyen des modules de continuit6-LP: 
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Th6or~me 2. Soit ~E]0, 1], et soit T u n  opgrateur vgr~ant R0, R u et possgdant 
la propriJtd d'action born~e. Si en outre T(1)=0 ,  T s'gtend en un opgrateur con- 
tinu de [3~ clans lui-mdme, pour sE]0, e,[ et p, qE[1, oo]. 

Dans ce travail, nous nous proposons de donner une condition ndcessaire et suffi- 
sante de continuit6-Besov, pour  un op6rateur T satisfaisant aux hypoth6ses clas- 
siques R0, R~,. 

Nous commencerons par remarquer que la propriJtg d'action bornge est ngces- 
saire pour la continuit6 Besov: 

Proposition 1. Soit un op~rateur T dont le noyau vdrifie R0, et soit sE]0, l[. 
Si T e s t  continu de [3~ clans lui m~me, ou continu de f3~ dans L 1, T vdrifie la propridtd 
d'action bornde. 

Preuve. D6signons par E l ' e s p a c e ' s  E '  Bpq, par son dual, par ll 11 et II I1' les 
normes correspondantes. Remarquons que la norme de E poss6de la propri6t6 
d'homog6n6it6 

llf~ll = tN/P-S-NI[f[I 2 = (t, u) 

off comme pr6c6demment f z ( x ) = t - N f ( ( x - - u ) / t ) .  De m~me, l'homog6n6it6 de la 
norme de E" est 

llgxll' = t ~-N/p Ilgll'. 

Supposons que T soit continu de 9 (muni de [I l]) dans E, et soit IlZll sa norme 
d'op6rateur. Soient B une partie born6e de 9 au sens usuel de la th6orie des distribu- 
tions,/~ de m~me une partie born6e de 90; B e t  fl sont alors born6es dans E et E '  
respectivement, et on a donc pour  fEB,  gE/~, 2 =(t ,  u)E ~, le crochet ( , )  exprimant 
~t la lois la dualit6 entre 9 et 9 '  et entre E et E" 

I(T~f,g)l  = tnl(T(fx) ,gx) l  ~= tNIITI[ []fx[l llgxlt' ~ C < o o .  

Nous allons utiliser R 0 pour  lever la restriction d'int6grale nulle impos6e aux gEfl, 
et obtenir la propri6t6 d'action born6e. 

Soit B 1 une partie born6e de 9 .  On peut supposer sans perte de g6n6ralit6 que 
tousles  616ments f de B e t  h de B1 ont une valeur absolue ~= 1 et ont leur support 
dans la boule unit6 de R N. Soit a un vecteur de norme 3 (par exemple), et soit ha(x) -- 
h ( x - a ) ,  g = h - h  a. Lorsque h parcourt B1, g parcourt une partie born6e de 90, 
et l'in6galit6 pr6c6dente nous donne 

sup I(T~f, h - h ~ ) [  <= C <~o. 
f ,  h, ,~ 

I1 reste ~t majorer sup I(Txf, ha)l. Or les supports de f et h a sont disjoints, et 
f , h ,  ~, 
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on peut utiliser le noyau de T 

qui d'apr6s R 0 est major6 en valeur absolue par la constante 

Ct-N f f  Ix -yI -N dx dy. 
d d [ x - - V  =~t 

y - - v - - a t  ~ t  

Si l 'on remplace la continuit6 Besov par la continuit6 de/~~ 1 dans L 1, le raisonne- 
merit dolt ~tre modifi6 de la mani6re suivante: la norme 11 I[ est celle de/3~ 1 et la 
norme [] []' celle de L~;  B e s t  une partie born6e de ~o, fl une partie born6e de ~ ,  
et pour obtenir la propri6t6 d'action born6e, c'est sur les 616ments de B que la restric- 
tion d'int6grale nulle dolt ~tre lev6e. On est alors amen6 5 majorer ](Tah*, g)] au 
lieu de ](T~f, h")l. Les d6tails sont laiss6s au lecteur. 

La proposition suivante est essentielle pour toute la suite: elle explique le 
�9 ~  r61e primordial des espaces B~ et B== dans la caract6risation des op6rateurs con- 

tinus-Besov. 

Proposition2. Si T vdrifie les hypothOses Ro, Ru et poss~de la propri~td 
d'aetion bornge, T(1) appartient ~ [3~ 

Preuve. Grace h la d6composition atomique de /3~ pour montrer que T(1) 
appartient h ~0 - t B  o V il suffit de montrer que l 'on a 

sup t(T(1), hx}l <oo 

ott h est un 616ment de ~0 satisfaisant ~ la condition (1) 

I o Ih(tu)l~ = 1 pour  u r O. 

On peut supposer le support de h contenu dans la boule unit6 ferm6e BI(0). Posons 
1=~+~/, off CE~ vaut 1 sur B2(0) e t a  son support dans Bs(0). Pour chaque 
2=( t ,  v)Eff on a I=tU~z+tNr/z,  et doric 

(T(1), ha) = tN (Z r h~)+ tN (rh, T* h~). 

Le premier terme s'6crit aussi (Tx~, h); il est born6 uniform6ment en )~ par  hypoth6se 
(propri6t6 d'action bom6e). Le second terme peut s'exprimer au moyen du noyau 
de T hors de la diagonale, et vaut 

t~ f f  K(x. y) h~ (x) ,~ (y) ax ay = e f f  tK(x. y ) -  K(~. y)] h~ (x) ,a(y) ax ay 

car h a est d'int6grale nulle. Par construction des fonctions ff et ~/, on peut restreindre 
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le domaine d'int6gration ~t l'ensemble Ix-vl~@ ly-vl; appliquant alors R~ on 
obtient alors un majorant 

C[[h[{o. t-" f f  I x - v l q x - y l  - ' - ~  d x d y  = Ctthllo. 

qui ne d6pend plus de 2. [] 

2. Caract&isation des op~rateurs continus-Besov 

Nous allons montrer pour commencer que le paraproduit de J. M. Bony con- 
serve, lorsque le facteur appartient ~t/)o , les propri6t6s remarquables 6tablies par 
G .  David et J. L. Journ6 dans le cas o{t le facteur appartient ~t l'espace beaucoup 
plus restreint BMO. 

Rappelons d'abord la d6finition du paraproduit. Reprenons la fonction 
~ C ~ ( R  n) qui nous a servi h d6finir la d6composition de Littlewood--Paley, et 
posons pour u ~ 0  

(1) ~p(u) = ~a~x~(2ku)  (et rp(0) ----- 1) 

fonction de ~ qui vaut 1 au voisinage de 0. D6finissons les op4rateurs S k par la 
formule 

(2) say(u)  = q~(2-au) f ( u )  

off f d6signe une distribution temp6r6e; S k f e s t  une fonction C =. 
Soit alors /3 une distribution temp6r6e (que nous appellerons le facteur du 

paraproduit); on d6finit le paraproduit n( f l , f )  comme la somme de la s6rie de 
fonctions C = 

(3) Z ~ = _ ~  Akf lSk-3 f  

lorsque celle-ci converge dans 5P'. Dans toute la suite, /~ sera un 616ment fix6 de 
/}o , et Hp d6signera l'op6rateur de paraproduit de facteur/L 

Th4or~me 3. L'opdrateur 1-I~ satisfait gtla propridt~ d'action born&. Son noyau 
distribution L~ est de classe C ~ dans le compl~mentaire [2 de la diagonale de R n X R  N 
et v&ifie les estimations 

(4) ID~D~'La(x, Y)[ <---- C=, I[/~ll~ [ x - y l  -lv-I~l-t~'l 

(entralnant en particulier R0 et Ra, pour e=  1). En outre Hp(1)=~ et /-/J(1)=0. 
Avant de commencer la d6monstration pr6cisons tout de suite clue, si fl et f 

sont dans Se', le spectre du produit Aafl. S a - a f  est contenu dans la somme des 
spectres des facteurs, qui est une couronne 2k-3cts, z~+~l, qui est tt nouveau une 
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dilatde dyadique d'une couronne fixe. II est alors naturel d'utiliser, pour 6tablir la 
propridt6 d'action bornde, le lemme suivant: 

Lemme. Soit (T.).e z une suite bornde d'endomorphismes de L 2. Alors. si les 
opdrateurs A. sont construits gz partir d'une fonction ~b gt support dans une couronne 
Ct..b I de dimensions quelconques, la sdrie ~ . e z  A,,oT,, ddfinit un op&ateur continu 
de 50 dans 5 a" possOdant la propridtd d'action bornde. 

En effet, supposons que f et g parcourent une pattie born6e N de .9' ; alors 
pour chaque n, comme A. est autoadjoint, on a pour 2=( t ,  u)Cf# 

tNl(A.Y.fx, ga}l = tNl(T.f~., A.g~.)l <= t~']lT.f~.l]z]]A.g~,ll~; 

mais IfT.fx[]z<=Ct -N/2 (C d6pendant de ~ et de sup. JIT.H). I1 reste donc • vdrifier 
une indgalit6 de la forme ~ , , c z  {IA.gzll.. <=Ct-u/~. Cela se ram~ne d'apras Plan- 
cherel h 

Z . e z  [I;~r.~:.ll2 -<--- C t  -N/2 

off Zr. est la fonction caractdristique de la couronne F.=2"Ct~,b I. Cette norme 
t-N~2 ^ valant aussi IIZtr g][2, tout revient 5 borner inddpendamment de t u n e  expres- 

sion de la forme 

Z. z Ig(u)l= du) 

Cette somme reprend la m~me valeur lorsqu'on remplace t par t/2, on peut se 
restreindre ~ t~[1, 2], puis 61iminer t en dilatant N. Nous laissons alors les d6tails 
au lecteur (pour n<0 ,  il suffit d'utiliser le fait que ~ est born6 dans L% et pour 
n > 0  une majoration uniforme ]~(u)[ ~C(1  + lu[) -p avec p = ( N +  1)/2). 

Pour appliquer le lemme, on revient aux consid6rations pr6c6dant l'6nonc6: 
on prend T.=A. f l .  S .-3,  l 'opdrateur A. 6tant relatif ~t la farnille initiale de cou- 
ronnes dyadiques, non gt celle du lemme, de sorte que avec les A. du lemme (Ct.,b J 
6tant bien choisie) on a T / 8 = ~ .  A.oT.. Le point essentiel est de vdrifier que lIT.I[ 
est uniform6ment born6, et cela nous est assur6 par la condition f l E / } o  (d6fini- 
tion 3), A.fl 6tant uniform6ment born6 dans L ~. 

Des estimations (4) sur le noyau Lp, nous ne ddtaillerons que les deux cas 
l e l= le ' l=0 ,  ]e ]=l ,  ]~'1=0 - -  pour l'exemple, et aussi parce que ees in6galit6s 
entralnent (R0) et (Rn). On a formellement (nous justifierons ensuite) 

(5) Lp(x, y) = X . c z  2N~"-3' A. f i (x )~(2"-a(x -y ) )  

off ~(x) est la transformde de Fourier inverse de ~o(u), et appartient gt ~ On volt 
sans peine que route fonction f~Se satisfait, quel que soit p{N.  ~t une estimation 

(6) Z k e z  2*{N+")l/(2kx)l <---- C(p , f ) I x l -U-<  
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On en tire d'abord, en faisant f = ~  et p = 0  

ILp(x, y)l <= CIl/~ll~ [ x -  yl -N 

car les A,fl sont uniform6ment born6s par la norme de ft. 
L'expression de DjL#(x, y) (off l 'on d6rive par rapport h x) comprend 

deux termes. L'un fait op6rer la d6riv6e sur ~ et se traite comme ci-dessus, 
en utitisant l 'estimation (6) pour f=Djq~, ce qui donne bien une majoration par 

C[lf l[ l~ -N-1. L'autre fair op6rer D~ sur A . f l = f l . ~ . .  o~t O. (u)=O(2-"u)  en 

posant o=Ds~, D i A . p = f l . D i ~  . on a 

Dja./~(x) = 2"(/~, 2"%(2"(. -x))) .  

Or Q appartient 7t 5:0c/}~ et la norme de cet espace est invariante par dilatation, donc 

IIO#. /~l l=  <- 2n [I QII2111/~[l~ 

En appliquant alors (6) avec f=~o et p = l ,  on obtient pour [u[=l  

I[D~L#(x, Y)II <= Cll/~l[~ [ x - y l  -N-I~'I. 

Nous sommes partis d'un calcul formel sur l'expression (5), mais ce calcul est ri- 
goureux si l 'on somme seulement pour -v<=n<=v. Les distributions correspon- 
dantes L~ convergent dans ~ ' (RNXR N) vers le noyau-distribution de l 'op6rateur 
de paraproduit. Les majorations 6tablies ci-dessus 6tant uniformes en v, nous lais- 
serons le lecteur achever la preuve. 

Les in6galit6s que nous avons 6tablies entrainant les estimations R0 et Ral, 
nous savons d6finir FlplE~'/C (d6f. 2), et nous allons utiliser le fait que, si h E ~  
est 6gale/t 1 au voisinage de 0, on a pour gC~o 

(7) (/7# 1, g) = lira (h~, H~(g)) off h,(x) = h(ex). 
g ~ 0  

Nous avons fait remarquer plus haut que les estimations (4) - -  et en particulier R0 
et R~ - -  sur les sommes partielles L~(x, y) de - -v / l  v dans la s6rie (5) sont uni- 
formes en v. I1 est facile de voir alors que II31 tend vers/7# 1, le passage ~ la limite 
6tant uniforme en v lorsque e-~0. Les estimations (4) 6tant sym6triques en x et y, 
(7) on a d'ailleurs la m~me remarque p o u r / / ~  1. 

On a 1-l#f=~. U.f. off Unf=A.f l .S~_3f  et U*.f=S._8[(A.fi)f]. Les re- 
marques pr6c6dentes nous autorisent ?t 6crire H a 1 = ~ .  U. 1 = ~ .  A.fl=fl. et H~ 1 = 

Z .  u.*l=0. 
Forts de ces propri6t6s du paraproduit, introduisons ~ raide de ce dernier une 

famille d'espaces fonctionnels inclus d a n s / ~ o  : 

Definition 4. Soit fie ~o . Nous dirons que fl appartient dt BMO~q si l" opdrateur 
de paraproduit II# est continu de [~q dans lui-ms et la norme de cet op~rateur 
sera alors, par dOfinition, la norme de fi dans BMO~q. 
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Le crit6re de continuit6-Besov est ~t present un jeu d'enfant: 

Th~or~me 4. Soit T: ~ @ '  un opdrateur satisfaisant aux conditions R 0 et RI, .  
Pour que T se prolonge en un endomorphisme born~ de Bpq,'s avec avec 0<s<s ,  iI 

faut  et il suffit que T posskde la propri~td d'action born6e, et que T(1) appartienne d 
BMO~q. 

Preuve. Nous avons vu dans la Proposition 1 du paragraphe pr6c6dent que, 
si T est continu de /~q dans lui-m~me, T poss6de la propri6t6 d'action born6e. 
Mais alors la Proposition 2 nous assure que fl=T(1) appartient h /~o . Le th6o- 
r6me3 nous dit alors que l'op6rateur To=T--l-lp poss6de la propri6t6 d'action 
bom6e, les propri6t6s R0 et  RI~ , et que To1 =0. D'apr6s le th6or6me de Lemari6 
(th. 2), To est continu de /~q dans lui-m~me pour 0<s<e .  Par diff6rence, on a 
la m~me propri6t6 pour //p, et cela signifie (par d6finition!) que fl appartient a 
BMO~. 

Inversement, si T poss6de la propri6t6 d'action bom6e et satisfait a R0 et R~, 
la condition fl=T(1)CBMO~ entraine que T=T0+Hp est continu de / ~  dans 
lui-m~me. 

Bien entendu, ce th6or6me n'est utilisable que si l'on a donn6 d'autres descrip- 
tions des espaces BMO~q. On trouvera dans [7] une description de BMO~ ana- 
logue h la caract6risation de BMO h partir des mesures de Carleson v. th6or6me 12. 

D'autre part, on a suppos6 s>0  dans le th6or6me 4. L'6nonc6 suivant (d6- 
montr6 dans [7]) montre a quel point la situation peut ~tre diff6rente pour 
s=0:  

Th~or6me 5. Supposons que T satisfasse aux conditions Ro, RI~ et RI*. Pour 
que T se prolonge en un endomorphisme born~ de B~ 1, il faut  et il suffit que T pos- 
skde la propridtd d'action born~e, que T(1) appartienne h BMO~ et que l'on ait 
T*I=0.  

L'espace BMO~ admet, lui aussi, une caract6risation en termes de mesures de 
Carleson. 

3. Quelques remarques sur les espaces de type BMO 

Enonr d'abord une caract6risation de BMO~q, sans paraproduit ni d6com- 
position de Littlewood--Paley, qui se d6duit sans effort de ce qui pr6c6de. 

Th6or~me 6. Supposons sE]0, 1[, p, qE[1, co[. Alors 

BMO~ = {fl = T(1); TERo, TCRI~ (e > s) et T: [3~q ~ [3~q} c [3~ 

En effet, soit T u n  op6rateur v6rifiant Ro, RI~ et continu de/~q dans lui-m~me. 
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Posons T(1)=/~; alors T o = T - H  a v6rifie les hypotheses du th6or6me de Lemari6, 
et done est continu / ~ ;  par diff6rence il en est de m~me du paraproduit, donc 
aEB  . 

Examinons le lien entre BMO~q et les multiplicateurs ponctuels des espaces de 
Besov homog6nes. 

Th6or6me 7. Les hypothdses sur s, p, q dtant les m~mes que ci-dessus, l'espace 
M(B~) des multiplicateurs ponctuels de B~q est l'intersection BMO~anL ~*. 

En effet, si f E M ( / ~ )  le noyau-distribution de l'op6rateur de multiplication 
My est port6 par la diagonale, de sorte que les conditions R0, RI,, R*I~, ... sont 
toutes trivialement v6rifi6es. 

Pour que l'op6rateur My soit continu d e / ~  dans lui mSme, il faut et il suffit 
alors que My 1 = f  appartienne gt BMO~, et que My poss~de la propri6t6 d'action 
bom6e. Mais il est imm6diat de v6rifier que suPt, uIff(x)~p~((X--U)/t)dxl<=ct-N (0~ 
r est normalis6e au sens L ~) 6quivaut h If(x)l<-C p.p. 

Remarque. Nous avons suppos6 s~0.  Les caract6res e *~'* non triviaux ne 
sont pas des multiplicateurs de/~a ,  donc L=~: BMO;~. Cela contraste avec le cas 
s=0,  ofl BMO~ contient L**. 

Nous allons voir maintenant comment la caract6risation de certains com- 
mutateurs continus-Besov peut mener ~t l'inclusion de tous nos espaces BMO~ 
dans l'espace BMO classique. Nous d6signons par 17 l'op6rateur potentiel de Riesz, 
et par I - ~ = ( - A )  ~/2 son inverse, pour 0<~<1 .  Soient aE/3~** (en d'autres 
termes, une fonction h/51d6rienne d'exposant ~) et Mo l'op6rateur de multiplication 
ponctuelle correspondant. On sait d6fmir le commutateur C]=[Ma, I-Y], calculer 
son noyau hors de la diagonale 

Kr~ (x, y) = (a(x)-a(y))  I x -  yl -n-~ 

qui v6rifie les conditions R0, R~ et R~, et calculer la distribution C~(1)= - I -~(a) ,  
bien d6finie comme 616ment de B~ De plus, pour f . g E ~  on sait donner 
un sens ~ la formule (C]f, g)=(a, g I - r f - f l - ~ g ) .  Pour tous ces r6sultats, on con- 
sultera [7]. 

Le crit6re de continuit6-B~,a appliqu6 h C~ fournit alors l'~nonc6 suivant, par 
simple traduction: 

Th~or~me 8. Soient ?E]0, 1[, sE]0, ?[, p, qE[1, o~[, aE/~L~. Pour que 
[Ma, 1 -y] soit continu-B~, il faut et il suffit que I-~(a) appartienne ~ BMO~a. 

D'autre part, on a: 

Lemme. Si C~ est continu-B~a, l-r(a) appartient d BMO. 
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En effet, le transpos6 de C~ est - C ~ ;  la continuitd-/);q de C,  ~ entralne donc 
la continuit6-B~. (o4 p', q" sont les exposants conjugu6s de p, q). Par interpolation 
complexe, on en d6duit que C, ~ est continu sur L 2. Mais par ailleurs, d'apr~s un 
thdor~me de M. A. M. Murray, [11], la continuit6-L 2 du commutateur C, ~ 6quivaut 
~t l'appartenance h BMO de C~(1 )= - I -~ (a ) .  

En combinant le th6or~me 8 et le lemme pr6c6dent, on obtient: 

Th~or~me 9. Pour sC]0, 1[, p, qC[1, ~[,  on a B M O ~ = B M O .  

En effet, soit J~BMO;qc /~~  et soit a = I ~ ( f ) ;  il est classique (cf. par 
example le livre de Triebel [14] ou Peetre [12]) que a appartient h /3~=, et alors 
I - ~ ( a ) = f  appartient ~t BMO d'apr~s le lemme. 

R6capitulons les inclusions obtenues: 

( BMO~,q. 
M(/3~q) = L ~c~BMO~q BMO --- "0 

L ~ 

Venons-en ~ quelques propri6t6s plus ardues, en ce sens qu'elles exigent une 
caract6risation << ~ la Littlewood--Paley >>, rnais sans paraproduit, des espaces 
BMO~q. Nous ne donnerons plus de d6monstrations d6taill6es, nous bornant 
renvoyer ~ [7]. 

L'outil fondamental est le lemme suivant: 

Th6or6me 10. Soit flCB ~ ~ : pour que fl appartienne d BMO~q, il faut  et il 
r" "S ~uffit que pour toute fonction f~.Bv~ la suite {2"Sll(A,fl)(S~_3f)lJp},ez appartienne 

l q (Z) (la norme de cette suite d3finissant une norme dquivalente dz la norme BMO~q). 

En utilisant alors des estimations pr6cises de la suite IIs~fll~ pour f dans la 
boule unit6 de "~ Bpq, s<N/p ,  on obtient les inclusions suivantes 

Th6or~me 11. Soient sE]0, 1[, p, q6[1, ~[. Pour s<N/p ,  BMO~a contient 
rC/p (avec injection continue) pour s>=N/p, BMO~q est rdduit d {0}. n P l  ~ 

Nous allons terminer par des remarques sur BMO~2 et BMO~.  
On peut voir directement, sans utiliser le proc6d6 menant au th6or6me 9, 

que BMO~2 est inclus dans BMO, en utilisant le th6or6me 10 et la caract6risation 
de BMO au moyen des mesures de Carleson. On volt ais6ment par interpolation 
que tout multiplicateur de l'espace de Beppo Levi /3~2 est aussi multiplicateur de 
l'espace de Sobolev (inhomog6ne) B~z=L~. En utilisant la caract6risation capa- 
citaire des multiplicateurs des espaces de potentiels de Bessel L~ donn6e par D. A. Ste- 
genga [13], R. Johnson a donn6 un crit6re 616gant d'appartenance ~ M(L~). Nous 
tirons de ce travail le r6sultat suivant [4]. 
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Soit f2 un ouver t  de R N, et soit Caps ( f 2 ) = i n f  {([IfIIz2)2;f>=O, IS(f)>-_l sur f2} 
off I s est c o m m e  ci-dessus l 'opdrateur  potent iel  de Riesz d 'o rdre  s. Soit ~ l 'ouver t  
de R N •  form6 des (x, t) tels que la boule  { l y - x l < t }  soit contenue dans f2. 
Enfin, h toute  fonct ion fiCL=(R u) associons son p ro longement  ha rmonique  fl(x, t) 
sur  R N •  et la mesure  posit ive 

m+2 O t).2]dxdt" d#a (x, t) = t -  -~-  fl (x, 

Th6or6me 12. Pour que fi appartienne d M(/)~2 ), it faut et il suffit que fl appar- 
tienne d L~, et que la mesure pp v~rifie une condition du type 

/ ,~(~) -< C Caps (f2) pour tout ouvert f2 de R N. 

Nous  avons sur tout  consid6r6 les espaces BMO~q pour  s > 0 ;  donnons  quelques 
r6sultats sur BMO~ Soit O(x) une fonct ion de S(RN), radiale, ~ t ransform6e de 
Four ier  posit ive support6e  pa r  une couronne  Ct~,b]; c o m m e  d 'hab i tude  0t(x)---- 
t-NO(x/t) et Qt est rop6ra t eu r  de convolut ion pa r  0~. 

B 0 Th6or~me 13. Soit [3C oooo; pour que [3 appartienne h BMO~ il faut et il 
suffit que la mesure sur R N •  

d x d t  
dA(x, 0 = IQ, [3(x)] 

t 
soit une mesure de Carleson. 

La  d6monst ra t ion  de cet 6nonc6 est assez technique,  et figure dans [7]. 
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