
Dualit6 dans les espaces de Bergman 

Bernard Coupet 

Nous caract6risons le dual des espaces de Bergman B l's ~. poids associ6s ~t un 
domaine strictement pseudo-convexe de classe C 3 dans C n e t  celui des espaces B p 
pour p inf6rieur ~t un. 

Dans le cas de la boule unit6 de C n, le dual de B l's s'identifie, pour tout  r6el 
s strictement sup6rieur ~t - 1, ~t l'espace de Bloch ~ ,  la dualit6 induite sur B z'~ 6tant 
la dualit6 naturelle et d'espace de Hilbert. D. Bekoll6 a gfn6ralis6 ce r6sultat pour  
des domaines de Siegel [2]. 

Si on se place sur un domaine strictement pseudo-convexe, le dual de B l's 
s'identifie aussi h l'espace de Bloch pour s = 0  d'apr6s [11] et [5] et pour  s entier 
naturel d'apr6s [10]. I1 est donc naturel de se demander si ce r6sultat subsiste pour  
tout s. Ce travail traite de ce probl6me et apporte une r6ponse positive. 

La m&hode suivie est analogue ~t celle de [5] et [11]. L'id6e est d'exprimer la 
projection orthogonale P~ sur B ~'~ en fonction d'un projecteur oblique P comme 
dans [5], [7], [9] et [11]. Pour appliquer cela ~ la dualit6, il est n6cessaire de savoir 
que P - P *  d6finit un endomorphisme compact de L% 

Le plus simple pour construire P serait d'utiliser les projecteurs construits ~t 
partir des formules de repr6sentation avec poids d 'Anderson--Berndtsson [1] comme 
dans [4]. Malheureusement ces derniers ne conviennent pas, P - P *  n'op6rant 
pas sur L =. Aussi dans le paragraphe II, nous nous sommes attach6s ~t 6tablir des 
formules de repr6sentation avec poids, du type Cauchy--Fantappi6 en reprenant 
une id6e expos6e dans le livre de W. Rudin [13]. Les op6rateurs ainsi construits ne 
fournissent pas des projecteurs sur les fonctions holomorphes et il est donc n6cessaire 
de <~ corriger)) les noyaux. C'est l 'objet du paragraphe III; c'est 6videmment une 
m&hode de ~ mais nous avons 6t6 oblig6s d'utiliser une r6solution du ~ r6guli6re 
sur les (0, 1) formes diff6rentielles/t coefficients born6s. 

La dualit6 de B 1'~ et de l'espace de Bloch d6coule alors d'une part de la con- 
tinuit6 de la projection de Bergman P~ de L = sur ~ et d'autre part de la construc- 
tion d'op6rateurs diff6rentiels comme dans [5]. 
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Une application int6ressante de ce r6sultat est la caract6risation du dual de 
B v ( p < l )  comme un espace de fonction h61deri6nnes. Le r6sultat d6pend de la 
r6gularit6 du domaine, mais pour un domaine C ~ nous obtenons que le dual de 
B v s'identifie ~t l 'espace des fonctions holomorphes sur le domaine appartenant  
aussi ~t As avec s=(n + 1) (1-p) /p ,  pour  la dualit6 naturelle L 2. 

L Notations et rappels 

D d6signe un domaine born6 strictement pseudo-convexe de classe C 3 dans 
C ~, d6fini par une fonction 8 de classe C 3 strictement pluri-sousharmonique sur 
un voisinage U de D et dont le gradient est non nul sur le bord de D. D~ est le 
domaine 8-1 ( ]_  o% -- e[). 

La mesure de Lebesgue est not6e dm et la mesure 181 ~ dm (s r6el) par dp~. 
L'espace de Bergman B p'~ est l 'espace vectoriel des fonctions holomorphes 

sur D appartenant  it LV(it~) dont  la norme est not6e H IIp,~. 

II flT ,. = [ f  If(w)l"tdw)l" dm(w)) Vp. 
La projection de Bergman P, relativement it la mesure /z s est la projection 

orthogonale de L2(#~) sur B~'L C'est  un op6rateur int6gral. 
L'espace de Bloch ~ est l 'ensemble des fonctions holomorphes sur D dont le 

gradient V f e s t  O ( - 1 / 0 ) .  La norme d 'un 616ment fde  & est d6finie par  

[Ifl[~ = sup Ifl + s u p  ls(w)Vf(w)r. 
D~0 w E D 

est un espace de Banach. 
Le polyn6me de Levi P e s t  d6fini de la fa~on suivante: 

O~a 

n P(Z, W) = Z j = l  ej(z, w)(wj--zj) 

38 tw~ 1 ~,~ ~8  Pj(z, w) = - - ~ f ,  , - -~ ' z - Jk= l  OWjO---""~k (W)(Wk--Zg). 

P e s t  un polyn6me en z pour  w fix6 et est de classe C 1 en w. Une propri6t6 
fondamentale et classique de P est la suivante: il existe des r6els e et c strictement 
positifs tels que pour (z, w) dans CnXU v6rifiant I z - w l < ~ :  

2 Re P(z,  w) >= d w ) - d z ) + c l z - w l  2. 

Nous d6finissons maintenant une << fonction support  >> en introduisant une fonc- 
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tion z6C ~ ~ support compact dans R telle que: 

x ( t ) = {  ~ si [t]~_~/2 
si Itl ->- e. 

Posons 
F(z, w) = Z~=~ FAz, w)(wj-zg,  

avec 
Fj(z, w) = z(lz-wl)P~(z, w ) + ( 1 - - z ( t z - - w l ) ) ~ ) .  

Pour terminer nous introduisons A d6finie par: 

a (z, w) = F(z, w) -o  (w). 

Les propri&6s essentielles de F et A sont r6sum6es dans la proposition sui- 
vante [12]. 

Proposition 1. 
1) A appartient d C *~ ~ (C" • U). 
2) A est holomorphe en z pour [z-w[<e/2.  
II existe une constante C de ]0, 1[ telle que: 

V(z, w)6 O •  ReA(z, w) >- C [ -  O(w) - -e ( z )+l z -wl ' ] .  

Nous terminons ce paragraphe par des estimations relatives aux int6grales 
I(2, s) off: 

I ( t ,  s) = fD I~ din(w). 
IA(z, w)J "+" 

Proposition 2. Pour tous r~els s e t  2 (-- 1 < 2): 

a) Si 2+1  < s I(2, s) ~ lo(z)l x+x-s. 

b) Si 4 + 1  = s I (2 ,s)  ~ Logl0(z)l .  

c) Si 2 + 1 > s  I(2, s ) ~ l .  

Ces estimations permettent d'6tablir: 

Proposition 3. Soit T un operateur integral d~fini, pour les fonctions continues 
sur D, par: 

r ( f ) ( z )  = f K(z, w)f(w)dgs(w ). 

a) Si le noyau K v~rifie: IKI ~ IA[ -c"+~+x), T se prolonge en un op~rateur continu 
de LP(p,) dans lui-m~me pour tout r~el p strictement supdrieur d 1. 

b) Si le noyau K v~rifie IK[ ~ IAI m avec m < n + s + l ,  T e s t  compact de L~(p,)  
darts L ~176 (p~). 
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II. Formule de repr6sentation avec poids des fonctions holomorphes 

Des formules de repr6sentation avec poids pour les fonctions holomorphes 
ont d6j~t 6t6 d6montr6es par Forelli et Rudin [8] pour la boule et Berndtsson--  
Anderson [1] en g6n6ral. Celles de Forelli et Rudin d6coulent par interpolation 
du calcul explicite du noyau de Bergman pour la boule de C". L'int6r6t des for- 
mules de Berndtsson--Anderson tr6s simples pour des domaines strictement con- 
vexes, vient du fait que  ces formules d6finissent des projecteurs sur les fonctions 
holomorphes [4]. Toutefois ceux-c~ ne conviennent pas pour notre 6tude car ils 
sont <~ trop loin >> de la projection de Bergman dans le sens que la diff6rence entre 
cet op6rateur et son adjoint n'op~re pas sur L ~. C'est pourquoi nous allons tout 
d 'abord 6tablir une formule de repr6sentation avec poids ~t partir des formes de 
Cauchy--Fantappi6 en reprenant une technique expos6e dans [13], chapitre 7. 

Rappelons pour commencer une proposition qui est implicitement dans [13]. 

Proposition 4. Soit g une fonction holomorphe sur le demi-plan complexe, 
~ =  {s; Re s>- -1} ,  constante sur N, et telle que pour des r~els positifs A et c: 

( * )  VSE# Ig(s)l <-- A l s + l l n e  (n;')llmslc-Res. 

Alors g est constante. 

Dgmonstration. Une fonction constante v6rifiant l 'estimation ( . )  avec c = 1 nous 
pouvons supposer que g est nuUe sur N. Introduisons G d6finie par 

G(s) = CSg(s) 
(s+ 1)" sin ((rc/2)s) 

avec C = i n f ( 1 ,  e). 
G est holomorphe sur # et v6rifie l 'estimation: 

ethic) I [m sl 

Ia(s)l -<- A 
sh ((z/2)lira s[) + Isin ((n/2) Re s)l " 

tl en d6coule que G est born6e sur {s~C; Re s~O}. En effet, 

si Ilmsl ~ 1, 41sh((n/2)Ims)l =>e ~"/~)llm~l d'ofi IG(s)l <= 2A; 

si Ilmsl <= 1, pour  R e s  = l + 2 p ( p E N ) ,  Isin(z/2)sl => l, 

done d'aprSs le principe du maximum IG(s)l ~ A e  ~/2 sur tout rectangle [0, 1 +2p] X 
[--1, 1], donc aussi sur la bande [0, + ~ [ •  1]. 

La fonction G 6tant nulle sur les entiers impairs, ses z6ros ne v6rifient pas la 
condition de Blaschke 0a s6rie des inverses des modules des z6ros est convergente) 
et par suite G est nulle d'ofi g aussi. 

Nous sommes en mesure de d6montrer: 
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Th6or6me 1. Soitg la forme diffe:rentielle de type (1, 0) en w ~ Fj(z, w) dwj. 
Pour toute fonction f holomorphe sur un voisinage de D, tout z de D et tout nombre 
complexes de partie rdelle stricternent supdrieure d - I 

o~ 

r(~+s+l) [- o(w)r [~^(a~)"-' ] 
f ( z ) = C ,  r ( s + l )  f . f ( w )  b [a(z, w)r X~, ~5 ~ l 

( -  l )" (" -1 ) /2  

C , =  n!(2r0" " 

D~monstration. Elle comporte deux 6tapes totalement diff6rentes. La premiere 
consiste ~ v6rifier cette formule pour les valeurs enti6res de s e t  la seconde ~ 6tablir 
celle-ci par interpolation en appliquant la proposition 4. 

1 ~ ~tape. s entier. 

Introduisons le domaine/3 de C"• C s d6fini par: 

/3 = {~ = (w, w')~c"xC~/Q(w)+lw,I 2 < 0} 

13 est un domaine strictement pseudo-convexe de C "+~, d6fini par la fonction ~(r~)= 
q (w) + Iw'l 2. 

Posons : 
S ,�9 # , ' 

P(s, m) = F(z, w)+Zs=l  wj(ws-zs). 

D'apr~s la proposition 1, ff v6rifie: 

Reff(5, ~ ) - # ( ~ )  ~ C [ -  o(z)-e(w)+lz-wl~]~ Iw'-z ' t ' - lz ' l~- lw' l~ 
2 

off l'on a pos6 ~=(z, z') et k=(w,  w'). 
Faisons remarquer l'6galit6: 

f f ( ~ , ~ ) = A ( z , w )  si 5 = ( z ,  0) et ~ ( # ) = 0 .  

Soit Q la (1, 0) forme en r~ d6finie par: 

n F s , Q = Zj=~ jdwj+Zj=~w~dwj. 
Q ^ (~Q)"+'-~ 

est une forme de Cauchy--Fantappi~ repr6sentant les fonctions 

holomorphes au voisinage/3 au point 5=(z, 0) pour z dans D. Par cons6quent, 
toute fonction f holomorphe au voisinage de O se prolongeant de mani~re 6vidente 

au voisinage de /~  nous avons: 

�9 ~ O ^ tOO~" + 5 - 1  Q A (OQ)" + s  _ 1 

S ( z )  = ( 2 , . > - ' - : j j ( w > - ~ , ~ ' ) r + ~ -  = (2i ,O-"- : f~j(w) [~(z, w > r  + :  " 
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En appliquant la formule de Stokes, nous obtenons finalement: 

A ~ n+s--1 

f(z) =(2~=)-.-, f ,,f(w)O[.Q--~ Q)'+' ] 1 A(z,w) TM J" 

Explicitons maintenant Ia forme V figurant dans l'int6grale ei-dessus. D'apr6s 
sa d6finition Q est somme de deux formes a et fl, a en w e t  fl en w'. Par suite: 

(~Q),,+s-1 = (OOC_p Ofl),,+s-l _ Wn+s-l ( n + ~-- l ) (bOOk A Za k=O 

= (n+ns--1) (~a)"̂ (,fl)s-'+(n~slI)(~a)'-'A(,fl)" 
pour des raisons de bidegr~. 

D'ofi: 
- n - s 1 n+s--1 

et done: 

? = b [ [  QA(z,w) TMA(OQ) ~ + ~ - A ~  .+~-1 ] = _ _ {n+~--11 (0a)" ^ (0fl)*~,Tv) -777 

1 
+ [  n - 1  ) - t a ( ~ , w ) " + ' J "  

Soit aussi: 

~= [A(z,w).+~ n - 2 ( 7 , , ~  J ̂ (bfl)" 

Appliquant maintenant le th6or6me de Fubini, nous obtenons: 

A(., w)" .-.(0.i0(.):,~ ( A(., w)" 

D'oh la formule de l'6nonc6 en achevant les calculs pour s entier naturel. 

2 ~ dtape: interpolation. 

Introduisons, z et f 6tant toujours fix6s, la fonction g d6finie sur 

2 = {sEe; R e s  > - - I }  

par la formule de l'6nonc6: 

F(n+s+l)  f(w) ~) [. ct ̂  (O(ot)) "-~ 
f .  ] �9 A(z, w)" w)" " 
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g est bien d6finie d'apr6s les estimations sur A, holomorphe en s sur ~ et constante 
~t f(z) sur N d'apr6s la premi6re 6tape. 

F(n+s+l )  [F(n+s+l)  ... 
F ( s + l )  6 tan tunpo lyn6meensdedegr6  n, F---~]-) ' < s + l l  et done 

I~ din(w). [g(s)[ ~ Cls+ l l " fo  IA(z, w)p +~+a 

D'apr6s Ia proposition 1 l 'argument de A(z, w) appartenant ~t [ -n /2 ,  re/2] et 
[A(z, w)l 6tant sup6rieur ~t CI0(w)l, [g(s)l est major6 par: 

In 
< t 7  [S+ [ e(~/2)llm~ I [g(s)] = ~ ~ mes (D). 

La proposition 4 permet de conclure que g(s) est constante ~f(z) d'ofi le th6o- 
r6me. 

Terminons par une estimation: 

Proposition 5. II existent des formes Co et C1 clans C*~'~215 telles que: 

~ A ( ~ )  "-1 Co(z, w) G(z ,  w) 
I~ = ~ [A(z ,  w)]" - A ( z ,  w)" + A ( z ,  w) "+1 " 

De plus C~ (z, w) = 0O (w) ̂  00 (w) A (0~0 (W)) "-a + O (Iz-- wl). 

D6monstration. En d6veloppant: 

(O~), bA (z, w) ^ ~ ^ (0~) "-1 
# =- A(z, w)" n A(z, w)"+x 

D'apr~s la d6finition de F, a(w, w)=Oq(w) et 0a(w, w)=b00(w) et donc 0 &ant 
c 3: ~A (z, w) ^ ~ ^ ( ~ ) " - 1  = b 0 (w) ^ a 0 (w) ^ (ha e (w)), _1 + o ( l z -  w I). 

III. Construction des projections sur les fonctions holomorphes 

Les formules de repr6sentation obtenues dans le paragraphe pr6c6dent ne 
fournissent pas des projections sur les fonctions holomorphes car le noyau n'est 
pas holomorphe en z. I1 nous faut donc ~ corriger >> le noyau. Nous abandonnons 
maintenant le langage des formes diff6rentielles pour revenir ~t celui des mesures et 
nous poserons: 

# = ~ [  0~A(~) n-I ] B(z, w) 
A(z, w) n = A(z, w) "+x din(w). 
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D6montrons le r6sultat suivant: 

Th6or6me 2. Pour tout rdel s~0 ,  il existe une fonction Q~ vdr~ant lesproprid- 
tds suivantes : 

a) Q~ est continue sur D• 

18o. 
b) 1--~-(z, w)l ~_ IQ(z)l-~/~; 

F ( n + s + l )  (-~)~ 
r K s = C "  F ( s + l )  A "+~+1 B+Qs(-Q)~ 

est holomorphe sur D par rapport it la premiOre variable pour tout w dans D. 
d) Pour toute fonction f holomorphe au voisinage de D et tout z de D 

f ( z )  = f D K~(z, w)f(w) dm (w). 

F (n+s+ 1) B 
Ddmonstration. Posons L~=C, 

F ( s + I )  A "+~+1" 

La forme 0zL~ est d6finie au voisinage de DXD, les coefficients de L~ 6tant 
holomorphes en z pour [z-w]<t/2  (Proposition 1). Elle est donc continue sur 
DXD. 

Introduisons un op6rateur int6gral T qui r~soud le probl~me 0 (c'est-~t-dire 
que pour une (0, 1) forme g 0-ferm6e sur D bT(g)=g) v6rifiant de plus pour z 
dans D 

IT(g)(z)l <- Cllgl[=, 

c 
IVT(g)(z)t <= - - I l g l [ . . ,  

le(z)l 1/2 

pour tout (0, 1)-forme g 0-ferm6e sur D ~t coefficients dans L = [12]. 
Nous posons: Q~(z, w)=--T(bzLs( . ,  w))(z). 
Les estimations pour l'op6rateur T entralnent, 0~L~ 6tant born6e sur DXD, 

que Q~ est 1/2-Lipschitzienne par rapport h z uniform6ment par rapport ~t w. 0,Ls 
6tant continue en w sur D et T &ant un op6rateur int6gral born6 sur L 0~ Q,(z, .) 
est continue sur D. Les deux propri6t6s entrainent que Q~ est continue sur D X D. 

De m~me nous avons: 

et donc: 

l OQs (z, 0 'w))(=~l 

< 
C 1 

i~o(z)l~,~ IlO~L~(.,w)ll~ ~ i~o(z)l~z~ �9 
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Par construction le noyau Ks est holomorphe par rapport h z pour w fix6 dans D. 
V&ifions que Ks repr6sente toute fonction f holomorphe au voisinage de D. I1 suffit 
pour cela d'6tablir la relation: 

f . Qs(z, w)f(w) dlts(w) = O. 

T 6tant un op6rateur int6gral/t noyau int6grable, cette int6grale est 6gale/t: 

Or 

f o O~Ls(~, w)f(w) dlts(w) = ~ f .  Ls(~, w)f(w) al~s(w) = O,f(z) = o, 

car Ls repr6sente les fonctions holomorphes au voisinage de D. D'o/a le th6or6me. 

IV. R6gularit6 de la projection de Bergman P~ sur L ~ 

Comme darts le cas s = 0  [5], la dualit6 entre B l's et ~ d6pend de la r6gularit6 
de la projection de Bergman P~ de L ~176 dans ~ .  D6montrons: 

Th6or6me 3. La projection de Bergman P~ est une application continue de L ~ 
dans ~.  

Ddmonstration. Celle-ci est semblable h celle donn6e pour P0 dans [5]. 
L'id6e est d'exprimer la projection P, h l'aide de l'op&ateur Ks construit dans 

le th6or~me 2. 
V&ifions que Ks d6finit un op&ateur de L2(#s) sur B ~'s. Par d6finition p o u r f  

Ks( f  )(z) = firs(z, w)+Qs(z, w)]f(w) dtts(w). 

Le noyau de Ks est major6 en module par CIA(z, w)l -("+s+l). La proposition 3 
permet d'affirmer que K s se prolonge en un opdrateur continu de L~(ps) dans L2(/~s). 
Ks 6tant holomorphe en z, Ks( f )  appartient ~t B ~'s pour t o u t f d e  L~(/zs); K s repr6- 
sentant les fonctions holomorphes au voisinage de D, par densit6 Ks est une projec- 
tion de L2(us) sur BZ(#s). 

V6rifions maintenant que l 'op&ateur Ks--K* est un endomorphisme com- 
pact de L ~~ (/O- 

Le noyau de Ks--K* est L s ( z , w ) - L s ( w , z ) + Q s ( z , w ) - Q s ( w , z  ). La fonc- 

tion Qs 6tant continue sur D• l 'op&ateur de noyau Qs(z ,w)-Qs(w,z)  est 
compact sur L *~ (/~s) et il suffit de v&ifier le r6sultat analogue pour l'op6rateur de 
noyau Ls(z, w ) -  Ls(w, z). 
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Co C1 
D'aprts  la proposition 5 le noyau de L, s ' tcrit  A(z, w) "+s -~ A(z, w) "+~+l ' le 

premier terme dtfinissant un optrateur compact sur L ~, nous nous inttressons 
seulement au second. Nous avons les relations suivantes pour  

C, C~ 
M -  A.+~+i A,O+s+5-; 

CI(Z , W) Cl(W , Z) 
A(z, w)"+'+~ .~(w, ~),+s+l 

.I < z) I 
I IX(z, w)l "+s+i 

1 1 1 r -~-[C1 (z, w)[ A ( z , w ) n + s + l  A ( W , Z )  n+s+l  " 

D'aprts  la proposition 5 Cl(z, w ) - C i ( w ,  z )=  O (Iz-w]).  Une application de la 
formule de Taylor donne la relation: 

A(z, w)-A(w, z) = O(lz-wl9 

et comme Iz-wlZ_~lA(z, w)l et IA(w, z)l < IA(w, z)l, nous obtenons la majoration: 

[ ,z-w, ,z-el 3 ] 1 
IM(z,w)l <= IA(z ,  w)l "+~+i ~- IA(z, w)l "+~+z <~ IA(z, w)l "+'+l:z " 

Ce qui dtmontre que M dtfinit un optrateur compact sur L ~ @s) d'apr& la proposi- 
tion 5. L'op6rateur I d + ( K s - K * )  et donc un opdrateur de Fredholm sur L=(IQ 
sans valeur propre rtelle, ~tant anti-autoadjoint sur L~ (#s); par suite c'est un optrateur 
inversible sur L *~ (/Q et nous avons la relation sur L ~ (Ps): 

Ps = Ks(Id+K~K*)  -i.  

Par constquent, la continuit6 de P~ de LO~ dans ~ dtcoule de celle de Ks. I1 
suffit de vtrifier: 

f IV~KL(z, w)l d~,(w) < 1 ~ .  
o ~ b ( z ) [  

Or IVzK~I=<IVzLA +lVzQ~l. D'o~ d'apr~s les estimations sur Ls et le th tor tme 2: 

I~ din(w) fo IV, Ks(z, w)l d#~(w) < f ~ IA(z, w)]n+s+ 1 

1 1 
% [e(z)lX/  fo IO(w)iSdm(w) <~ le(z) l 

d'apr~s la proposition 3. Ceci achtve la dtmonstration du thtor~me. 
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V. Dualit6 entre B a'~ et 

Nous sommes, maintenant, en mesure d6tablir le th6or6me annonc6 dans l'in- 
troduction. Nous allons tout d'abord d6finir la dualit6 entre B 1'~ et &, ce qui d6coule 
de la proposition: 

Proposition 6. II existe un opdrateur continu L de B darts L** tel que P~L=Id. 

Dgmonstration. Suivant S. Bell [3], consid6rons des ouverts (Oj)l~_j~_, dont la 

r6union recouvre le bord de D et tels que sur chaque O~ 0-~z0 " soit minor6 par une 
- . - d  

constante e>0.  Soit (~j) une partition de 1'unit6 subordonn6e ~t ce recouvrement. 
L'op6rateur L est d6fini par: 

L(g) = g+ (-O)s yn  0 [( o)S+lg~t f OQ 
�9 +1 -J=~ a~j t -  Jt-f f f j)  1" 

L(g) s'6crit en d6veloppant: 

L(g) = g ( 1 - 2 ~ 3 -  ~+---~2j=~ -~j t-g~-j~ +~gh 
a v e c  

1 . 0 [~ ( OQ 1-1 ] 
h = -  s+----TZ~= ~ a~j [ Jt-~-j-~) 1" 

Ce qui d6montre que L(g) appartient/t L ~ si g appartient h ~ et que L e s t  continu 
comme op6rateur de & dans L ~ 

Le second terme figurant dans la d6finition de L(g) est orthogonal /t B z'~. 

f00y En effet, si f est holomorphe au voisinage de/~,  en posant /~ = ~ j  (-~-zi) 

[ f o f  ~-~j[(-O)~+Igfl]dm(w)[=lim[ f ~-~j[(-O)~+lgfl]A~=l( -dwi^dff~j ] 
�9 ~-o ~o ,  �9 (2in)" . 

et par application de la formule de Stokes, en posant V=dwj^(Ak~ j dwk^d~k) 

[f~,. f ~ [(- ~ AT=~ (dwj^ d~j) I = f ~  f ( -  Q)~+~g#V]. 
f 6tant born6e sur D et g &ant O(Log l/e) sur bD~, cette derni6re int6grale est 
O(~ ~+1 Log I/e) d'oh le r6sultat pour fho lomorphe  au voisinage de / ) .  

Par densit6 des fonctions holomorphes au voisinage de D dans B ~'~, le r6sultat 
reste vrai pour tout 616ment f de B z'~ et il en d6coule l'6galit6 P ,L=Id .  

De m~me nous avons: 
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Proposition 7. II existe une constante c > 0  telle que pour f dans B ~'~ et g dans ~ :  

[f o fg  a'sl <- Cllfll~,sllgll~. 
D~monstration. 

If o ye d,s = f fPsL(g) d~s = f f L - ~  d#s <- IIf[h,sllL(g)ll= < cIIflh,~llgl[~, 

car L e s t  continu de ~ dans L ~ 
La dualit6 entre ~ et B a's est d6finie par  g dans M e t f  dans B ~'~ par:  

(f' g) = f o f L ( g )  dp,, 

cette dualit6 prolonge la  dualit6 naturelle entre B 2'~ et M. 
Nous pouvons pr6ciser. 

Proposition 8. Pour f dans B x's et g dans B 

( f ,g)  = l imf  f (w)g(w)[o(w)+~[~dm(w).  
s  

D~monstration. Sur D, introduisons l 'op6rateur L~ construit de fa~on analogue 
celle de L en rempla~ant 0 par  0+e .  II est ais6 de voir que L~(g) converge vers 

L(g)  quand e tend vers 0. f 6tant holomorphe au voisinage de B~: 

f .o f ( w )  g (w'----) I O (w) + ~l s dm (w) : f oo f ( w )  L,  (g) (w) l e (w) + ~l s dp (w). 

D'ofi  le r6sultat en faisant tendre e vers 0. 
D6montrons maintenant:  

Th6or~me 4. La dualit~ ( f , g ) ~ ( f , g )  permet d'identifier le &~al de B l ' S d  
l'espace de Bloch ~ .  

D~monstration. D'apr6s la proposit ion 7, tout 616ment g de M d6finit une forme 

lin6aire continue ~pg sur B ~'~ en posant  

~og(f) = ( f ,  g). 

R6ciproquement, soit 9 une forme lin6aire continue sur B a's. D'apr6s le th6o- 
r6me de Hahn- -Banach ,  q9 se prolonge en une forme lin6aire continue sur L~(/t~) 
et d'apr6s la dualit6 de L~(ps) avec L =, il existe h darts L ~176 telle que: 

Vf6B ~'s q) ( f )  = f ~ f (w)  h (w) dp, (w). 

Pour  tout f de B ~'~ nous avons donc: 

q~ ( f )  = f o f (w )  P, (h) (w) dl~, (w). 



Dualit6 dans les espaces delBergman 

g=P~(h) appartient ~t ~ d'apr6s le th6or6me 3 et donc p o u r f  dans B 2,s 

q9 ( f )  = f . f (w)  g (w) dlt, (w). 

Ainsi ~p et ~pg coincident sur B 2'~. B 2,s &ant dense dans B ~'s, ~p est 6gale ~t ~%. 
Remarquons pour terminer que l'application g ~ %  

q~g(g) = Ilgll~,s. 

L'application g ~ 0 g  identifie donc le dual de B ~'~ h ~ .  
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est injective car on a" 

VI. Applications 

Nous donnons une application du th6or6me 4 h la dualit6 des espaces B". 
Nous pouvons 6noncer imm6diatement: 

Proposition 8. Le dual de B p s'identifie ?t ~ pour la dualitY: 

1--p  
( f i g )  = 

P 

Ddmonstration. D'apr~s les r6sultats de [4], B" et B z's ( s = ( n + l ) ( 1 - p ) / p )  ont 
le m~me dual. I1 suffit donc d'appliquer le th6or~me 4 ~t B 1'~. 

Nous allons d6montrer que, comme dans le cas de H p, le dual de B p s'idenfifie 
~t un espace de fonctions holomorphes h61d6riennes sur D. Introduisons les nota- 
tions n6cessaires, tlA~ d6signe l'espace vectoriel des fonctions holomorphes sur D 
qui sont aussi dans As, muni de la norme de As [14]. Comme dans le cas du disque 
unit6 [6], une autre description peut ~tre donn6e en terme de croissance des d6riv6es: 
f apparfient ~t HA~ si et seulement si elle est holomorphe sur D et son gradient 
d'ordre [ s ] + l  est O(IQ(s)l~-l+t'l). Nous avons alors: 

Th6or6me 5. Soit D u n  domaine strictement pseudo-convexe de classe C 4+k. 

r . + 1  [ Pour p dans l k  ~r- ~ 1 ' 1 , la dualitd naturelle L 2 permet d'identifier le dual de 

B p ~ HA  s avec s = ( n + l )  ( l - - p )  
P 

Corollaire 1. Si D est C**, le dual de B p ( 0 < p < l )  
(1 --p)  

s = ( n + l )  
P 

s'identifie ~ HA,  avec 
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Corollaire 2. II existe des r~els strictement positifs a et b tels que pour tout 
g de HAs 

allgllA: -<- s p Ilfllp 

oft s est ~gal d (n+ 1) (1 - p )  
P 

Commen~ons par un r6sultat auxilliaire, g6n6ralisation de la proposition 7, 
inspir6 de S. Bell [3]. 

n + l  
Proposition 9. Soit p vJrifiant: <-p< 1 et Dun domaine de classe C 4+k. 

k + n + l  
II existe une constante c > 0  telle que pour route function f holornorphe au 

voisinage de D et tout g de HA~ -(s=(n + 1) (Xpp)) : -  

I f  fgl < Cllfll I}gll p As" 

D~monstration. Supposons pour commencer que p v6rifie: 

donc s appartient h ]0, l[. 
et g dans HAs 

n + l  
< p <  1 et 

n + 2  
Nous avons alors pour f holomorphe au voisinage de 

f .  f e  = f .  fLo(g) = f .  f l0] sLo(g) I QI - s  

Pour g dans HAs, Z0(g)101 -s est born6e. En effet, d'apr6s la d6finition de Lo: 

Iql-~Z(g) = g a l 0 1 - s - Z j = l  lel 1-~ ~ b j +  Iqla-~gh 

off a est C = A support compact darts D, b~ C 1 sur C" et h de classe C ~+a au voisinage 
0g 

de/~. D'apr4s la d6finition de HAs, ge t  I~l-1--~-zj sont born& en fonction de IIglla, 

et par suite: 

If <- clifIQl'hllgllA.. 
Comme d'apr4s [4], B p se plonge continfiment dans B 1'', le r6sultat annonc6 est 
v6rifi6. 

Pour le cas g6n6ral, nous construisons de nouveaux op6rateurs. En conservant 
les notations de la proposition 6, nous 6crivons: 

g = g ( 1 - ~ = l  a j ) + ~  o~jg. 

( 1 - ~ a j )  &ant ~t support compact, il suffit de v6rifier le r6sultat pour h=ajg 

qui est ~t support dans un ouvert off ~ 0  > 0  
Ozj " 
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Posons 

= ~Yl=0 ~ [(- ~)'+10,1, 

l &ant la partie enti~re de s et la fonction 0t 6tant d6finie par r6currence: 

(00  -1, 
0o = h I,-0-~-zj) 

fool -1 a0, 
0,+~ = (t+2) -~ t-~f~) Oz~ " 

est orthogonale ~t B 2 et nous avons: 

O0t 
= h+(-O)z+l  Ozj 

et 
a01] 

-g~-j ] ( -  Q)'+*-* -<- CAIglla,. 

Par suite: 

fD f t  i = f . f ( _e ) ,+ l  OO@j = fof(_e)s(_Q),+~_ s O0, 
t~ ZQ " 

En utilisant l'inclusion de B p dans B l's, le r6sultat est d6montr6. 

Dgmonxtration du thdorkme 5. Soit g dans H A  s e t  appelons (Pa l'application: 

f ~ f D f ~ .  

D'apr~s la proposition pr~c6dente q~g est continue sur B p et sa norme v~rifie: 

I1~0oll <-- CUglIA. 

o~ C est ind6pendante de g. 
R6ciproquement soit (p une forme lin6aire continue sur B p. D'apr6s les r6sultats 

de [4], ~o est une forme lin6aire continue sur B ~'" avec s=(n+l ) (1 - -p ) /p .  D'apr~s 
le th6or6me 4, il existe h dans ~ telle que pour tout f de Bl'S: 

(of f )  = f o f ( -  0)'1i = f o f P [ ( -  e)*h], 

P &ant la projection de Bergman de L = sur B 2. 
[ n + l  [ 

Pour h dans ~ (-Q)Sh appartient h As. En effet, p o u r p  dans tk+n+ 1' 1 , 

s appartient ~t ]0, k[. D'apr~s la r~gle de Leibniz, les d~riv6es d'ordre l = [ s ] + l  
sont des sommes de produits d'une d6riv6e d'ordre l -  q de ( -  ~)s et d'une d6riv6e 
d'ordre q de h (q~_l) et sont doric major6es par (-Q)s-t.  p operant continument 
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sur A~ ( ~ < k )  d 'apr6s E. L i g o c k a [ l l ] ,  

aEons donc  9 =  9g- 
D ' o h  le r6sultat. 

g :  P [ ( -  ~o)~h] appart ient  ~t A~ et nous  

Remarques.  a) On  peut  6tablir un  r6sultat analogue pour  les espaces avec 

poids B p' ' .  I1 suffit pour  cela d'utiliser la r6gularit6 de P~ sur A, .  

b) L'ensemble des valeurs de p pour  lesquelles le th6or6me est vrai d6pend 
effectivement de la r6gularit6 du domaine. Pour  s 'en convaincre il suffit d 'appl iquer  

le th6or6me aux fonct ions B( . ,  w) (B d6signant le noyau  de Bergman). On  obtient  

ainsi une est imation IDI~ I B ( ,  )l<=O(d(w)-~), 0 uniforme en w. Toutefois  l 'auteur  

ne sait pas si l ' intervalle [ n + 1 1 [ est optimal. 
k + n +  1 ' 
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