Dualité dans les espaces de Bergman

Bernard Coupet

a

Nous caractérisons le dual des espaces de Bergman B™* 4 poids associés 2 un
domaine strictement pseudo-convexe de classe C® dans C” et celui des espaces B?
pour p inférieur & un.

Dans le cas de la boule unité de C", le dual de B"* s’identifie, pour tout réel
s strictement supérieur 3 —1, 3 I’espace de Bloch £, la dualité induite sur B> étant
la dualité naturelle et d’espace de Hilbert. D. Bekollé a généralisé ce résultat pour
des domaines de Siegel [2].

Si on se place sur un domaine strictement pseudo-convexe, le dual de B*
s’identifie aussi a ’espace de Bloch pour s=0 d’apres [11] et [5] et pour s entier
naturel d’aprés [10]. 11 est donc naturel de se demander si ce résultat subsiste pour
tout s. Ce travail traite de ce probléme et apporte une réponse positive.

La méthode suivie est analogue i celle de [5] et [11]. L’idée est d’exprimer la
projection orthogonale P, sur B> en fonction d’un projecteur oblique P comme
dans [5], [7], [9] et [L1]. Pour appliquer cela 3 la dualité, il est nécessaire de savoir
que P—P* définit un endomorphisme compact de L™.

Le plus simple pour construire P serait d’utiliser les projecteurs construits 3
partir des formules de représentation avec poids d’Anderson—Berndtsson [1] comme
dans [4]. Malheurcusement ces derniers ne conviennent pas, P—P* n’opérant
pas sur L=, Aussi dans le paragraphe II, nous nous sommes attachés a établir des
formules de représentation avec poids, du type Cauchy—Fantappi¢ en reprenant
une idée exposée dans le livre de W. Rudin [13]. Les opérateurs ainsi construits ne
fournissent pas des projecteurs sur les fonctions holomorphes et il est donc nécessaire
de «corriger » les noyaux. C’est Pobjet du paragraphe III; c’est évidemment une
méthode de & mais nous avons été obligés d’utiliser une résolution du § réguliére
sur les (0, 1) formes différentielles & coefficients bornés.

La dualité de B"* et de I’espace de Bloch découle alors d’une part de la con-
tinuité de la projection de Bergman P, de L™ sur # et d’autre part de la construc-
tion d’opérateurs différentiels comme dans [5].
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Une application intéressante de ce résultat est la caractérisation du dual de
B? (p<1) comme un espace de fonction holderiénnes. Le résultat dépend de la
régularité du domaine, mais pour un domaine C* nous obtenons que le dual de
B?P s’identifie 4 ’espace des fonctions holomorphes sur le domaine appartenant
aussi & A, avec s=(n+1)(1—p)/p, pour la dualité naturelle 12

1. Notations et rappels

D désigne un domaine borné strictement pseudo-convexe de classe C3 dans
C", défini par une fonction ¢ de classe C3 strictement pluri-sousharmonique sur
un voisinage U de D et dont le gradient est non nul sur le bord de D. D, estle
domaine ¢~ 1(]— o, —&f).

La mesure de Lebesgue est notée dm et la mesure |g|*dm (s réel) par dyu,.

L’espace de Bergman BP* est lespace vectoriel des fonctions holomorphes
sur D appartenant a LP(u,) dont la norme est notée || |,,;.

VAELP () 111, = ([ 1fIPlew)l dm(w))™*

La projection de Bergman P, relativement 4 la mesure u, est la projection
orthogonale de L2(y,) sur B>S. C’est un opérateur intégral.

L’espace de Bloch # est I’ensemble des fonctions holomorphes sur D dont le
gradient Vfest O(—1/g). La norme d’un élément f de & est définie par

I fla = sup|f| +sup le(w)V/S(w)l.
Dﬁo weD
42 est un espace de Banach.
Le polyndme de Levi P est défini de la fagon suivante:

P(Z, W) = 2;=1 Pj(Z’ W)(Wj'—'Zj)
olt
do I on 0%
Pi(z,w) = vy W - 2":1W W) Wi— z).
P est un polynéme en z pour w fixé et est de classe C! en w. Une propriété
fondamentale et classique de P est la suivante: il existe des réels ¢ et ¢ strictement
positifs tels que pour (z, w) dans C*XU vérifiant |z—w|<e:

2Re P(z, w) = o(w)—o(2)+c|z—w|2

Nous définissons maintenant une « fonction support » en introduisant une fonc-
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tion y€C™ 2a support compact dans R telle que:
1 osi Jf =e2
x (@) = {0 si jlze
F(Z, W) = 2;:1 Fj(z9 W)(WJ—ZJ),

Fi(z,w) = x(1z—w) By(z, w)+(1 - x(|z—w])(#;=2)).
Pour terminer nous introduisons 4 définie par:
A(z, w) = F(z, w)—o(w).

Les propriétés essentielles de F et 4 sont résumées dans la proposition sui-
vante [12].

Posons

avec

Proposition 1.
1) A4 appartient a C=*(C*"XU).
2) A est holomorphe en z pour |z—w|<g/2.
Il existe une constante C de 10, 1[ telle que:

V(z, w)¢DXD ReA(z,w)=C[—oW)—eo(2)+|z—w|2].

Nous terminons ce paragraphe par des estimations relatives aux intégrales

I(4, s) ou:
_ lew)I*
I, 5) = fp G dm(w).

Proposition 2. Pour tous réels s et 1 (—1<A1):
a) Si A+l<s I(4s) S lo(2)*+1-=
b) Si A+l=s I(4,s) < Loglo(2).
¢ Si A+l=s IQA,s)S1.

Ces estimations permettent d’établir:

Proposition 3. Soit T un operateur intégral défini, pour les fonctions continues
sur D, par:

T(f)(2) = [ K(z, w) fw)duy(w).

a) Sile noyau K vérifie: |K|S|A|~®+*Y, T se prolonge en un opérateur continu
de LF(u;) dans lui-méme pour tout réel p strictement supérieur a 1.

b) Sile noyau K vérifie |K|S|A|™ avec m<n+s+1, T est compact de L= (uy)
dans L~ (u,).
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1I. Formule de représentation avec poids des fonctions holomorphes

Des formules de représentation avec poids pour les fonctions holomorphes
ont déja été démontrées par Forelli et Rudin[8] pour la boule et Berndtsson—
Anderson [1] en général. Celles de Forelli et Rudin découlent par interpolation
du calcul explicite du noyau de Bergman pour la boule de C". L’intérét des for-
mules de Berndtsson—Anderson trés simples pour des domaines strictement con-
vexes, vient du fait que ces formules définissent des projecteurs sur les fonctions
holomorphes [4]. Toutefois ceux-ci ne conviennent pas pour notre étude car ils
sont « trop loin » de la projection de Bergman dans le sens que la différence entre
cet opérateur et son adjoint n’opére pas sur L™. C’est pourquoi nous allons tout
d’abord établir une formule de représentation avec poids a partir des formes de
Cauchy—Fantappi¢ en reprenant une technique exposée dans [13], chapitre 7.

Rappelons pour commencer une proposition qui est implicitement dans [13].

Proposition 4. Soit g une fonction holomorphe sur le demi-plan complexe,
P={s; Res>~—1}, constante sur N, et telle que pour des réels positifs A et c:

(*) VSE'@ Ig(S)l = A|S+ll"e(""2)“mslc_R”.
Alors g est constante.

Démonstration. Une fonction constante vérifiant 'estimation (%) avec ¢=1 nous
pouvons supposer que g est nulle sur N. Introduisons G définie par

Cg(s)

G6) = G s ((=/2)3)

avec C=inf(l, ¢).
G est holomorphe sur 2 et vérifie Uestimation:
e(m/2) tms|

sh((n/2)|Ims|)+ [sin((=z/2) Res)| ©

1l en découle que G est bornée sur {s¢C; Re s=0}. En effet,

IG(s)| = A4

si [Ims| =1, 4|sh(n/2)Ims)] = ™™l ot [G(s)| = 24;
si [Ims] =1, pour Res=1+2p(peN), Isin(n/2)s| =1,

donc d’aprés le principe du maximum |G (s)|=Ae™* sur tout rectangle [0, 142p]X
[—1, 1], donc aussi sur la bande [0, +<[X[—1, 1].

La fonction G étant nulle sur les entiers impairs, ses z€ros ne vérifient pas la
condition de Blaschke (la série des inverses des modules des zéros est convergente)
et par suite G est nulle d’out g aussi.

Nous sommes en mesure de démontrer:
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Théoréme 1. Soit a la forme différentielle de type (1,0) enw 2 F;(z, w) dw;.
Pour toute fonction f holomorphe sur un voisinage de D, tout z de D et tout nombre
complexe s de partie réelle strictement supérieure a — 1

I'(n+s+1) [~oWT » ocA(f)rx)"‘l]

(z) =C, I'(s+1) fo(W) [A(z, W) A(z, w)"

gy RUTCES
¢, - e
~ n!(2m)
Démonstration. Elle comporte deux étapes totalement différentes. La premiére

consiste & vérifier cette formule pour les valeurs entiéres de s et la seconde & établir
celle-ci par interpolation en appliquant la proposition 4.

I° étape. s entier.
Introduisons le domaine D de C*XC* défini par:
D = { = (w, w)eC" x C*/e(w)+w'[* < 0}

D est un domaine strictement pseudo-convexe de C***, défini par la fonction @(W)=
(W) +1w'2
Posons:
F(2, W) = F(z, W)+ 3 _, Wi (wj—2)).
D’aprés la proposition 1, F vérifie:
W —z' |2 =22~ W]

Re F(z, W)—-@(¥) = C[~ e(2)—o(W)+|z—w]F| + 3

ol 'on a posé Z=(z, z’) et Ww=(w, w).
Faisons remarquer 'égalité:
FEz w)y=A(z,w) si £=(z0) et W) =0.
Soit Q la (1,0) forme en W définie par:

) Q = 3_, Fydw+ 35, widw.

O A (0Q)+—1 " . .
e est une forme de Cauchy—Fantappi¢ représentant les fonctions
holomorphes au voisinage D au point Z=(z,0) pour z dans D. Par conséquent,
toute fonction f holomorphe au voisinage de D se prolongeant de maniére évidente
au voisinage de D nous avons:

nts—1 n+s—1
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En appliquant la formule de Stokes, nous obtenons finalement:

£ =@im [, fond [ 2582,

Explicitons maintenant la forme y figurant dans Pintégrale ci-dessus. D’aprés
sa définition Q est somme de deux formes « et B, @ en w et § en w’. Par suite:

Boy++- = @a+dpr=t = Zrte (ML @ar a0y
= ("5 @ar n@mrr+ (M55 @y a gy
pour des raisons de bidegré.
D’ou:
on@0r+1 = (V57 @ur np @yt +("r T an@ar-t a@py
et donc:
=3 [ O A(0Q) +s—1 ] _ [n+s— l] (0a)" A (OB)°
- Az, wyrts 17 n A(z, w)r+s
n+s—1N[aAd@)?
+( n—1 ]a A, w)"“]'
Soit aussi:

= (n—{-s] [ O A (z, W] AaA @)y~

s JUA@zwy+ A(z, wyr e+

| oy

= (njs)x A(z, w)

Appliquant maintenant le théoréme de Fubini, nous obtenons:

_piyns [ SO 79[ 2a@0
1@ = @iy [ L2755 [ oo @) 15[ 2

D’ou la formule de I'énoncé en achevant les calculs pour s entier naturel.

a A (Po)"t R
X?[ A(z, W) ]A@B)'

2° étape: interpolation.
Introduisons, z et f étant toujours fixés, la fonction g définie sur
2 = {5¢C; Res >—1}
par la formule de I’énoncé:

F(n+s+1) f f(w) [a/\(i_)(a))"‘ll
I(s+1) p A(z, wy A(z,wy 17

g(s) = Cn
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g est bien définie d’aprés les estimations sur A, holomorphe en s sur & et constante
a f(z) sur N d’aprés la premiére étape.
I'(n4+s+1)
r(s+1)

I'n+s+1)

étant un polyn6me en s de degré n,
Poly g T+

< |s+1|" et donc

lo(w)|Re*
D |A(z, w)|"+5+1

g =Cls+11" [ dm(w).

Draprés la proposition 1 'argument de A(z, w) appartenant a [—=n/2, n/2] et
|4(z, w)| étant supérieur & Clg(w)l, [g(s)| est majoré par:
s+1[*
gl = C———l CR”I e/ Imsi mes (D).

La proposition 4 permet de conclure que g(s) est constante 3 f(z) d’ol le théo-
réme.

Terminons par une estimation:
Proposition 5. I/ existent des formes C, et Cy dans C=°(DXD) telles que:

a2 aA@a)'t  Co(z, w) Cy(z,w)
F=9 T wr ~ Awy " Az wrt

De plus Cy(z, w)=02(w) Ade(w) A(90e(W))"~* +O(lz—w)).

Démonsiration. En développant:

_ (30()” _ 0A(z, W)AXA (ga)n-—l
k= A(z, w) " A(z, Wyt .

D’aprés la définition de F, a(w, w)=0dg(w) et da(w, w)=09¢(w) et donc g étant
C3: dA(z, w) Aa A(02)* " F =D (W) A Dg(W) A (00 (W))"* 4O (Iz— w)).

III. Construction des projections sur les fonctions holomorphes

Les formules de représentation obtenues dans le paragraphe précédent ne
fournissent pas des projections sur les fonctions holomorphes car le noyau n’est
pas holomorphe en z. Il nous faut donc « corriger » le noyau. Nous abandonnons
maintenant le langage des formes différentielles pour revenir & celui des mesures et
nous poserons:

INCE) e ] _ B(z,w)

u:é[ Az,w)y 17 Az, wyt? dm(w)
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Démontrons le résultat suivant:

Théoréme 2. Pour tout réel s=0, il existe une fonction Q vérifiant les proprié-
tés suivantes:

a) Q. est continue sur DXD;

00, ol =1 ooy,
) |52 (2 m)| = le(al

'(n+s+1) (~o) s
rG+n A BTaC0

c) K,=C,

est holomorphe sur D par rapport & la premiére variable pour tout w dans D.
d) Pour toute fonction f holomorphe au voisinage de D et tout z de D

@ = [ Kz w)f (W) dm(w).

r i B
Démonstration. Posons L,=C, (nts+1) .
r(s+1) Ar+s+!

La forme 9, L est définie au voisinage de DX D, les coefficients de L étant
holomorphes en z pour |z—wj<¢g/2 (Proposition 1). Elle est donc continue sur
DXD.

Introduisons un opérateur intégral T qui résoud le probléme @ (c’est-a-dire
que pour une (0,1) forme g o-fermée sur D 8T(g)=g) vérifiant de plus pour z
dans D

IT(2) (2| = Clglle,

V@@ = = gl

pour tout (0, 1)-forme g d-fermée sur D a coefficients dans L™ [12].

Nous posons: Q,(z, w)=—T(9,L,(., w))(2).

Les estimations pour I’opérateur T entrainent, d,L, étant bornée sur DX D,
que Q, est 1/2-Lipschitzienne par rapport 4 z uniformément par rapport a w. 9, L
étant continue en w sur D et T étant un opérateur intégral borné sur L=, Q(z,.)
est continue sur D. Les deux propriétés entrainent que Q; est continue sur DX D.

De méme nous avons:

ggjs (2 w)] = ] 3'; T(D,L,(-, w))(z)

et donc:
= ¢
= le(2)M®

1

Hast( ) w)”oo 5 W;
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Par construction le noyau K, est holomorphe par rapport a z pour w fixé dans D.
Vérifions que K, représente toute fonction f holomorphe aun voisinage de D. 11 suffit
pour cela d’établir 1a relation:

[, @z W) f(w) dpty (w) = 0.

T étant un opérateur intégral 4 noyau intégrable, cette intégrale est égale a:

T[[,—8.L(z w)f () du,(W)].
Or
3Lz W f w) duy(w) =, [ Ly(z, w)f(w) du,(W) = 3, /(2) = O,

car L, représente les fonctions holomorphes au voisinage de D. D’ou le théoréme.

1V. Régularité de la projection de Bergman P, sur L™

Comme dans le cas s==0 [5], la dualité entre BY'® et # dépend de la régularité
de la projection de Bergman P, de L™ dans 4. Démontrons:

Théoréme 3. La projection de Bergman P, est une application continue de L~
dans B.

Démonstration. Celle-ci est semblable & celle donnée pour F, dans [5].

L’idée est d’exprimer la projection P, 4 Paide de I'opérateur K, construit dans
le théoréme 2.

Vérifions que K, définit un opérateur de L2(u,) sur B**. Par définition pour f

K ()2 = [[L(z, w)+Q,(z, w)If () dus(w).

Le noyau de K; est majoré en module par C|A(z, w)|~**s*P. La proposition 3
permet d’affirmer que K| se prolonge en un opérateur continu de L2(u,) dans L2(yuy).
K étant holomorphe en z, K,(f) appartient & B** pour tout f de L2(u); K, repré-
sentant les fonctions holomorphes au voisinage de D, par densité K, est une projec-
tion de L*(u,) sur B2(u,).

Vérifions maintenant que 'opérateur K,—K} est un endomorphisme com-
pact de L™ (u,).

Le noyau de K,—KJ est Lg(z, w)— Ly(w, z)+ Q,(z, w)— Qy(w, z). La fonc-
tion Q, étant continue sur DX D, Popérateur de noyau Q,(z, w)—Q.(w,z) est
compact sur L= (u,) et il suffit de vérifier le résultat analogue pour I'opérateur de
noyau Lg(z, w)—Ly(w, z).
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o + Cy le
A(z, wy+s Az, wyr st
premier terme définissant un opérateur compact sur L™, nous nous intéressons
seulement au second. Nous avons les relations suivantes pour

D’aprés la proposition 5 le noyau de L, s*écrit

C Ct
M= A"+:+1 - A*(n+s+1) s
_ |C1(z, W) —Cy(w, 2)]|

Ci(z, w) Ci(w, 2)
A(z, Wy A(w, 2+

T A wrtet

)I} 1
WA Wy A, 2y

+ 'Cl (29

D’aprés Ia proposition 5 C,(z, w)—C,(w, 2)=0(|z—w]). Une application de la
formule de Taylor donne la relation:

Az, W)~ A(w, 2) = O(1z—w])

et comme |z—w[2=[A(z, w)| et |A(w, 2)] $14(W, 2)|, nous obtenons la majoration:

lz—wl ______lz=wP ] 1
[A(z, WP+t [ A(z, w2 ) © Az, wyrrs e

0 (2wl =

Ce qui démontre que M définit un opérateur compact sur L= (u,) d’aprés la proposi-
tion 5. L’opérateur Id+(K,—K}) et donc un opérateur de Fredholm sur L~ (u,)
sans valeur propre réelle, étant anti-autoadjoint sur L*(,); par suite c’est un opérateur
inversible sur L= (u,) et nous avons la relation sur L™ (u):

P, = K, (Id+K,— K.

Par conséquent, la continuité de P de L=(u,) dans # découle de celle de K. Il
suffit de vérifier:

- 1
J, VaKelz W)l ity (9) S s
Or |V,K|=|V,L]|+|V,0,. Dol d’aprés les estimations sur L et le théoréme 2:
lo(w)l*
[, VKWl dum) < [ W dm(w)
o S 12O AmO) S o (Z)I

d’aprés la proposition 3. Ceci achéve la démonstration du théoréme.
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V. Dualité entre B1Set &

Nous sommes, maintenant, en mesure détablir le théoréme annoncé dans I'in-
troduction. Nous allons tout d’abord définir la dualité entre B* et 8, ce qui découle
de la proposition:

Proposition 6. 1/ existe un opérateur continu L de B dans L= tel que P, L=1d.

Démonstration. Suivant S. Bell [3], considérons des ouverts (O;),=;=, dont la

4

J
constante ¢>0. Soit (a;) une partition de 1'unité subordonnée a ce recouvrement.
L’opérateur L est défini par:

réunion recouvre le bord de D et tels que sur chaque O; soit minoré par une

- (_Q) [ B ( ae )_1]
L(g)—'g+ S+l 2_132 ( )+gd a i
L(g) s’écrit en développant:

1 o 8 0
L@ =g(1-2 )77 20 azg (_5;9_) +ogh

1 s 9 _32_]'1
h= s+1 2f=132j [“f(az,. J

Ce qui démontre que L(g) appartient & L™ si g appartient 3 # et que L est continu
comme opérateur de # dans L™,
Le second terme figurant dans la définition de L(g) est orthogonal & B>*.

avec

~1
En effet, si f est holomorphe au voisinage de D, en posant f=aq; ( gg ] ’
z

J
[(— 0¥ +'gh] dm(w)l =1lim [ f [(— ey +'gh] /\',;1(%&]

et par application de la formule de Stokes, en posant ¥V =dw;A(A,..; @A dW,)

Sl AL, = |f,, FCarigv).
f étant bornée sur D et g étant O(Log 1/e) sur bD,, cette derniére intégrale est
O(ef** Log 1/¢) d’ou le résultat pour f holomorphe au voisinage de D.

Par densité des fonctions holomorphes au voisinage de D dans B**, le résultat
reste vrai pour tout élément f de B** et il en découle I’égalité P.L=Id.

De méme nous avons:
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Proposition 7. 1l existe une constante ¢=0 telle que pour f dans B>* et g dans #:

|, fedi) = Cl 1l lgha-

Démonstration.
|f, f&du| = |[ 7ELG du| = |[ fLTg) du,

car L est continu de & dans L*.
La dualité entre % et BY* est définie par g dans # et f dans B"* par:

frey= [, fL(e) dns

cette dualité prolonge la dualité naturelle entre B** et &.
Nous pouvons préciser.

= [ flusIL@lw =Clfl1slgl 2

Proposition 8. Pour f dans BY* et g dans B

frgy=1im [ fOmgw)lew)+el dm(w).

£>

Démonstration. Sur D, introduisons 'opérateur L, construit de fagon analogue
a celle de L en remplagant ¢ par g-+e. 1l est aisé de voir que L.(g) converge vers
L(g) quand & tend vers 0. f étant holomorphe au voisinage de D,:

[, T)EW o) +2l dm(w) = [, £0) LEI()IQ(w) ¢l du ().

D’olu le résultat en faisant tendre ¢ vers O.
Démontrons maintenant:

Théoréme 4. La dualité (f,g)~{(f,g) permet d'identifier le dual de B“* &
P'espace de Bloch 3.

Démonstration. D’aprés la proposition 7, tout élément g de # définit une forme
linéaire continue ¢, sur B"* en posant

¢g(f) = <f9 g>-

Réciproquement, soit ¢ une forme linéaire continue sur BY*, D’aprés le théo-
réme de Hahn—Banach, ¢ se prolonge en une forme linéaire continue sur L!(u)
et d’aprés la dualité de L'(y,) avec L™, il existe h dans L™ telle que:

Bt o(f) = [ f)hW)dps(w).
Pour tout f de B** nous avons donc:

o() = [, FON B (W) du,(w).
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g=P.(h) appartient 2 # d’aprés le théoréme 3 et donc pour f dans B**
o(N)= [ fn)g®)du,(w).

Ainsi ¢ et ¢, coincident sur B**. B>* étant dense dans B, ¢ est égale 4 ¢,.
Remarquons pour terminer que I'application g—¢, est injective car on a:

?,(8) = lgl3,s-

L’application g—¢, identifie donc le dual de B"* a 4.

VI. Applications

Nous donnons une application du théoréme 4 a la dualité des espaces BP.
Nous pouvons énoncer immédiatement:

Proposition 8. Le dual de B? s’identifie ¢ B pour la dualité:
o 1—
o)~ [, foor, s=mrn—F.

Démonstration. D’aprés les résultats de [4], B? et B"* (s=(n+1)(1—p)/p) ont
le méme dual. 11 suffit donc d’appliquer le théoréme 4 4 B,

Nous allons démontrer que, comme dans le cas de H?, le dual de BP? s’identifie
a un espace de fonctions holomorphes héldériennes sur D. Introduisons les nota-
tions nécessaires. HA, désigne I’espace vectoriel des fonctions holomorphes sur D
qui sont aussi dans A;, muni de la norme de A [14]. Comme dans le cas du disque
unité [6], une autre description peut étre donnée en terme de croissance des dérivées:
f appartient 3 HA, si et seulement si elle est holomorphe sur D et son gradient
d’ordre [s]+1 est O(lo(9)I*"**™!). Nous avons alors:

Théoréme 5. Soit D un domaine strictement pseudo-convexe de classe C**F.

41
-—’H—_-—, 1[, la duadlité naturelle L® permet d’identifier le dual de
k+n+1

(1-p)

B? ¢ HA, avec s=(n+1) IS

Pour p dans[

Corollaire 1. Si D est C*, le dual de B? (O<p<1) s'identifie ¢ HA; avec

s=(n+1) d-p) .
p
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Corollaire 2. ]| existe des réels strictement positifs a et b tels que pour tout

g de HA,
_ e _
a“g”A, - S}lp uf"p - b”g“A,

ou s est égal a (n+1)—(—1;—m-.

Commengons par un résultat auxilliaire, généralisation de la proposition 7,
inspiré de S. Bell [3].

n+1
Proposition 9. Soit p vérifiant: ﬂ—_*_-l—g p<1 et D un domaine de classe C***.
n
1l existe une constante ¢=0 telle que pour toute function f holomorphe au

- 1—
voisinage de D et tout g de HA, (Sz(n_H) ( P))_.
4

\/ 72| = Clfl, el
n

. , (s +
Démonstration. Supposons pour commencer que p vérifie: n
‘ n

<p=<] et

donc s appartient 4 10, 1[. Nous avons alors pour f holomorphe au voisinage de D
et g dans HA,

[, 78=[,/L® = [ flerLo(@lel™.
Pour g dans HA,, L,(g)|o|~* est bornée. En effet, d’aprés la définition de L,:

/)
lol="L(g) = galol=*— 3 ;_1 lof~* 25~ b;+|o[~* gh
32,-

ol a est C™ a support compact dans D, b; C* sur C" et h de classe C>** au voisinage
P J

de D. D’aprés la définition de HA,, g et |Q|_179£- sont bornés en fonction de | gil ,
Z; s

J
et par suite:

|/ f2e| = Cliflellilgla

Comme d’aprés [4], B? se plonge continiment dans B'*, le résultat annoncé est
vérifié.

Pour le cas général, nous construisons de nouveaux opérateurs. En conservant
les notations de la proposition 6, nous écrivons:

g=g(1-2"_ )+ a8

(I—2 a;) étant & support compact, il suffit de vérifier le résultat pour h=o;g
do
=0.

0z;

qui est & support dans un ouvert oll
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Posons

~

0
hi= 35 -0yl

1 étant la partie entiére de s et la fonction 6, étant définie par récurrence:

do ]_1
0, = h( ,
0 0z;
-1 9 ]_1 09,
—_ 1 i,
h est orthogonale & B2 et nous avons:
00
— PRV ES Bt |
et
00
= (1= Cligll 4, -
0z;|
Par suite:
_ 1 3_91 — 3 H -5 .a_—gl
[, fh=[, 10 +1—32—j—f,,f(—e) (@t

En utilisant I'inclusion de B? dans B, le résultat est démontré.
Démonstration du théoréme 5. Soit g dans HA, et appelons ¢, I'application:
[, r%
Draprés la proposition précédente ¢, est continue sur B? et sa norme vérifie:

loglt = Cliglla,

ol C est indépendante de g.

Réciproquement soit ¢ une forme linéaire continue sur B?. D’aprés les résultats
de [4], ¢ est une forme linéaire continue sur B avec s=(n-1)(1—p)/p. D’aprés
le théoréme 4, il existe & dans Z# telle que pour tout f de B"*:

o(f)=[, fi=erh = [ fPI=oYH,
P étant la projection de Bergman de L? sur B2
1
Pour 4 dans # (—g)°h appartient & A;. En effet, pour p dans [—ﬁi——-, 1[,
k+n+1

s appartient 4 ]0, k[. D’aprés la régle de Leibniz, les dérivées d’ordre /=[s]+1
sont des sommes de produits d’une dérivée d’ordre [—q de (—g)° et d’une dérivée
d’ordre g de b (g=I) et sont donc majorées par (—g)*~". P opérant continument
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sur A, (e=k) d’aprés E. Ligocka[l1], g=P[(—¢)h] appartient & A, et nous
avons donc ¢=g,.
D’ott le résultat.

Remarques. a) On peut établir un résultat analogue pour les espaces avec
poids B™". 1l suffit pour cela d’utiliser la régularité de P, sur A4,.

b) L’ensemble des valeurs de p pour lesquelles le théoréme est vrai dépend
effectivement de la régularité du domaine. Pour s’en convaincre il suffit d’appliquer
le théoréme aux fonctions B(., w) (B désignant le noyau de Bergman). On obtient
ainsi une estimation |Dy B(, N=0(d(w)~%), O uniforme en w. Toutefois I'auteur
n+

1
—_— l[ est optimal.
+1

ne sait pas si 'intervalle [
P k+n
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