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1. Introduction En réponse a un probléme posé par V. L. Klee, nous analysons
les rapports qui existent entre divers types de séparation pour plusieurs ensembles
convexes; cette étude nous permet d’étendre la portée d’un critére de séparation
exploité par J. Lindenstrauss [8].

Cet article est la suite de [2] ou nous avons défini divers types de séparation pour
plusieurs ensembles convexes d’un espace vectoriel réel E. Nous ne reviendrons pas
sur les motivations qui nous ont amené a considérer ces notions (cf. [2]), mais nous
nous contenterons de rappeler les principales définitions qui sont utiles pour le
lecteur.

Nous utiliserons la terminologie et les notations qui figurent dans [4]. Nous
appellerons cellule convexe (resp. cellule proprement convexe) tout ensemble convexe
dont linternat (resp. 'internat propre) n’est pas vide. Pour la bonne compréhension
du texte, rappelons les définitions des divers types de séparation pour n ensembles
n=2) [2].

Des parties A4, A,, ..., 4, d’un espace vectoriel E seront séparées s’il existe
des demi-espaces fermés X, , 2,, ..., X, tels que ﬂ'}=1 iZj:Q) et 4;,CZ; poprj: 1,2, ...

.., n; elles seront séparées strictement si elles sont séparées et si 4; C'2; pour j=
=1,2, ..., n; enfin, elles seront fortement séparées si elles sont séparées et si, pour
tout indice j de {1, 2, ..., n}, il existe un demi-espace fermé Z;., distinct de X;, tel
que A ch}CZ ;5 lorsque Yespace vectoriel E sera topologique, on exigera de plus
que tous les demi-espaces fermés considérés soient fermés pour la topologie vec-
torielle de I’espace.

Enfin, nous dirons, dans un espace vectoriel (éventuellement muni d’une topo-
logie vectorielle) de dimension au moins égale a n—1, que nensembles A4,, 4,, ..., 4,
sont séparés au sens de Klee §’il existe un sous-espace vectoriel ¥ (qui doit étre fermé
lorsqu’on travaille dans un espace vectoriel topologique) de codimension n—1 dont
aucun translaté ne rencontre tous les 4; (j=1,2, ..., n).
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2. Lemme 1. Dans un espace vectoriel E quelconque, soient Ay, Ay, ..., A, des
cellules proprement convexes. Si [Yi_,'4;=0 et (\jeq,a,...ongn Ai=0 pour tout
k=1,2,...,n, il existe des demi-espaces fermés X; contenant A4; (j=1,2, ... n)

tels que (\;_,'2;=0, U}, Z;=E et (}_; Z,=((Uj_,'2;) est une variété linéaire.

Comme A4; et B;=(]_, 4; sont des ensembles convexes dont les internats ‘4,
et ‘B,=(";_,'4; sont non vides et disjoints [4; L.8.1,c, p. 29], ils peuvent étre
séparés par un hyperplan H, [6; 2.1]; il existe donc un demi-espace fermé %, con-
tenant 4, et tel que ‘X, B,=0. En répétant cet argument, on trouve, de proche
en proche pour k=2,3,...,n, un demi-espace fermé X, qui contient A, et dont
Vinternat est disjoints de By, ot By=((5_1 Z;)N(}=t1 4;) Pour k=2,3, ..., n—1
et B,= ﬂ;;i Z;. On peut méme, s’arranger pour que "X, contienne une variété extré-
me ¥ de B, [5; 2.4, corollaire 3, p. 178]. Nous allons montrer que les demi-espaces
fermés X, Z,, ..., X, ainsi déterminés répondent & la question.

II est clair que 4; est inclus dans X; pour j=1,2,...,n et que ﬂ';.=1"2j=ﬂ.
Vérifions que |J}_, X;=E.

Quitte a effectuer une translation, on peut supposer que 1’origine appattient a V.
Désignons par S un sous-espace supplémentaire de ¥ dans E et par X ; la projection
canonique de X; sur S selon ¥. D’une part, la codimension de ¥ est inférieure ou
égale & n—1 [5; 2.3, p. 176]; d’autre part, la dimension de S ne peut excéder n—1,
sinon le théoréme de Helly contredirait les propriétés d’intersection relatives aux
ensembles E;.. Dongc, la dimension de S vaut exactement n—1, ce qui prouve que
les formes linéaires associées aux demi-espaces fermés X7, Z,, ..., Z,_, de S sont
linéairement indépendantes [5; 2.3, p. 176). En d’autres termes, on peut trouver un
systéme de références dans S pour lequel on a X;={(x, Xz, ..., X,—1):X;=0} pour
j=1,2,..,n~1, ce qui entraine X,={(x;, X, .o Xyo1): Xy +XpF ... +X,_1=0};
dés lors, UJ7_, 27=S, d’ou | J;_, Z;=E.

Pour démontrer la derniére partie de ’énoncé, on peut reprendre le raisonnement
formulé dans [1; 3.8, p. 288].

3. Lemme 2. Dans un espace vectoriel E quelconque, si 21,2, ..., %, sont
des demi-espaces fermés tels que n—1 d'entre eux ont toujours une intersection non
vide et tels que leur réunion coincide avec 'un d’entre eux ou avec tout I'espace, alors
leur intersection n’est pas vide.

Par hypothése, il existe des points (forcément distincts) x;, X, ..., X, tels que
x;€%; pour i#j. Dans ces conditions, les ensembles A;=X;"{xy, X, ..., X}
sont des convexes fermés dans le sous-espace vectoriel de dimension finie engendré
par les points x;; de plus, n—1 de ces ensembles A4; se rencontrent toujours, tandis
que la réunion de tous les 4, est convexe. Un lemme de Klee [6; p. 272] montre que
Moy 457 0, dou (), Z;5 0.
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4, Theoreme 1. Dans un espace vectoriel (resp. espace vectoriel topologique)
E de dimension au moins égale @ n—1 (n=2), soient Ay, Ay, ..., A, des ensembles
non vides proprement ouverts (resp. ouverts), convexes et distincts de E. Les trois
propositions suivantes sont équivalentes:

() 4, 4s, ..., A, sont séparés au sens de Klee;

(ii) 44, Ay, ..., A, sont strictement séparés;

(i) =y 4;= 0.

Il suffit de démontrer 1’équivalence des deux conditions extrémes puisque nous
avons établi antérieurement celle des deux derniéres [2; Théoréme 2].

Bien entendu, (i) implique (iii); pour démontrer la réciproque, nous allons
procéder par récurrence et nous contenter de traiter le cas d’un espace non néces-
sairement muni d’une topologie vectorielle.

Pour n=2, le résultat découle du théoréme classique de séparation stricte de
deux ensembles convexes proprement ouverts par un hyperplan.

Supposons le résultat vrai pour n—1 (n=3) et considérons n ensembles
Aq, A,, ..., A, nonvides proprement ouverts, distincts de E et d’intersection vide.

Sl existe un indice j de {1, 2, ...,n} tel que Pintersection des A4, autres que
A; soit vide, I’hypothése de récurrence permet de conclure a ’existence d’une variété
linéaire de codimension rn—2 dont aucun translaté ne rencontre tous ces 4;; toute
variété linéaire de codimension n—1 incluse dans la précédente fait I’affaire.

Sinon, il est possible de construire des demi-espaces fermés 2,2, ..., X,
tels que A4;CZ; pour j=1,2,..,n, U Z;=E (\j_,'Z;=0 et tels que
V=_1 Z;=((U]}_; 'Z;) soit une variété linéaire (lemme 1). D’aprés le lemme 2,
la variété linéaire ¥ n’est pas vide: elle est donc de codimension au plus égale & n—1
[5; 2.2]. Soit ¥* une variété linéaire incluse dans V et dont la codimension vaut
exactement n—1; si un translaté V" de V* rencontre tous les 4; (j=1,2,...,n),
V'’ doit étre contenu dans ¥, ce qui contredit linclusion de ¥V dans [(U]., 4;)-

5. Theoreme 2. Dans un espace vectoriel (resp. espace localement convexe)
E de dimension au moins égale @ n—1 (n=2), des convexes A, Ay, ..., A,, dis-
tincts de E, sont fortement séparés si et seulement s’il existe un convexe absorbant
(resp. un voisinage de I'origine) V tels que les ensembles A;+V, A,+7V, ..., A, +V
soient séparés au sens de Klee.

Nous allons encore une fois uniquement considérer le cas d’un espace vectoriel.

On sait que Ay, 4,, ..., 4, sont fortement séparés si et seulement s’il existe
un convexe absorbant U tel que ﬁ;ﬂ (4;+U)=0 [2; Théoréme 3] ou encore,
quitte & remplacer U par son internat, si et seulement s’il existe un convexe propre-
ment ouvert ¥ contenant origine tel que ﬂ;f=1 (4;+V)=0. Comme, pour chaque
indice j de {1,2,...,n}, A;+V est proprement ouvert, convexe et distinct de E,
le théoréme précédent permet de conclure.
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6. Corollaire. Dans un espace vectoriel (resp. espace localement convexe)
E de dimension au moins égale & n—1 (nz=2), des ensembles convexes A, A,, ..., 4,
Sfortement séparés sont séparés au sens de Klee.

1l s’agit d’une banale application du théoréme précédent.
Nous rejoignons somme toute le corollaire 1 de [2] en abandonnant toutefois
I'hypothése selon laquelle 'espace considéré est de Banach.

7. Remarques. ¢) Dans les énoncés des théorémes 1 et 2, ainsi que du corollaire,
la version purement algébrique rentre dans la version topologique si 1’on fait appel
a la topologie naturelie [4; p. 168]; il nous a paru néanmoins intéressant de donner
les énoncés sous cette double forme.

b) Le corollaire permet d’obtenir de nouveaux cas de séparation au sens de
Klee dans tout espace localement convexe; il suffit en effet de reprendre tous les
types de séparation forte obtenus dans [2]. Nous sommes de la sorte en mesure de
généraliser un résultat de séparation pour plusicurs ensembles donné par Linden-
strauss [8; Lemma 6, p. 497]; cela constitue un pas supplémentaire vers la résolution
du probléme posé par Klee et rappelé dans [2].
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