
Extension de fonctions analytiques avec estimation 
Eric Amar 

Introduction 

Le pr6sent travail s'inspire de l'6tude des suite d'interpolation due ~t L. Car- 
leson [2] et H. Shapiro et A. L. Shields [8]. On veut 6tudier ce type de ph6nom6ne 
en plusieurs variables. 

Soit B la boule unit6 de C z, S = 0 B  la sphere unit6 munie de la mesure de 
Lebesgue da. On appelle H=(B) la classe des f0nctions analytiques et born6es 
dans B; on note, pour 0 < p < + ~ o ,  HP(B) la classe des fonctions analytiques f 
dans B telles que sup,<1 fs [ f ( r 4 ) f  da(~)< +co. 

B. M. O. (B) se trouve d6fini par exemple dans [7], 
Soit alors V={D, ,  hEN} une suite de disques complexes dans B; on se pose 

le probl6me suivant: ~t quelles conditions sur V e t  s u r f  analytique sur V a-t-on 
qu'il existe un prolongement f de f dans HP(B)? 

Pour r6pondre ~t cette question, soit D un disque complexe dans B, x son centre 
et soit, pour 4EB, 

2 - 4 - [ x l  2 off x = ( z , w )  et 4 = ( 4 ,  r/) 
b~(~) = .  Ix l (1-~-  4) 

0.  ( 0  (1 - Ixl2)1/2 (zq - -  We) 
c~(~) = Ixl(1 - ~ -  r 

la transformation conforme de B dans B qui envoie x en 0. 
On a bien stir: D={~EB, bx(~)=0}. 
On dira que V est uniform6ment s6par6e (U. S.) si: 

3 6 > 0 ,  B~>0 t. q. / / , , k  [bx,,(r -->6 d~s que 4 v6rifie Ib~.(~)l<~- 
On dira que f={f., n~N), une fonction analytique sur V v6rifie !'hypoth6se 

H ps i  

(H0 Z . ( 1 -  x 2)2/" if . lPdA.<+oo 
n d Dn 

off d2, est la mesure de Lebesgue normalis6e sur D,. 
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De m~me: 

(H**) sup Ilf~ll~ < + co. 

On a alors le r6sultat suivant: 

Th~or~me. Soit V={D~, hEN} une suite de disques complexes U. S. et 
f = { f , ,  nEN} une fonction analytique sur V; pour qu'il existe une extension f 
analytique clans B de f telle que f soit dans H p (B) il faut et il suffit que f vdrifie 
t'hypothdse (H~). Si f vdrifie (11 ~) alors il existe f darts B. M. O. anatytique qui 
prolonge f dans B. 

La m6thode utilis6e est directement inspir6e de la preuve de L. H6rmander 
[5] du thdorSme de la couronne de L. Carleson [3], le point d61icat 6tant de montrer  
qu'une certaine (0, 1) forme est de Carleson dans B. 

Ce travail a fait l 'objet d 'une conf6rence aux ~( Journ6es d'Analyse Harmonique 
et de plusieurs variables complexes ~ de la Garde--Freinet  en juin 1977. 

1. Estimations de solutions de l'equation ~b 

Soit co=o)1 d~+o)~ d~/ une (0, 1) forrne ~t coefficients mesures dans B e t  telle 

que 30)=0;  on dira que u v6rifie l '6quation ~bu=e)  [6] au sens de la formule 
de Stokes si: 

(1.1) VgoE~,I)(H),  5 g o = 0  alors fsugo=f, ̂ go 
off S=(gB, et cd(~,i)(g ) d6signe les (2, 1) formes ~t coefficients c ~  dans B. 

Soit # une mesure de B, on dit que # est de Carleson dans B si [7]: 

(1.2) 3 C > 0 ,  VxES, V ~ > 0 ,  [l~[{ry]yES,]l--Y~.y]<Q, 1 - - r Z < o } < C o  ~. 

On notera A 1 l'ensemble des mesures born6es dans B, A m l'ensemble des 
mesures de Carleson dans B e t  A p l'interpol6 r6el entre A ~ et A ~ i. e. [1] 

1 
A p = ( A  1,A~)o,p O = l - - -  p" 

Soit p une mesure de Carleson dans B e t  goELP(I~I) alors on a: 

Lemme 1.1. La mesure go. # est dans A p. 

Puisque goELP(]pl) alors go est dans l'interpol6 entre L~([/~l) et Z~(I/~l) [1] 
d'ofi le lemme. 
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Si co est une (0, 1) fo rme  dans B, on a:  

co = ~o 1 d ~ + ~  d~/ 

r t o l - ~ o 2  
et on pose t~  (1-I~1~) x/~ 

off ~----(~, r/)EB. 
On dira que co EA~0,1 ) si coi EA p, i---l ,  2, 3. On  a alors:  

Th6or~me 1.1. Soit pE[1,  oo[ et soit co une (0, 1) forme ~ fermde telle que ~ soit 
dans A~.o) alors il existe une fonction u dans LP(S) telle que ~bu=o~;  si p = + ~ o  
alors u E BMO. 

S est muni  de la mesure  de Lebesgue et rappelons  que BMO(S)  est l 'espace 
des fonct ions de L 1 (S)  telles que 

1 fQ IT-TQI < + r  SQp - ~ -  

ofl Q est une pseudo-boule  de S i. e. s i x E S ,  Q > 0 ;  

Q(x, ~) = {yESI1 - ~ . y l  < 0} et off fQ d6signe la moyenne  de f sur Q: 

f e = [ @ f o . f ,  avec [ Q ] = m e s u r e d e  Q. 

Preuve. H. Skoda  [6] a construi t  un op6rateur  lin6aire qui donne  u en fonct ion 
de ~ i ,  i = 1 ,  2, 3: 

1,/ = ~ = 1  K/~ 

I1 a mont r6  que si o~ est dans A ~ alors Kio~EL ~, donc u aussi. 

N.  Varopoulos  [7] a mont r6  que si ~ E A  ~ alors K#o i est dans BMO(S)  
donc  u aussi. 

On sait [par ex. 9] que l ' interpol6 r6el entre L ~ et BMO est L p donc  si co~ E A p, 
les K~ 6tant  lin6aires, le th6or~me d ' in terpola t ion  des op6rateurs  nous  dit que 
K~o~iEL p, donc u aussi, ce qui ach~ve la preuve du th6or~me. Une  6tude plus com-  

plete des solutions du ~b donn6es pa r  les noyaux  de H. Skoda  se t rouve dans [10]. 

2. Extension de fonctions analytiques 

Soit x = ( z , w ) E B  et posons  

(2.1) V~ = (4, r/)EB, Ox(~) = 

~.  ~- Ix l  ~ 
bx(~) -- Ix l (1 -x -g )  

( ~ -  w ~ ) ( 1  - [x[~) ~ 
cx(~) = 

]x[(1 - ~ .  ~) 
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Ce sont les composantes d'une transformation conforme (T. C.) de B dans B telle 

que ~k x (x) = 0. 
A x dans B on associe le disque complexe 

(2.2) Dx = {r bx(~) = 0}; 

r6ciproquement si D est l'intersection d'une droite complexe et de B on lui associe 
le centre x de D et la fonction b~. 

Soit V={D. ,  nEN} une suite de tels disques et a = ( x . ,  nEN} la suite de 
Ieur centre, on dit que Vest  uniform6ment s6par6e si il existe 6 et ~ positifs tels que: 

(2.3) VkEN, V~t.q.  ]bk(~)l <= e alors H . . k  [b.(~)] > 6 

oia bk=bxk. 
Soit f =  {f . ,  nEN} une fonction analytique sur V, i. e. f .  analytique sur D.;  

on dira que fELP(V) si 

(2,4) ~ .  (1 - [x .12)2fo ILI p d;~. < + 
n 

oia 2. est la mesure de Lebesgue normalis~e sur D.. 
Enfin on dira que V e s t  d'interpolation H ~ si pour toute fonction f dans 

LP(V), f analytique sur V, il existe une fonction J~ darts HP(B) telle que: f t v=- f  
On a alors: 

Th~or~me 2.1. Soit l < : p < + ~ ,  si V={D. ,  nEN} est uniform6ment s6parde 
alors elle est d'interpolation HP; si p =  + ~  et si f E L  ~ (V) alors il existe y dans 
B to t. q. 71v=f.  

Preuve. On aura besoin des lemmes suivants pour r6soudre d 'abord dans cg= (B). 
Soit V={D. ,nEN}  et soit a={Xn, nEN} la suite des centres des disques 

D,,  par hypoth6se Ves t  uniform6ment s6par6e avec les constantes e et fi; posons 
s ' < 6  et 

E. ---- {~EB, lbn(~)l < ~'}. 
On a alors: 

Lemme 2.1. Les ensembles E n sont disjoints. 

En effet si r est t .q .  Ibk(~)l<e" alors Ib.(r pour nCk.  

Lemme 2.2. Pour l < = p < + ~ .  Soit f = { f n ,  nEN} une fonetion analytique 
dans LP(V), alors, pour tout n de N, f .  admet une extension analytique f .  d B tout 
entier t. q. 

(2.5) f If, I" dv <= ~'z(1 - ]x . lZ)zfo"  If.t" d2. 

o~ dv est la mesure de Lebesgue sur R a. 
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Preuve. Soit hEN et ~: ,  la T. C. d6finie par (2.1); pour ~=(0, 11) alors 
$~-~(~)ED, et on peut poser: 

Vr/E D, g,(11)=f,o~k~-l(0, r/) prolongeons alors g, de mani6re (( naturelle >> i. e. : 
~,(~, r/) = g, (11), V (4, r/)EB et posons enfin 

f.(O =g.o~x.(O V~EB. 
Clairementf .  r6alise une extension analytique de f .  it B tout entier; de plus on a: 

(2.6) f~ .  ILI" d~ = f~r Ig,(11) l, z ;  ~ a~(r 

od 3 .  d6signe la Jacobien de la transformation @x. Calculons le 

Obn Obn~ 
3-~ N-[  (I-Ix.1=)1/= /en0--1Xnl~)~/~ ~.O-Ix.l=)~/. / 

K.(r = O~n 0%~ = Ix-~(T---~..~)~ t 111x.l~-w. ~.-r ~ ) 
( 04 o11 ) 

d'ofl 

_ (1-Ix . l~)  ~ 
(2.7) ~.(~) = det IK~(~)I ~ [1 - ~ . .  ~[~ 

mais si ~EE. il vient 

(2.8) ( 1 - 2 ~ 3 ( 1  - l x ,  I ~) _-< 11 - x , .  ~1 <-- (i  - I x , ? )  

portant dans (4.6) il vient 

(2.9) f~. [fnlPdv ~ (1 -[xnl2)3t;'2fD ]g,(11)[P d2(q) 

mais on a encore, par d6finition de gn: 

(2.10) f ~ Ig.(n)l" d2 = f o. I f . I ' d2 .  

en effet il vient: f.(O=g.(c.(~)) V~ED. toutes les mesures 6tant invariantes par 
rotation, on peut sopposer que x.=(r, O) auquel eas it vient: 

/9. = {r ~ = r, Iql = _-< 1 - r  2} 

d'ofl 

t/ si ~E D. c, (0  -- (1 - -  r 2 )  1/~ 

f D if, lp dXn = f D [g n 11 P . ((l--r2)'/~) d2€ 

faisons le changement de variable r/'---- 11 pour obtenir (4.10). Soit alors 
(1 - r 2 )  1/~ 
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�9 Ecg~(R+) t .q .  

(2.11) 

Posons alors: 

(2.12) 

e(x) = 

~t2 
1 si 0 < = x <  4 

0 si X =:~ e '2 
et 0_--< ~--< 1. 

F(ff) : Z . f . ( 0 ~ ( l b . ( 0 l Z ) .  g~B. 

Clairement F~Cg=(B) et FIv=f ;  de plus 

Lemme 2.3. Si f =  { f , ,  n~N} est dans LP(V) alors F admet des valeurs au 
bord de B dans Lg(s ) .  

Preuve. On a, les E n 6tant disjoints: 

IlFIf~ = f s IFf &r = Z .  f s If"l" ~P(Ib"lZ) d~ 
d'ofl 

IIFII~ -<- Z .  f<,..~.)n~ ILl" d~ = Z .  f<l~,<.')ns ]g"(~)l'3"-~ da 

off ~ est le Jacobien de la T. C. ~k~. pour le bord S de B; un ealcul analogue ~t 
(4.7) et (4.8) donne 

f ~,.~.~, ILl" da ~ C(1 --Ix.l~)~ft~L.." [g.(t/)lv da(O 

d'ofi en d6composant la mesure de Lebesgue a sur S il vient: 

Utilisant (4.10) on a finalement 

f [f~l 'da ~ C(1--lxnlm)mfD Ib.l< : . If~f d2. 

d'ofl le lemme. 
La fonction F r6soud donc le probl6me dans cg~ (B), on va la corriger pour 

qu'elle appartienne ~t H v (B). 

Posons o = { 0 F  avec B(~)=//kENbk( 0 ce produit infini converge dans 
H ~ (B) A cause de l'hypoth6se d'uniforme s6paration. 

1 OF 1 OF qol--~o~z 
Posons: o l  = B 0~ '  02----- B Of/ ' o 3  - ( l _ l r  

et aussi: 

= l b ( ~ ,  O(ib~lZ) ) 

avec les &: correspondant; on a alors: 
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Lemme 2.4. Les mesures oldv sont darts L~(l~ldvt, i=1 ,  2, 3. 

Posons q~(O = Z .  / .  (0  IE. (0, ~EB; 

on a 0~i=9~ i. 

Calculons, en remarquant que [B[_->~ -~ sur suppbO([b,[2), Vn 
z 

129 

< 2 Z .  f~  ILl" Or ' f .  lq l'dlod = ~ . ~ av 

f Ok./ mais - -~  (lbn[ ~) = O'([b.[2). bn !,--~--) 

mais sur E., le calcul du Jacobien (2.7), (2.8) montre que 

d'ofl 

O b  n c 

1 1 fE. ILl"dr fB I~o[Pdl~[ ~ c~7  d Z .  (1 --['Xn[2) 

et grftce au lemme 2.2, il vient 

fB t~0t" dl6~I -< C Z .  (1 -Ix.l~)~ fn"  lLTd2 .  < +0o. 

I1 en va de m~me pour o~; voyons o3: 

on a :  

d'ofl 

1/1--z)-~ q ~ - -  ( Ib" lZ) - r  (Ib"(~)12)= I x n l ( x - ~ . ' 0  2 

c Z .  f~. ILl ~ [O'lb"12)l I~z.-~w.r dv 
1-[xnl 2 Cy~l~l ~ ~fBk~176 

Calculons terme h terme le membre de gauche et supposons que x .=( r ,  0), il vient 
alors par changement de variable 

!~'] dv(~') ! I~[ dv(~) <= cfjcl<~" Ig.Ol')l p ]/l --[('1 ~ (2.11) ( l _ r 2 ) 3 f e  If.1 ~' 1/1-[r 2 
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en effet, on a: 

1 - r ~  

1 --r~ 

i ~'-t-r = 1 --~r~' 
1 -r2r/' 

d'ofi (1 - I ~ 1  ~) 1--[r = (1-rZ) ] l ~ r - - ~  

done r/ = ~/' I1 + r~'l 
I / l - l ( ]  2 V I - ] ( ' ?  l + r ~ '  

de plus le jacobien est major6 par C(1- r2 )  3 par (2.7) d'ofi (2.12). On a alors 

f Ig.(n)l~ Ini {f,~,<~, ,;,,_~l_,,t d2(0} d2(rt) 

f. Ign(r/)lP d2(r/) 1/1-  Ir/12 ~ f o  Ign(r/)]P d2(r/) 

et done par (2.10) 

1,71 f~ ILl" Vl_lr a~<-CO-Ix.l=)*f..lf . l"dZ. 

d'o5 enfin: 

f B I~ol. dlc~.l ~- cJl~'ll= Z .  (1 -lx.?)~fD ILiads. < + ~. 
n 

On veut maintenant r6soudre le probl~me ~)bU=~=�89 avec u~LP(S). On a 
alors: 

Proposition 2.1. La forme ~ est dans A~.I). 

La preuve sera donn6e au paragraphe suivant. 
Puisque ~ A ~ , I )  et que, grace aux lemmes 2.4 et 1.1 on a que ~EA~'o,1); 

on peut r6soudre.gr~ee aux estimations du Th6or~me 1.1 et on a que uELP(S) 
a v e e  b b H = i[J0. 

Posons alors: G = F - B U  off U est l'extertsion de u darts B [6 appendice II], 

on salt qu'alors OG:OF-B~)U=O et GIv=F[v: f  
De plus U tend vers u au serts des limites radiales done G EH" (B) et r~soud 

le probl~me pos6, ce qui ach6ve la preuve du th6or~me 2.1, ear F--Bu est valeur 
au bord au serts de  Stokes de F--Bu et est dans LP(S). 

Th~or~me 2.2. Si V :  {D,, nEN} est uniformdment sdparde et si f est dans 
HP(B) alors f[v est dans LP(V). 

Ce th6or~me prouve que, V 6tant U. S., le th~orSme 2.1 est le meilleur possible. 
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Preuve. Ella sera cons6quence de la 

Proposition 2.2. Si V e s t  uniformdment s~par~e, la mesure d'intdgration sur 
V e s t  de Carleson dans B. 

La d6monstration de cette proposition est 6galement report6e au paragraphe 
suivant; puisque la mesure d'int6gration sur V est de Carleson, on peut appliquer 
le th6or~me de L. Carleson [3--4] 

explicitons 

d'ofi le th6orbme 2.2. 

VfEH"(B), f a  ] f fd lz  ~ C f s  I f f d a  

tz: f B  Ifl~'d'u = Z .  (1-[x.[2)~fo" IflPd2. 

3. Prenves 

Pour prouver les propositions 1 et 2 nous aurons besoin de la proposition 
suivante, les notations dtant celles du w 2. 

Proposition 3.1. La suite a-= {x,, n ~N} est telle que la mesure 
v = ~ ,  (1-[Xnl2)2(~xn est de Carleson dans B. 

1 - [x~[  2 
Preuve. Posons iEN, e / ( 0 =  (I - x i "  ~)~' les ei sont les noyaux de Cauchy nor- 

malis6s dans H2(B); on va dvaluer I<ei, e j> [, le produit scalaire 6tant celui de H 2 (B): 

(1 - Ix ,  l~) (1 -[xjl  ~) (el, ey>: ( l - -2ixj)  z car ces noyaux sont reproduisants d'autre part on a: 

1 --Ib,(xj)l 2 = [xi[211 - x i x j t 2 -  I fxilz-xi" xj[ 2 
Ix,? li - ~ , x j l  ~ 

d$veloppons: 1 -Ibi(xj)l  z = (I -[x,12)([x,[ 2 -  {2~. xjI 2) 
Jx, J~(1 - ~ , .  x j l9  

mais l'in6galit6 de Schwartz implique: 

]'2ixj[ 2 <= [xil2Ixjt 2 d'ofi 

(1 - Ix ,  l~) 0 -Ixjl  ~) 
1-Ib , (x j ) l  2 ~ I1 -~ , x j t  z = [(e,, ej>[. 

Le produit infini v6rifiant: l l j ~ i  Ibi(xj)] 2>=62 VjEN, on en d6duit: 

supj Z,  f(ei, ej>l = c < + ~o. 
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La matrice A = {(ei, ej)} est alors born6e sur l 2 [8] en effet, supposons i, j<=N 
pour rester en dimension finie, A Nest  hermitienne et soit 2 une de ses valeurs pro- 
pres, il vient, avec x i ~  (x3 le vecteur propre correspondant: 

d'ofi 

soit alors j t .q .  

il vient: 

Z i  (ei, ej} xl = 2xj 

1~[ IxJl ~ Z~=I Ke,, ej)l Ix,[ j : 1, 2 . . . .  , N 

Ixjl ~ Ix, l, i = 1, 2, ..., N; 

]21 ~ Z L 1 L e ' ,  e-~ Ixil <- c.  

Cela valant pour toutes les valeurs propres, on en d6duit que A est born6e par C. 
Remarquons q u e A  est positive et soit a={a~, i~N} un 616ment de 12(N); 

posons h = ~ = l a ~ e i  et A ~/2 la racine carr6e positive de A; on a [[A~/21I<=C~/2 
de plus: 

Ilhll~ = (h, h)n~tB) --- Z ai~tj(el, ej)[ = (Aa,  a)t~tN) 
soit encore: 

de m~me: 
II hll~ = [Ih 1/a a 11~ 

}lAaIl~, = (Aa, Aa)~, = 2 j  ( 7--,i.g aiSk(ei, ej)(e~, ej) 

IIAal[~, = Z j I( h, ej)~t,l 2 

d'ofl: . ~ j  ](h, ej}n,I 2 ~ CIIh[l~, car IlZall~, <= CllA1/2all~,. 

Soit alors h une fonction quelconque de H2(B) on en d6duit encore, par projection 
sur l'espace engendr6 par {ei, iEN} 

~ ' j  [(h, ej}l z <= C[Ih[[~. 

Utilisant, comme dans [11 chap III], le fait que les noyaux de Cauchy sont 
reproduisants il vient: 

VhCH2(B), Zj (1 - ! x j l 2 )2 lh (x j ) I  2 <- CIIhll~ 

et ceci implique, grfice/t [4], que le mesure v = ~ j  ( l - tx j l~)  ~ ~xj est de Carleson 
dans B. 

Remarque. On montre dans [11] de fagon tr6s g6n6rale que l 'on a s i x  et y sont 
deux points du spectre d'une alg6bre d'op6rateurs et si e~ et ey sont les noyaux 
de << Cauchy >> correspondants [11] que: 

Kex, %}12 <= 1 - d 2 ( x ,  y) 
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off d(x,  y) est la distance de Gleason de x et y ;  ici on a:  

d2(x, y) : Ibx(Y)12+lc~(y)l ~ si x, y E B  
done 

I(e~,, % ) l  2 --< 1 - [b i (x j ) l  2 a f o r t i o r i  
d 'ofl  

sup Z j  I<ex,, exj>[ 2 < -4- co 

mais  alors A. M. Mante ro  [12] a mont r6  que dans le cas de la boule  de C n, cela 
entralne que la mesure  v e s t  de Carleson,  ce qui fourni t  une autre  preuve it la 
propos i t ion  

Corollaire.  Si { ( . , n E N }  et une suite de B telle que d (x . ,  ( . ) < ~ < 1 ,  alors 
la mesure V = ~ n  (1--I( .]  z 6~. est encore de Carleson clans B. 

Preuve. On a aisdment que:  (1 - ](. [2) < ? (1 - Ix. I z) avec ? > 0 ,  ind6pendant  de n. 

D ' a u t r e  pa r t  l 'hypoth6se implique 6galement  qu' i l  existe fl => 1 t . q .  

{,,E Q)(x, h) = x,,6. Q(x ,  flh). 
On en d6duit:  

~(O(x,  h)) = Z . ,  r (1 --IQ.12) 2 _-< 2 n ,  x.eO(x, pn) (1 --[Qnl2) 2 

O(~)(x, h)) ~ 7 2 Zn ,  ~.~O(x, Ph) (1 --IX.I~) ~ <_-- flh)) 

mais v e s t  de Carleson grace h la p ropos i t ion  d 'ofi :  

~(O(x,  h)) <- ?zCfl2h 2 <= yzcflZlq(x,  h)l c.q.f.d. 

On peut  ma in tenan t  p rouver  que: la forme ~ est dans A~,~). En effet: pou r  
cela il fau t  mon t r e r  que co~EA ~, i = 1 ,  2, 3. 

r16h--~6~2 1 ,lY(lb.[~)b.(l--lx.] 2) ( r l z . -~w. )  
r176 - f l _ [ ~ [  2 - -  ~ - Z n  [ x . [ ( l _ X  . 0 

1 1 
Io~3] dv ~: C Z .  IE" (l__lXnl2)l/2 r d/)(~') : 

car  I=>[C. (~) I=  I~lz"-:~wnll/1-lxn]~ doric sur E.  il vient 
Ix.lll-X..~l 

lrlz.-~w.] <= C(1-]x .12)  1/2 et (3.1) 

d ' au t re  par t  on a ais6ment que 
I~iI dv ~ p, i : 1 , 2  

il nous  suffira donc  de mon t r e r  que # est de Carleson pou r  p rouver  la pro-  
posit ion 2.1. 

Voyons  

done:  

(3.1) 
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Soit alors xES ,  h > 0  et posons 

Q(x, h) -- {(ES, II-ff .~ ' l  < h} et aussi 

Q(x, h) = {~EB, I~[ > l - h ,  ffl~l-lEQ(x, h)}. 
Consid6rons alors un ensemble E. t .q.  Q n E , ~ .  

ler cas: ( , )  h<=u(1-[x.lZ). 

Seuls un nombre fini no, ind6pendant de h, d'ensembles E, peuvent intersecter 
ainsi, les ensembles ~ et E, ayant la m~me gfom6trie et les E, &ant disjoints 

d'ofi, si I d6signe l'ensemble de n t .q .  h<-_=(1--1x, tZ), II[<=no, on a: 

1 t dv 1 r dv 
A 

(1 -Ix.t~) 1,~ J~n~,  (1 -Ir <= 2 . ~ ,  (1 -Ix.l~) ~ J~  (1 -l~I~) ~'~ 

hl/2 
<-- ~Y"~' ( 1 -  Ix.l~) ~/~ a(Q) _-< Ctnoa(Q ). 

2me cas: Soit ~, un point de 0 n E n t .q.  I~,] soit minimale, et supposons que 

(*  *) h. -- 1 -  t~.l ~ _-> ~ ( 1 -  Ix.I ~) 

soit J l'ensemble des n t .q .  ( . . )  soit v6rifi6, on a: 

1 f dv <-_ ~ . e j  1 f dv B 

par changement de variable on a: 

dv 
< c(1 -Ix.12) 5/~ 

(1 --Ir p)1/2 = 
il vient: 

C ~ '  (1-1~.12) 2 grace ( * * ) .  -<- C Z . ~ j  (1 -[x.[~) ~ <_- . ~  a 

Utilisant le corollaire 3.1 o n  a: 

<_ C a (Q). 
B 

3kme cas: ( . . . )  h . < i n f  {h, U(1--IXnl2)}. 
(* * *)  soit v6rifi6, alors on a: 

Soit K l'ensemble des entiers t. q. 

L e m m e  3.1. Si nEK, et f l > l  alors {(ES, t. q. ~2ER +, 2 ( EQn E .}  est indus 
dans Q n E ~ ,  oft E~={~EB, Ib,(Ol<fle" }. 

En effet supposons le contraire: 

3 ~ E Q \ E ~  t .q .  2 ~ E . ,  2 < 1 ;  
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consid6rons alors ~ '=2'~ 
que ~�9 c~ En). 

a) ~'EOQ=~ 1~'1 = 1 - h  

t .q.  ~'E0c~E~, ('l~'l-X~E " et I~'1 minimal; on a alors 

et donc: 

I~,,I < I~'1 = 1 -h=*h,, = 1 --I~1 >h=* contradiction. 

�9 g p b) ('E~gEn: la situation est alors la suivante: ~(r et p(E ~; on peut, sans 

restreindre la gdndralit6 supposer que: 

et 

E~ ={(EB,  ~ - r  

puisque 

2(EEl=* ;,~--r < a ' .  
1 --r~J.  

Quitte ~ modifier un peu 5" on a: 

Puisque 

0 < r < l  

et 

d'o~ 

et 

si 

alors il vient: 

d'ofi encore 

si 

Si donc on 

[~ - r l  < # a ' ( 1 - r  ~) 

12~-r  I < ~ ' ( 1 - r  2) 

[ l ~ - r l -  Ir -,Z)[ < ~'(1 - r  ~) 

[~--r[--~ '( l--r  ~) ~ [~1(1--2) 

(1 --),) => -~1 ( f l -  1)e'(1 -- r 2) 

1 , I~-rl =< J~l(1-2) =~ (1-2) --> i-~/~ (1-r2). 

prend fl t .q .  ( f l - 1 ) e ' ~  alors on a: 

r ) . ( l=2  est t .q. 1 - 1 2 ( l ~ c ~ ( 1 - r  ~) 
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done afor t ior i  ha-=- 1 --I~[ _->e(1 - - r  2) et la contradiction avec h . < i n f  {h, ~(1 -[x,[~)} 
ce qui aeh6ve la preuve du lemme 3.1. 

Fin du 3Ome cas: on va maintenant ehoisir e', ~ e t / / .  On veut: 

6 
/ / e ' = ~ -  et / / e ' - e '_ ->a .  

On prend par exemple / /=2 ,  e ' - a  , - u  et e = e  = T ,  il vient alors 
1) Les ensembles E~ sont disjoints 
2) pour nEKle lemme 3.1 est valide done: 

1 dv 1 dv 

done C <- ~ .eK a(Qc~ E') <= el/2a(Q). 

Cela achave la preuve de la proposition 2.1. 

Preuve de la proposition 2.2. 

On veut montrer  que la mesure v d'int6gration sur V e s t  de Carteson, i .e.  

v(Q(x , h)) <= ClQ(x, h)[ 
donc 

v(Q(x, h)) = Z .  f o(x,h)OO. (1 --IX.r 2) d~.. 

D&omposons  les entiers en 2 cat6gories: 
a) n~I~h<=o~(1-]x,t 2) alors on sait qu'il n 'y  a qu 'un nombre fini no, in- 

ddpendant de h, de tels entiers et done: 

Z.ei (1- [x.t2)~ f_ d2, = < CnolQ] 
('1 D n 

car on v6rifie sans peine par  T. C. que la mesure d'int6gration sur un disque est 
de Carleson de constante uniforme. 

b) nEJr (1--lx,[ ' )  =<~h. 

On a alors: 
dv f~,~,h)OO. (1 Ix.l~)~d2. <_- - ~YL(~,an)~E. l - l x . [  2 

off // est ind~pendant de n; en effet par rotation on peut supposer que x.=(r, O) 
d'ofl : 

E. = {~ = (r ~)CB, [ r  -<- ~ ' ( 1 - : ) }  

D. = {~ = (r n)~ B, ~ = ~} 
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donc:  Q(x,h)nD,={~=(r t .q .  ~ = r  et I I - ~ r = ~ t / l < h  } off x=(z ,w)ES 
de m~me: 

Q(x, f lh)nE,  = {( = (41 t/) t .q .  l ~ - r [  < e ' ( 1 - r  2) et [ 1 - ~ r  < flh} 

mais: 
tl - ~ r  = [1 - - 2 r - - ~ t / + ~ ( r - - r  I <= h +  Izl l r - ~ [  

soit encore:  
ll-~'r ~- h + e ' ( 1 - r  2) si ~EQ(x, hfl)nE, 

mais 

nEJ=~(1-r2)<=lh=*e t l - ~ - ~ j  _-< 1 + ~ -  h 

donc  si on choisit , = ( 1 + @ }  alors on a que: 

{t/~D t .q .  ( ~ , t / ) ~ ( f l h ) n E . } D { ~ C D  t .q .  (~, t l)~Q(x,h)nD.} 

on peut  alors calculer: 

dv 1 
1 - - ~ , l  2 -- ( 1 -  ~x, I2) f ,r d2(~) f . d2(q t. q. (4, rl)~ Q (x, f lh )n  E.) 

1 
--> (1 --Ix.[ ~) ax(r d2(,) => e'2(1 -Ix.t~)=fo(x.,)~,,.. dX. 

car d2. est normalis6e sur D,  alors que d2 ne l 'est pas. Mais alors on sait que 
dv 

# = ~ .  I E . ( l _ l x . ] 2  ) est de Carleson donc 

f ~  1 ~ c d2n(1- Ix.I 2) <= - ~  p(Q (x, flh)) ~_ - -  fl2 lO (x, h)l Z n ~ J  ND n 1~12 

c.q.f.d. 
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