Extension unitaire et fonctions de représentation
d’une contraction de classe C,

B. Beauzamy et M. Rome

§ 1. Extension isométrique d’une contraction de classe C,

Soit E un espace de Hilbert complexe, et soit 7 une contraction de classe C,.
sur E, c’est-3-dire un opérateur vérifiant:

ITI=1 et Vx#0 T"x——0

LH]

(la terminologie ““de classe C,.” est due'a Sz.-Nagy—Foias [7]).
On peut définir un opérateur A, de E dans lui-méme, par la formule:

) (Ax,y)= lim_(T"x, T"y);

il est immédiat de vérifier que la limite au second membre existe bien.
Cet opérateur est de nornie 1 (puisque, pour tout &=0, on peut trouver x de
norme 1 tel que lim,, .. ||7"x[2=1—¢), et est auto-adjoint.
La formule
(x,xy= lim_|T7x|*

montre que 4 est injectif, positif, et d’image dense (mais remarquons que A et T ne
commutent pas en général).

On peut aussi considérer la formule (1) comme I'introduction sur £ d’un nouveau
produit scalaire, défini par:

(2) [x! y] = <Ax> y>
Soit [.] la norme déduite de ce produit scalaire, c’est-a-dire:
[x]? = (4x, x) = lirJrrl 7™ x|i2.

11 est facile de voir dans quel cas E est complet pour cette norme, ou, ce qui
revient au méme, 3 quelle condition A4 est inversible:
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Proposition 1. A4 est un isomorphisme si et seulement si il existe sur E une norme,
équivalente a la norme d'origine, pour laquelle T est une isométrie.

Démonstration. — Soit B la racine carrée de 4. Si 4 est un isomorphisme, on
peut trouver une constante C=0 telle que, pour tout x de E,

I1Bx]* = (4x, x) = C|x|*
ou encore
Jim (177 x| = Cllx|.

La norme [x]=lim,. .. |7™x|| est donc équivalente & la norme d’origine,
et, pour cette norme, T est une isométrie.

Inversement, si T est une isométrie pour une norme [ ], équivalente 2 la norme
d’origine, on peut trouver C et C’'=0 tels que, pour tout x de E:

lim | TmxP= C lim [77x]? = CIxJP = Cfx?

et donc (Ax, x)=C’||x|?,
d’ou il résulte que A4 est un isomorphisme.

Dans le cas général, nous notons H le complété de E pour la norme [. . L’opéra-
teur T est une isométrie de E muni de [.] dans lui-méme; il se prolonge donc en une
isométrie de H dans lui-méme, que nous noterons U.

L’introduction de 'espace H et de 'opérateur U est d’usage trés courant, et a
été faite en particulier par Sz.-Nagy—Foias [7].

SiPimage de T est dense dans E, et donc, en particulier, si T existe, U est une
isométrie surjective de H dans lui-méme, ¢’ést-a-dire un opérateur unitaire.

Pour tout couple x, y de points de E, posons, pour jEZ:

3) Ai(x, y) = mlix}rl (Tm+ix, T™y).

Si j=0, ceci peut encore s’écrire:

€)) Ai(x, ») =[T'x, y] =[Uix, y]
et, si j=0:
) AL, =[xT iyl =[x, Uyl =[U*x, y]

et les formules (4) et (5) ont encore un sens lorsque x, y€ H.
Nous posons aussi A;(x)=4;(x,x), jE€Z, xCH.
On vérifie immédiatement que pour toute suite finie de complexes (a;), on a:

2 kG0 (x) = 0,

et donc la série de Fourier >, ., A_ j(x)ei” définit une mesure positive, notée .,
sur le tore T.
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Si f et g sont deux fonctions dans I'algébre du disque (notée 4 (D)), on a, pour
tout x<H:
©6) [f@W)x, gU)x] = [ f()g(€?) dp, (6).

On a la formule:
1 .
D A, y)=Z[lj(ery)—i,-(xﬂ)Jrii,-(x+iy)~iij(x—ly)] pour x, y€H,

et donc la série de Fourier 3., A_;(x, y)¢'”’ est celle d’une mesure, que nous no-
tons p, ,, qui vérifie:

1 . .
(8) :ux,y = Z'(lux+y—:ux—y+l:ux+iy_l,ux—iy)

et si f et g sont deux fonctions de A(D), on a:

© FW)x, gU¥] = [ 1) g(€®) du,,, ).

Nous allons maintenant donner une interprétation des coefficients 4;(x, »)
(x, y€E) utilisant la dilatation unitaire minimale de 7, introduite par Sz.-Nagy-—
Foias [7].

Proposition 2. Pour x, y€E, la suite (A_;(x,¥));.z est la suite des coefficients
de Fourier de la mesure spectrale scalaire (aux points x, y) de Uopérateur R x , partie
x-résiduelle de la dilatation unitaire minimale de T.

Démonstration. — Nous utilisons les techniques introduites par le second
auteur dans [8]. Rappelons brievement la construction faite dans [8].

Soit [1(Z; E) Vespace des suites absolument sommables dans E. Soit N le sous-
espace vectoriel fermé de ['(Z; E) engendré par les suites de la forme (..., 0, — Ty, y,
0...), y€E. On note 2E le quotient de I*(Z; E) par N.

Si n=(Vecz€I(Z; E), on note 7 sa classe dans “E. On vérifie que

(llz, = ml_}f}rlw H2k>—m Tm+k}’k”-

Muni de cette norme “E est un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est
défini par:
<ﬁ’ ﬁ,>ZE - mErEw <2k> —m Tm+kyk9 Zk>—m Tm+kyl,c>-

Par ailleurs, définissons un prolongement isométrique de E dans I1(Z; E) par

la formule:
u(y)=(...0, [y, 0, ...); y€E,

oll, comme Sz.-Nagy—Foias, nous entourons le terme d’indice 0. Nous notons #
I'opérateur de E dans ZE obtenu par passage au quotient (on peut remarquer que
Iopérateur A de 1a formule (1) est #*).
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Soit encore S le shift & droite dans I'(Z; E); il détermine un opérateur S de
2E. et 'on a, VycE:
a(Ty) = 5(a(»))-
Notons D=(—T*T)"? et @=ImD. Définissons les espaces de Hilbert:
K,=1¥Z; 2), et K=K, HZE, somme hilbertienne.
L’application &, de E dans K, définie par:

&(y)=(...,0,|Dy|, DTy, ..., DT"y, .. )Di(y)

est une isométrie, ce qui permet de considérer K comme un sur-espace de E (mais
nous ne ferons pas I'identification, et conserverons la notation @).

Sur K, on définit un opérateur ¥, comme produit direct du shift & gauche sur K,
et de 'opérateur S sur ZE. Comme tous deux sont unitaires, ¥ est une isométrie
surjective.

Par ailleurs, pour tous y,, y,€E, pour tout néN, on a:

F"o (), @)k = {T"y1, Vo)

ce qui signifie que V est une dilatation unitaire de 7.
Enfin, on vérifie que:
span {V"@(E); n€Z} =K,

et cette dilatation est donc minimale.

Pour identifier la partie *-résiduelle de la dilatation, au sens de Sz. Nagy—Foias
[71, on pose:

L= Fop—¢poT)E)
et
M =s3span {V"L; ncZ}.

Par définition, # * est le supplémentaire de M dans K. Dans le cas présent,
M=K, et #x =2E. La restriction de V & #x , notée Rx par Sz.-Nagy—Foias [7],
est donc ici Yopératear § sur ZE.

Si (e);cz désigne la base canonique de [1(Z), Siii(x) représente la classe dans
ZE,de ¢;®x et ii(y), celle de ¢,®y. La formule de définition (8) du produit scalaire
donne donc:

S7a(x), T1(¥))z, = lirf (T™+ix, T"y)y = A;(x, y).
11 en résulte que:

Ai(x, y) = (Rhti(x), #(p)y = [ &7 (EdO)(x), #(y))
ou (E(dB)a(x), @(y)) représente la mesure spectrale scalaire de I'opérateur R,
aux points #(x), #(y). La proposition est donc établie.

Nous allons maintenant comparer les deux extensions de E et T réalisées: celle
en H, U et celle en ZE, §. Nous aurons besoin d’un lemme:
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Lemme 3. S¢ T est d’image dense, 4(E) est dense dans ZE.

Démonstration. Soit &>0. Soit (})_y<r<y une suite finie de points de E.
La classe de (yp)-y<x<y dans ZE est la méme que celle de e_y®z, avec
2=y y+ Ty oyt ATy oyt T py.
Si Im T est dense dans E, il existe z’€Im T, avec |z—z'| <¢/N. Soit z'=Tz.
Il existe z;¢Im T, avec |jz;—z;|<&/N. Soit z;=Tz,, et ainsi de suite pour 1=k=
=N—-1:
Z€Im T, |zz—zi]| <¢/N, et z; =Tz,

La classe de e,®z dans ZE est la méme que celle de
(z—2)Qe_y+... H(Z—20®e_yipt .. H(ey-1—ZN_1)®e_1+2y®e

or zy®e,EH(E) et
(z—2)®e_y+... +(zy-1—2Zh-1)®€_1llz,

= mErEw N7 N(z—2) ... + T V(g —z)+ . + T (21— Zh-Dllzs < &

Nous en déduisons:

Proposition 4. Si T est d’image dense, linjection i, de E dans “E, est une isométrie
de E muni de la norme [ .] sur @i(E) muni de la norme de ZE. Elle se prolonge donc en
une isométrie de H sur ZE. Les opérateurs U et S sont identiques, en ce sens que
fioU=Soil.

Démonstration. Pour établir la premiére partie de la proposition, il suffit de se
reporter 2 la définition des normes [ ] et || . La seconde résulte alors du lemme.
La troisiéme est évidente, puisque si x€E, @oU(x) est la classe de Tx®e,, et
Sodi(x) celle de xRe;.

Si T n’est pas d’image dense, Iidentification ci-dessus ne subsiste pas nécessaire-
ment, car U n’est pas toujours surjectif, alors que S Pest.

Nous allons poursuivre 'étude de la mesure u,, définie par la série de Fourier
ez ;(x)€. Rappelons qu’une contraction 7T est complétement non-unitaire (en
abrégé c.n.u.) 8’il n’existe pas de sous-espace fermé FCE tel que TF=F et tel que
la restriction de 7 & F soit un opérateur unitaire.

Proposition 5. S7 T est complétement non unitaire, pour tout x¢€E, la mesure p,
est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur le Tore.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la Proposition 2 et du fait établi
par Sz.-Nagy—Foias (7] que, si T est complétement non unitaire, la mesure spec-
trale de sa dilatation unitaire minimale est équivalente a la mesure de Lebesgue. En
particulier, pour la partie *-résiduelle de cette dilatation, les mesures salaires sont
absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue.
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On peut aussi donner de la proposition 5 une démonstration directe, qui n’utilise
pas le résultat de [7]. Cette démonstration, que nous allons maintenant indiquer,
nous a été communiquée par A. Atzmon.

Soit x€ E, x#0, et supposons que , ne soit pas absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue. 11 existe alors un fermé KcT, de mesure de Lebesgue
nulle, avec p,(K)=0. On peut trouver une fonction h dans I’algébre du disque 4 (D)
avec h=1 sur K, |h|<l sur D\K. Considérons la suite (h"(T)x),.n: elle admet
une sous-suite (A™(T)x),x qui converge faiblement dans E vers un point z€E.
Comme Pinjection canonique de E dans H est continue, elle est aussi faiblement
continue, et cette suite converge aussi faiblement dans H, vers le point z.

Pour toute fonction g€ A(D), on a, d’aprés (6):

— 1 7y — : "y i0y = ,i0
[z, g(T)x] = tim [b(T)x, g(T)x] = lim [ he(e*)g(e")dp. (6)
— 5 (ot
= [ &) dp,.

En particulier, [z, x]=p,(K)=0, et donc z£0. Choisissons maintenant une
fonction @€A(D), avee [@ll.=1 et @(®)=e"", H¢K. Nous allons montrer que
(10) To(T)z = z

En effet, pour tout g€ A(D)' on a:

[(To(T) 1)z g(T)x] = lim [(e"0(€)~1)hn(e)g(") du, (6)
= [ (@ (o@N—1) g dp, = 0,

d’aprés la définition de ¢.
1l en résulte que pour tout AEN:

[(To(T)—1)z, (To(T)—k(T)x] = 0.
Faisant tendre &k vers o, nous obtenons ‘
[(Te(T)—1)z]=0, et donc Te(T)z=z, comme annoncé.

Posons S=¢(T). Alors S est une contraction sur E, qui commute avec T.
Pour toute suite finie de complexes (@ )y=o, on a ST Sz & T*z)= =0 &, T*z,
et donc ||T(Si=o & T*2)||=||Zi=0 axT*2|] .t T est une isométrie sur F=3span {T*z,
k=0} T est surjectif sur cet espace, car @(T)zEF, et z=To(T)z. Ceci contredit
le fait que T est complétement non unitaire.

Puisque la mesure u,, x€E, est absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue, la série ;.5 4;(x)e’” est lasérie de Fourier d’une fonctionde L2 (T, —2—] ,
n

. do v
que nous notons A4,(6). On a donc A;(x)= [ e~"°4,(6) > et, si I'on pose A,(0)=
T
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=A4,(—8), Avx est la densité de la mesure y, par rapport a la mesure de Lebesgue:

v do
an - po=A—.
2n

De la formule (7) résulte que les coefficients 4;(x, y) sont aussi les coefficients de

. . do
Fourier d’une fonction de L' (T, 2—), que nous notons A, ,. Or on a:
n

. 1 . . .
(]2) Ax,y = Z(Ax+y_Ax—y+le+iy“le—-iy)

Les fonctions 4, sont & valeurs positives, mais les fonctions A, , ne sont pas a
valeurs réelles en général.

Des formules (9) et (11) résulte que, pour tous x, y€FE, et toutes fonctions
f, 8¢ A(D), on a:

(13) @), eMW1= [ 17,005
et si x, yeH:
(14) F(D)x, g(T)y] = [1€)g(e) dp,,, 0),

ol y,, , est, rappelons-le, la mesure dont les coefficients de Fourier sont (Ao (x,9))jcz

Dans la suite de cet article, nous supposerons 7 complétement non-unitaire. La
fonction A, s’appellera fonction de représentation de I'opérateur T au point x. La
raison de cette dénomination apparaitra plus loin, mais nous allons voir immédiate-
ment une premiére application de cette fonction: elle permet d’estimer la distance
entre le point x et Pespace engendré par ses itérés. Plus précisément:

Proposition 6. Soit x¢E, on a:
d9 . m —_— 1 m42
a) exp_flog Ax(e)Z_n = }gg [distz(T™x, span {T™*'x, T™*x, ... ]?

b) Lorsque T est inversible, cette quantité est encore égale a
Inf [distg(T™x, span {T™*x, T"%x, ... D]?
m=
et les deux infima peuvent étre pris sur meZ.

Démonstration. Pour tout polynéme p(T)=i=oa,T*, on peut écrire:

Inf | 77(x—p(D)x)|F = [x—p (D] = [ 11 =p ()2 du(6)

= [ 11— p(@ A, O 2,
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et si’on prend 'infimum des deux membres pour tous les polyndmes p(T'), le théoréme
de Szegd donne a). Si T est inversible, on considére les polyndmes g(T)= S\ =o b T
et on obtient b). Le fait que 'infimum puisse étre pris en m€Z résulte du fait que,
T étant une contraction, il s’agit simplement de la limite lorsque m— 4 oo,

Corollaire 7. Si T est inversible, Log A, est intégrable si et seulement si

Il’elg distg(T™x, span {T™ 'x, T™ %x, ...}) = 0.
m

Ceci se produit si et seulement si

Itgg distg(T™x, Span {T™*'x, T™*%x, ...}) = 0.

Ce résultat doit étre rapproché du théoréme 1 de [4]: il y était démontré que, si
T ne vérifie pas d’équation fonctionnelle asymptotique (voir [4]) et si A, n’est pas
cyclique dans PF (espace de pseudo-fonctions, c’est-a-dire des distributions dont
la suite des coefficients de Fourier est dans ¢y(Z)) pour la multiplication par €%, alors
T a des sous-espaces invariants non triviaux.

Mais, si A, €L, le fait que 4, ne soit pas cyclique dans PF pour la multiplica-
tion par e” équivaut au fait qu’il existe f¢.2(T) (espace des fonctions dont la série
de Fourier est absolument convergente), non identiquement nulle telle que f« A€

de
H'(T). Mais alors, oun bien f+A,=0, oubien [ LogA,(6) Pt
n

Dans le second cas, le résultat présent est donc plus précis.

Dans le cas du shift & poids sur /2(Z) étudié par le premier auteur dans [5], le
calcul fait dans [S] montre que pour tout x=0, Log A, est intégrable. 1l en résulte,
comme annoncé dans [5] que, pour tout x>0, x¢span {Tx, T%x, ...}; la proposition
ci-dessus établit en outre que la distance entre T™x et ses itérés est umformement
minorée, pour m€Z, ce qui précise le résultat de [5].

Pour terminer ce paragraphe, remarquons que 'on peut introduire une suite
de fonctions convergeant vers A, dans L1(T) et, pour ces fonctions, donner un calcul
explicite.

Pour O<r<1, soit P,(0)=3, ., r™e* le noyau de Poisson. On pose A=
=P, *A,. Les fonctions AL convergent vers A, lorsque r—1- et peuvent s’écrire:

-1
AP () = Ao(x)+2 l»lr-? Re <T"'+1 (—:7 e‘i"—T] x, T"'x>

-1
= Re Lim (%e"‘”-— T) [% e 4 T) T"x, T"‘x>.

m—+oo
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La fonction A® est donc la partie réelle, pour z=e~%, de la fonction

FM (2) = Ag(x)+2 [(%—z—T)_l x, x]

qui est holomorphe pour |z|<1/r.
Dans la suite, nous supposerons désormais T inversible.

§ 2. Le spectre de U et celui de T’

Puisque T est inversible, U est unitaire, et son spectre est contenu dans le cercle
unité = {z¢C, |z|=1}. S’il existe un point x, de E cyclique pour 7, c’est-a-dire tel
que E=span {T*x,, k=0}, alors x, est aussi cyclique pour U dans H. Les éléments
de H peuvent étre considérés comme des fonctions de L*(T, ,uxO) avec U, =

do

=4, Eye et U peut étre représenté par la multiplication par €, dans cet espace.
T

En notant x(0) la fonction associée a x, on peut écrire, pour tous x, y€ H
— v do
(15) [x, 1= [ x(0) y(O) 45,0) 5

Le spectre de U est {e, 6¢support /i)xo} (rappelons que le support de /i)xo est

le complémentaire du plus grand ouvert ot /11;0 est nulle presque partout); nous le
notons K, il est contenu dans le cercle unité.

La W *-algébre engendré par U est isomorphe a L=(Ky, p, ), et, pour toute
fonction feL=(K,, ,uxn), on a, si x,ycH: ‘

(16) [f(U)x, y] = [ f(€?) dp,, ,(0).

La correspondance feL>=(Ky, i, )<f(U) est un homéomorphisme de L=
dans % (H), espace des opérateurs bornés sur H, muni de la norme d’opérateurs.
L’espace .Z (H) est le' dual de ’espace, note L'(H), des opérateurs nucléaires sur H.
L’application ci-dessus est aussi un homéomorphisme de L=(K,, u,) muni de
o(L=, L") dans ¥ (H), muni de o(Z(H), L*(H)).

)

T o’

. . do
En composant avec linjection canonique de L= (T, —2—-} dans L=(K,, f,,
on obtient une application L= [T, 2—]—»3 (H), continue pour les normes et les
7
topologies o (L=, LY), o(Z(H), £*(H)). Cette application est donc la transposée
.. do )
d’une application 4 de Z'(H) dans L! (T, —2——], continue pour les normes et les
T

topologies ¢(Z'(H), £ (H)), o(L', L=).
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Si x, y€ H, on leur associe 'opérateur de rang 1, noté x®y, défini par x®@y(2)=
=lz, y]x, Vz€H. Cet opérateur est dans Z*(H). Pour tout ¢€L', on a:
(@, F(x@¥)ar, 1=y = (F* @, XYz, wramy = (¢ (U), X@ y e, 210
=[oU)x, y1= [ ¢(0) dits,(0).

En particulier, si x, y€E, on obtient
v dae
[oW)x, 3= [0(0) 4,,0) 5

v
et donc A, , est I'image par # de opérateur x®y.
v
On en déduit immédiatement que, pour x, y€E, lapplication (x,y)—A4,,,
est continue de HX H dans L. 1l en résulte que /i)x,yELl si x, y€H, et que cette
application est continue sur HX H tout entier.
On a donc obtenu:

v do v ad
Proposition 7. Pour tous x, y¢H, u, ,= 4, yo et A, ,cL* (T; 2—) La mesu-
T n

re (i, estla mesure spectrale scalaire de U aux points x,y, et on peut écrire, pour
tous f, g€ L=(Ky, i ):

(1) (U)% 80)3] = [ g A, 5

Nous allons maintenant étudier les formules de transformation concernant les
v
fonctions A

X, p°

Proposition 8. Soient x, ycH, ¢, y€L=(K,, ”xo)’ et soient x'=p(U)x, y' =
=y (U)y; on a:
(18) Ax’,y’ = ()Dl/—//lx,y'

Démonstration. Pour tout k€Z, on a en effet
ror ; ; iy 4 dé
[U*,y] = [T U)x, Y W)y] = [e*o )T (€A, (0) 5
d’ol la proposition.

Corollaire 9. Toutes les fonctions /'I)x, » %> YEH, sont nulles presque partout sur
{95 elOQ—KO}'

Démonstration. Si Sp U=K, n’est pas le cercle ¥ tout entier, choisissons
o=y=1 sur K,, nulle hors de X, dans la formule (15).

Alors ¢(U=1, et donc /i;x,yzlqolz /iix,y, d’ot le résultat.
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11 faut remarquer a cet égard que Sp S peut fort bien &tre le cercle unité tout
entier. Cest le cas, par exemple, pour Popérateur de shift a poids sur /3(Z), étudié
par le premier auteur dans [5].

Ce spectre n’est cependant jamais de mesure nulle, comme le montre la proposi-
tion suivante, qui est implicitement contenue dans Sz.-Nagy—Foias [7]:

Proposition 10. Le spectre de U est de mesure positive; il est contenu dans l'inter-
section de celui de T avec le cercle unité.

Démonstration. Le fait que la mesure du spectre de U soit non-nulle résulte

. . . v . y ' z
simplement du fait que la fonction A, est intégrable, et d’intégrale non nulle.
Le second point est tout aussi clair: puisque U est une extension de T, sp UC
csp 7.

Proposition 11. Soient x, y€E, et soient x'=3, ., aT*x, y'=3,.,b;T'y
deux séries convergentes dans H de sommes respectives x’ et y'. On 'suppose en outre
que les fonctions @(0)=3, ., ;™ et Y(0)=3) ., b€’ sont dans L=(K,, )

Alors :

w,v1= [o@F®) 4,02

Démonstration. Puisque les séries convergent dans H, on a:

x,y1= [ZkEZ a, T*x, ngz bjij] = Zk,jEZ akE[Tkx, T7y]
— — v do
= Sk iz b6 ) = [0@O ¥ 0) 4,,0) 5.

Il faut remarquer que ceci vaut a fortiorl pour des séries convergeant dans E.
Nous allons maintenant étudier la disposition du spectre de S par rapport a
spTNE.

Proposition 12. Soit A, avec |1|=1, 4¢Sp U. L’image de T— Al contient tous les
points x€E tels que
17~ x| = 0, k€N

pour une certaine suite (0 )N, dépendant de x, et telle que
Ok = 1Vk; Om+n = ngna vm> vn;

19 log o
ZbOTk; < e

Démonstration. Elle est inspirée d’un calcul de A. Atzmon [1]). — Pour simpli-
fier les notations, nous supposerons A=1¢Sp U. Pour ¢ de classe C'(T). Définis-
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sons la fonction ¢(6) par:

(20) ?(0)—(0) = (¢°—1)g(6).
Soient
¢ = ZkEZ akeikey q—= Zyjezbjelj6

les séries de Fourier. Les coefficients de Fourier de g sont liés a ceux de ¢ par les
relations:

b, = a j =0
(21) { J Z I>j%“ ]
bj:°Zl§jal i=0
qui s’obtiennent immédiatement au vu de (20).

Si 0=(0ken €St une suite vérifiant (19), notons &/, l'algébre des fonctions

fE.d(T), f:ZkEZ ckeikﬂs telles que ZRGZ lckl Q]k]< +°°
Soit x€E, tel que | T *x| =0, VkEN, g, vérifiant (19). Soit ¢’ la suite définie
par @,=go+...+¢;, k=1. Elle vérific encore (19).

Lemme. S/ @¢€<f,, la fonction q définie par (20) appartient a la classe sf,.

Démonstration du  lemme. On a im0 0i10;= 20 21> il 0=
=lay] 01+ (@] (01 +02) + ... +la] (0o + -.. + 05~ 1)+ ... et donc

2izelbjle; = Zizolad o =+,

2i<olbjlo ;= 2 ise 2i=-jlale;
= la_qlotHa (et o)+ Fla(a+. .. Fa)+. = Di=ilailor <+

de méme

ce qui prouve le lemme.
Choisissons pour fonction ¢ une fonction valant —1 en 0 & support dans C sp S.
On peut en trouver une dans la classe «/,, car celle-ci n’est pas quasi-analytique.
Par conséquent, les deux séries 3 ., @ T*x et 3, ., b;T’x convergent dans E,
donc dans H. Notons pour simplifier ¢@(T)x et ¢(T)x leurs sommes respectives: ce
sont des points de E (mais les opérateurs ¢ (7)) et ¢(7) n’existent pas!). Puisque ¢ et ¢
sont dans «/(T), elles sont a fortiori bornées, et, d’aprés la proposition 11, on obtient :

[o(T)+ 1T~ D g(T)xT = [ lp®)+1 @~ DgOF A.(6) 3

= f |1 — (e — 1)q(0)|2/11]x (C)] —fzi%, car ¢ est nulle sur e support de /i’x,

= [(I—(T—1)q(T)x]>
Mais aussi @(0)+1—(e?—1)q(0)=0, d’aprés (20), et donc x=(T—1)q(T)x.
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11 faut remarquer que I'antécédent de x pour 7'—1 a été trouvé sous la forme d’une
série convergente g(T)x, telle que la fonction ¢(8)¢L=. Nous reviendrons sur ce
point par la suite.

Corollaire. Si, pour tout x€E on peut trouver une suite (0 ), vérifiant (19)
telle que T *x|\=g,, alors spS=spTN%G. Cest le cas en particulier si

log [I 7%
20w Y

Nous allons maintenant, pour poursuivre cette étude, développer un calcul
fonctionnel 1ié aux séries convergentes.

§ 3. Construction d’un calcul fonctionnel adapté aux séries convergentes

Comme au paragraphe précédent, T est une contraction inversible de classe
C;., et complétement non unitaire. Nous nous intéressons aux séries convergentes
ez v TFx, mais non nécessairement normalement convergentes.

Proposition 13. Soit x€E, avec x#0. Soit 3 ., T x une série convergente
dans H, de somme x'.

. v db
La série de Fourier 3, ., y.e™ définit une fonction ¢ de L? (Ax 5—) les sommes
n

. v dO
Z’i’N y.€*®  convergent dans L2[/1x 3—] lorsque M, N— + o; cette fonction vérifie
7
en outre ‘
(22) Ay = 9’4, pp.

Démonstration. Posons, pour M, NeN, xy y=3Y nT'x, et @y y(O)=
=M 7™ Silasérie 3.z 7T x=x" est convergente, alors x, y /

M,N—+oo X

. v do
DOHC, S1 Ma N7 M,’ N/EN’ EXM,N“'XM',N']F:[ kloM,N(e)—_(IQM',N’(B)‘2x Ax(g) 57_.[' et

(@ar.)u,nen €St une suite de Cauchy, ce qui prouve notre premiére assertion.
Par ailleurs, pour toute fonction feL=(T), on a:

. v d
O = tim L@l = | Im [17@OPlow,» O)F A0 o

et donc
[17OF .0 5 = [1/OFe@F 4.6 5

et la proposition est ainsi démontrée.
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Remarquons que ceci vaut a fortiori si la série T*x converge dans K.
keZ'yk
11 n’est pas réellement nécessaire que la série T*x converge au sens usuel,
p xez Vi
dans H, pour que on obtienne cette proposition. Il suffit qu’elle soit sommable au
sens d’Abel:

Proposition 14. Soit xCE, avec x>0. Supposons que pour tout r, avec O0<r=<1,
les séries Jycq yir™ T x soient convergentes (dans H), et notons X'(r) leur somme.
Si lorsque r—~1=, x’(r)—x" (dans H), la série de Fourier 3.5 vi€™® définit encore

v do
une fonction ¢ de Lz(/lx 2—) st l'on pose, pour O<r<1,
7

P (0) = ZkEZ ?k”ikleike

(v do
il existe une fonction @€L? (Ax 5—) telle que
T

y do
[102 @~ 9 OF 4,(0) 5~ == 0

et cette fonction vérifie en outre (22).

Démonstration. On a, si O<r, r'<1:
[~ = [ 190 @) 9 O A,(0)
r r X 2TC 2

d’oll notre premiére assertion. La seconde se démontre comme 4 la proposition précé-
dente, en remplagant @, y par ¢®.

Si la série 3 ., v T"x converge inconditionnellement (dans H), la proposition
13 peut étre améliorée:

Proposition 15. Si, pour un x€E avec x#0 la série . 7T x converge incon-
ditionnellement, la fonction ¢, définie ci-dessus est, pour tout t€T, dans l'espace

v do do
Lz(/lx(ﬂ-l—r) 2—-) Cette fonction est aussi dans lespace L? [E—]
7 n

Démonstration. Rappelons qu’une série >, ., X converge inconditionnellement
dans un espace de Banach F si, pour toute suite (¢), ., de L1, la série 3 ., &x;
converge. On en déduit la caractérisation suivante:

La série > ., x; converge inconditionnellement dans F si et seulement si, pour
tout f>0, il existe un sous ensemble fini 4,CZ, tel que pour tout sous-ensemble
fini BCZ\Ag, on ait || 5 xlr<pB.

Ceci implique immédiatement que, pour toute suite (), de nombres com-
plexes, avec |f|=1, Vk€Z, la série 3, , t;x, converge.
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e~ ikt

Fixons 17€T et appliquonscecid #,= , =7, T*x. Nous obtenons, d’aprés

do
la proposition 13, ¢, (0—1)€L? (A 2—) et donc, pour tout 7, ¢, € L? (A (0+r) ———]
2n

do - . X
Pour montrer que ¢¢ L? (2—), nous utiliserons le lemme suivant, dii 4 Bessaga—
n
Pelczynski [6]:

Lemme [6]. Si une série ), ., x, converge inconditionnellement dans un espace de
Banach F, il existe un nombre M tel que, pour tout NEN, pour toute suite (tk)mg,v
de nombres complexes, avec |t,|=1, on ait

[ txillr = M,
Appliquons ceci & F=H. On obtient:

MYt T = M
[[ZI_VNyktkU"x]] =M

et donc a fortiori
c’est a dire
ike|2 { do
S 2wz nere™]2 4,0) 5 = w2

Posant ¢, = €'**, nous avons:
k

[ 13 = me™@rop A, (9)';1% =M* dou

- N
=M? et donc 7, Imlf=M? et

oL ( de ]
2n
Nous avons donc obtenu la correspondance suivante entre la convergence d’une
séric > .5 7. T*x (dans H) et les propriétés de la fonction @, qu’elle définit:

f 'ngzv Ve 2

a) Si Zeez e T*x  converge, eL2 (/i’ gﬂ]
b) Si ZieznT kx converge inconditionnellement,

do
(pxeLz( ]m M L? (/1 (6—{—1)—]’
2“ t€T
©) Si 3 .znT*x converge normalement, ¢.€o/(T).
Nous allons en déduire un résultat de régularité concernant la suite des itérés
(T*x), ¢z, dans le cas ou les itérés inverses (T *x),=, croissent vite:
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Proposition 16. Supposons que pour un x€E on puisse trouver 6>0 et &>0
tels que, pour tout n€N, |T~"x|=6(1+¢)". Alors la seule série 3 ., v T*x, conver-
gente dans H au sens d’Abel, telle que la fonction ¢(0)= 3.5 y.e™’ définie ci-dessus,
appartienne d la classe de Nevanlinna N (¢’est-d-dire vérifie supg<, <y [ Log* [o®(6)
-df< + ) et dont la somme soit nulle est la série dont les coefficients (7)), ¢ 5 Sont nuls.

Remarqgues.

1. Ceci vaut en particulier pour les séries convergentes au sens usuel, puisqu’elles
sont convergentes au sens d’Abel, et en particulier pour les séries convergentes dans E.

2. Si on se limite aux séries >y=¢ 7. T*x, convergentes dans E au sens usuel, ce
résultat a été démontré par Sz.-Nagy—Foias [7], sous I'hypothése plus forte que
@ (0)==0 7x€*°€ H=(T). L’hypothése selon laquelle ¢ est dans la classe 4" est
beaucoup plus faible: il suffit qu'une puissance positive @*(a=>0) soit intégrable
pour qu’elle soit réalisée.

3. Si on se limite aux séries Xy=o y. T*x, convergentes au sens usuel Je résultat
a été démontré par le premier auteur [3]. Dans ce cas, toute hypothése sur ¢ est
superflue, cette fonction étant dans </(T).

Démonstration. 1 résulte de la proposition 13 (avec x’=0) que |p|? /LZO p-p-
Mais si |7 "x,|=d(1+¢)", on peut trouver un &” avec 0<g’=¢ et une constante
C telle que |y_;|=C/(1+¢&), si k€N, la fonction $(2)=2, ., ykz’f est donc analyti-

que dans la couronne <|z|=1. Si elle appartient, & la classe 4, elle ne peut

’
&
s’annuler sur un ensemble de mesure positive sans étre identiquement nulle. Si elle

i ., . . . . v . . .
n’était pas identiquement nulle, on aurait donc A,=0 p.p., ce qui est contradictoire,
car:

v do . .
X =limy 4o | T"x]|2= [ Ax(0)2— est strictement positif, puisque T est de
T

classe C,. Ceci prouve la proposition.

L’étude du cas oli, pour tout x€E, les itérés inverses (7 *x);=o croissent vite
présente un intérét car c’est le seul cas ou I'existence de sous-espaces invariants est
laissée ouverte dans [2]. Nous allons voir que le comportement de ces itérés est 1ié
3 la taille de I'ensemble des points x€E pour lesquels Log A, est intégrable.

Proposition 17. Supposons que pour un x€E, on puisse trouver 6=0, =0, tels

que pour tout nEN,
1T x| = 6(1+¢)".

Soit Dz mT*x une série convergente dans E, de somme x'#0, et telle que la
fonction (0)=23, ., v,e™ soit de carré intégrable. Alors Log A, est intégrable si et
seulement si Log A, lest.
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v
Démonstration. On sait que A,.==|p[?4,, et, comme précédemment, que @ est

. 1
analytique dans la couronne {z,
1+¢

pour un a>0, ¢*€¢LY), ona [ Log |p(6)|d0>—o; le résultat annoncé s’en déduit
immédiatement. '

Ce résultat signifie que 1’on a rien a gagner, partant d’un point x, 3 le remplacer
un autre point x’, somme d’une série > ., % T*x, telle que ¢, €L2

<|z]=<1}. Si @€L? (ou, plus généralement, si,

¥

Les auteurs tiennent i remercier A. ATZMON dont les suggestions et remarques
ont permis de simplifier notablement la démontration de plusieurs des résultats
présentés icl.
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