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Abstract. We study the foundations of the differential calculus in quantum geometry.
The notions of (differential) quantum space and cone are introduced. Generalizing a
construction of Manin, to a quantum cone we associate the quantum group of its
"linear automorphisms preserving the differentials" and deduce a de Rham complex
on this group. We give examples of differential calculi on quantum hyperplanes and
quantum linear groups.

Introduction

Le but de cet article est de presenter une etude systematique d'un calcul differentiel
non commutatif, dans le cadre des espaces et des groupes quantiques. Dans Γesprit du
livre de Yu. I. Manin, "Quantum groups and non-commutative geometry/' un espace
quantique est une "variete algebrique" en "geometrie algebrique non commutative."
Par analogie a la geometrie commutative ordinaire, on est tente d'identifier les "K-
espaces quantiques affines," oύ K designe un corps commutatif (ou plus generalement
un anneau commutatif), aux objets de la categorie opposee a celle des if-algebres
associatives, uniferes, non necessairement commutatives. Neanmoins, si en geometrie
algebrique commutative, la donnee de Γanneau structural d'un schema affine definit
canoniquement une "structure differentielle" sur ce schema, il n'en est pas de meme
dans le cas non commutatif. Plus precisement, si A est une K-algebre commutative, et
si Γon designe par μ: A® A —> A Γapplication if-lineaire definissant la multiplication
de A, le noyau / de μ est un ideal de A <g) A, Γapplication if-lineaire d:A —»I/I2,
definie par d(a) = a <g> 1 — 1 0 a, est une derivation et toute derivation d e i a valeurs
dans un ^4-module se factorise de facon unique a travers d. II existe un prolongement
unique de d en une antiderivation K-lineaire, de carre nul, de Γalgebre exterieure
ΛA(I/I2), qui fait de cette algebre un complexe differentiel gradue, appele complexe
de de Rham algebrique. On peut considerer que c'est ce complexe qui definit la
"structure differentielle" du schema Spec(A). Si Γalgebre A n'est pas commutative,
cette construction ne se generalise pas. En effet, alors /n'est plus un ideal de A 0 A,


