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IMMERSIONS ISOMETRIQUES ELLIPTIQUES
ET COURBES PSEUDO-HOLOMORPHES

FRANCOIS LABOURIE

De nombreux problemes de type elliptique sur les surfaces reςoivent
une interpretation en terme de geometrie complexe. Rappelons, par ex-
emple, la representation de Weierstrass pour les surfaces minimales ou les
constructions twistorielles pour les applications harmoniques.

Dans cet article, nous nous interesserons aux immersions isometriques
elliptiques (ou localement convexes) d'une surface dans une variete de
dimension 3. Par elliptique (resp. ε-elliptique), nous entendons simple-
ment que le discriminant de la deuxieme forme fondamentale est positif
(resp. superieur a un ε positif). Notre remarque initiale est que le 1-jet
d'une telle immersion definit une courbe pseudo-holomorphe. Une telle
interpretation va nous permettre de contrόler la faςon dont degenerent ces
immersions. L'un de nos outils fondamentaux est alors la generalisation
du lemme de Schwarz par M. Gromov [2].

Contrόler la compacite de Γespace des solutions d'un probleme ellip-
tique est bien souvent Γun des points cruciaux de la demonstration de
Γexistence de telles solutions. Dans notre cas, nous avons, en particulier,
obtenu le theoreme d'existence d'immersions isometriques suivant:

Theoreme A. Soit M une variete simplement connexe de dimension 3
a courbure sectionelle inferieure oil egale a Ko. Soit U un domaine orientέ
de la sphere muni d'une metrique complete et a courbure superieure stricte-
ment a K$. II existe alors un plongement propre isometrique, qui respecte
Γorientationy de U dans M. On peut par ailleurs imposer arbitrairement le
\-jet de notre plongement en un point.

Ce theoreme generalise un theoreme connu lorsque M est a courbure
constante [8, p. 38]. II generalise egalement un theoreme de Pogorelov
dans le cas U compact (c'est a dire la sphere), et dont nous proposons une
nouvelle demonstration, sensiblement plus courte:

Theoreme B (Pogorelov). Soit M une variete de dimension 3 a cour-
bure sectionelle inferieure ou egale a KQ. Soit S une surface orientee,
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