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119. Applications des espaces une infinit de dimensions
la thorie des ensembles.

Par Kinjir5 KUNUUI.
(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., NOV. 12, 1935.)

En se servant des espaces une infinit de dimensions nous pouvons
souvent simplifier des rsultats ou des dmonstrations dans la thorie
des ensembles. Voici quelques exemples.

1.--M. F. Hausdorff a donn un thortme sur le compltement
d’un espace mtrique, qui peut s’exprimer comme il suit"

Chaque espace ntrique R es isomrique un sous-ensemble d’un
espace complet.

La dmonstration de M. F. Hausdorff est une gn4ralsaton du
fameux procd de Cantor-Mray de la dfiniton des nombres rration-
nels. Or, nous allons le dmontrer en se plac,ant au point de vue de
l’application des espaces une infinit de dimensions; notre mthode
pourra tre dite frchetienne.

Dmonstraton. A chaque point de R, correspondons une co-
ordonne oo <:<: + oo, et construisons un espace ER dont les
points p seront dsigns par

ER est un espace linare, et la distance entre deux points de E
sera dfinie au moyen de la longueur" p I--sup I I.

On salt que ER est un espace mtrique complet,v Or, je ds que
l’espace R est isomtrique un sous-ensemble de ER. Pour cela, corres-
pondons chaque point a de R un point {(a)} de ER, qui est
dtermin par la formule" z(a)=p(a, )-p(, 0), off 0 dsigne un poin
arbitraire et fixe de R, et (a,/) la distance entre les points a et
de R. D’aprs l’axiorne de la distance, on a videmment [z(a)[ <: p(a, 0)
d’ou, {z(a)} est un point de ER. Soient X= {x} et Y- {y} deux
points de R correspondants a et de R respectivement. Nous
avons d’une part (X, Y)=sup P(a, )- p(, )1p(a,/) et d’autre

part, en posant =, p(X, Y) >= p(a, ). C. Q. F. D.
Dsignons par A l’image isomtrique de R dans ER. La fermeture

A de A est un espace complet o5 A est un sous-ensemble dense.
2.--M. Baire a trouv un exemple trs lgant des ensembles de

nombres rels qui sont prcisment de classe 3. Appelons points
rationnels tous les points d’un espace cartsien n dimensions (n--1,
2, 3, ou d’un espace hilbertien, dont toutes les coordonnges sont
rationnelles. Nous savons que tous les points rationnels de l’espace
cartsien un nombre fini de dimensions forment un ensemble exacte-
ment de classe 2. Or, nous allons montrer que l’ensemble de tous les
points rationnels de l’espace hilbertien est prcisment de classe 3.
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