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1. Introduction. Dans toute la suite, A
dsigne un anneau commutatif unitaire intgre, K
son corps des fractions, A’ sa cloture intgrale,
A* sa quasi-cl0ture intOgrale, P(A)= Spec(A)

{0}, PI(A) l’ensemble des idaux premiers de
hauteur 1 de Aet Max(A) l’ensemble de ses
idaux maximaux.

On dsigne par va la topologie linaire sur K
qui admet pour systme fondamental de voisin-
ages de 0 les idaux non nuls de A; si p P(A),
on notera vp la topologie Tap.

Rappelons deux dfinitions:
a) A est dit h-semi-local si, pour tout ideal

propre a de A, l’anneau A/a est semi-local.
b) A est dit topologiquement prfOrien si, pour

tout p P(A), la topologie vp est dfinie par une
valuation de K.

Dans cette Note nous montrons que, si A est
topologiquement prfl%rien h-semi-local, alors:

1) A* est un anneau de Priifer h-semi-local
de dimension <_ 1, et l’application n---, n 71 A de
Max(A*)- {0} dans PI(A) est bijective; ce
rsultat gnralise le thor(?me 1.8 de [1] et le
corollaire 9 de [61;

2) Toute topologie de corps A-linaire s-
pare non discrete sur K, est borne surprieure
de topologies Vm (m Max(A)).

Comme application de ces deux rOsultats,
nous obtenons une generalisation du theoreme
2.14 de [1].

2. R6sultats. Si U est une partie de K, on
dsigne par Iv le sous-A-module de K form des
.v Ktel quexUA.

Lemme 1. SirA est dfinie par une valua-
tion de K, alors, pour tout sous-A-module M de
K tel que M 4: K, on a [M :/: 0.

Preuve. Soient V un anneau de valuation de
K tel que z"a rv, et x K- M. Montrons que
(IV)2(2: XM en effet, on a ([v)VM M, done
xV ([v) VM, mais V est un anneau de valuation,
done ([v) VM c xV; d’ofi ([v)2M c xA, et par
suite ([v)2Cx[M. Le lemme decoule de cette

inclusion et du fait que Iv 0.
Corollaire 1. On suppose vA dfinie par une

valuation de K. S’il existe un sous-A-module M
de K ouvert pour une topologie d’anneau sur K
et tel que M 4: K, alors va est moins fine que .

Preuve. D’aprs le lemme precedent, il ex-
iste d 0 tel que dM A; le corollaire dcoule
du fair que pour tout a 0 l’homothtie x--" ax
est un homomorphisme de K sur lui-m(me.

On dsigne par Lr(A) (resp. Lz(A)) l’ensem-
ble des topologies d’anneau (resp. de corps)
A-linaires spares non discrtes sur K, et
(A) le radical de A.

D’aprs [2, chap. 6 5 exer. 1], ’a Lr(A),
et va L(A) si et seulement si fit(A) : 0.

Le rsultat suivant donne une caracterisa-
tion (topologique) des anneaux tudis dans [4].

Proposition 1. Les proprits suivantes sont
quivalentes:

1) z-A est dfinie par une valuation de K.
2) L(A) est rduit un seul lment.
3) R(A) #: 0 et Lz(A) est rduit a un seul

lment.
Preuve. 1)::> 2). Si v Lr(A), il est clair

que z- est moins fine que ’a et d’aprs le corol-
laire precedent va est moins fine que z’, d’ofi z-:
VA.

2)=> 3). Si A B est un sous-anneau local
de K tel que B : K, alors va rB done z"a

L(A) et par suite R(A) 4: 0. La dernire asser-
tion est claire.

3):=> 1). On a z-a Lz(A), et d’aprs [2,
chap. 6 1 n2 h. 2] il existe un anneau de
valuation V de K tel que A V et V K, d’ofi

De cette proposition dcoule immdiatement
la proposition 1.5 de [1].

Remarque. Let anneaux vrifiant les prop-
rits quivalentes de la proposition prcdente
sont caractriss dans ([2, chap. 6 5 exer.

3b)],[9, prop. 1]) pour les anneaux noethriens, et
dans [11, chap. 1 prop. 2] pour les anneaux de


