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§1. On sait qu’il existe dans Pespace d’un groupe de Lie G au
moins une métrique riemannienne invariante par le premier et le
second groupes des parameétres, lorsque G est semi-simple et clos
(compact). La méme chose arrive evidemment, quand G est un groupe
commutatif. Nous allons faire voir dans le prochain §2 que ces denx
types de groupes sont essentiellement les seuls jouissant de cette
propriété.

Nous considérerons ensuite dans le §3 le probleme correspondant
au sujet du volume invariant dans G.

D’autre part, & un groupe de Lie quelconque G on peut attacher
deux connexions affines au parallélisme absolu et, en général, avec
torsion, en prenant pour transports paralléles les transformations de
I'un ou lautre groupe des parameétres®. Ces deux connexions définis-
sent les mémes géodésiques, & savoir, les sous-groupes & un paramedtre
du groupe G ou leurs transformés par les transformations du (premier)
groupe des paramétres. A coté de ces deux connexions affines, il y en
a une troisieme, comportant les mémes géodésiques, mais qui est sans
torsion et, en général, avec courbure®. C’est précisément cette con-
nexion, que définissent les métriques riemanniennes dans les groupes
du type considéré dans §2. Nous allons enfin déterminer complétement
dans le dernier §4 le type des groupes, dont la connexion affine sans
torsion peut étre définie par une métrique riemannienne.

§2. Soit G un groupe de Lie connexe. Une métrique rieman-
nienne, qui se conserve par toutes les transformations du premier
groupe des parametres est complétement déterminée, dés qu’elle est
définie & I'élément unité ; il suffit de la transporter au point arbitraire
de G au moyen de la transformation du groupe des parameétres®.

1) E. Cartan: La géométrie des groupes de transformations, J. de math. (9) VI
(1927), p. 1-119. Chap. IL

2) E. Cartan: lc. Chap. IIL

8) Cela peut étre exprimé analytiquement de la maniére suivante: Soit O
I’'élément unité, P le point infiniment voisin de O, représenté par une transformation
infinitésimale 37¢iX;. Une métrique soit définie au voisinage de O par

OP=g(e)=Sgl giei.
Désignons maintenant par wiX; la transformation infinitésimale SalSatda, O} b
sont des formes de Pfaff des paramétres du groupe a,-----, ar, leurs coefficients étant

fonctions des af. Si lon transporte la métrique ¢fe), définie au point O, au point
arbitraire S; de G, la distance entre deux points infiniment voisins S, et Sg+dq sera
donnée par

SaSa+da=ol0)=Sgtj0t0i=3gij{a)aidas ;
ainsi se détermine g;j(a) au point arbitraire de G.



