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Majorations explicites du r\’esidu au point 1 des fonctions z\^eta de certain $s$

corps de nombres
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1. Majoration du r\’esidu au point 1 des fonctions z\^eta des corps de nombres
totalement r\’eels.

Le r\’esultat suivant am\’eliore notablement [Sun, Lemma 2.1]. C’est par soucis de
concision et parce que nous n’envisageons de ne l’utiliser que sous cette hypoth\‘ese que
nous supposons $K$ totalement r\’eel.

TH\’EOREME 1. Soit $K$ un corps de nombres totalement r\’eel de degr\’e $n\geq 2,$ de
discriminant $d_{K}$ , & r\’egulateur $R_{K},$ de nombre & classes d’id\’eaux $h_{K}$ et de r\’esidu au point
1 de sa fonction z\^eta de Dedekind not\’e ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})$ . Alors, $d_{K}^{1/n}\geq e$ pour $K\neq Q(\sqrt{5})$ , et

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq(\frac{e\log d_{K}}{2(n-1)})^{n-1}$ et $h_{K}R_{K} \leq\sqrt{d_{K}}(\frac{e\log d_{K}}{4(n-1)})^{n-1}$

PREUVE. La minoration $d_{K}^{1/n}\geq e$ pour $K\neq Q(\sqrt{5})$ d\’ecoule des r\’esultats de [Odl].
Nous posons

so $=1+ \frac{2n-2}{\log d_{K}}$

et remarquons que nous avons donc $1<s_{0}\leq 3$ . Soit $s>1$ . D’apr\‘es [Lan, preuve du
Th. 4, page 261], nous avons

$s(s-1)d_{K}^{(s-1)/2}\Gamma^{n}(s/2)\pi^{-ns/2}\zeta_{K}(s)\geq{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})$ .

Puisque $\zeta_{K}(s)\leq(\zeta(s))^{n}\leq(s/(s-1))^{n}$ , nous avons:

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq\frac{d_{K}^{(s-1)/2}}{(s-1)^{n-1}}f_{n}(s)$ avec $f_{n}(s)=s^{n+1}\pi^{-ns/2}\Gamma^{n}(s/2)$ .

Nous remarquons que le premier terme de cette majoration est minimal pour $s=s_{0}$ et
qu’il est alors \’egal au majorant de ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})$ donn\’e \‘a ce Th\’eor\‘eme 1. Nous majorons
donc maintenant $f_{n}(s_{0})$ par 1. Pour cela, nous notons $\gamma=0.577\ldots$ la constante d’Euler
et remarquons que le produit infini de la fonction $\Gamma$ donne

$\frac{2s}{n}\frac{f_{n}’}{f_{n}}(s)=\frac{2}{n}-s(\log\pi+\gamma)+\sum_{k\geq 1}(\frac{s}{k}-\frac{s}{k+(s/2)})def=g_{n}(s)$ .
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