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Espaces sym\’etriques ordonn\’es et alg\‘ebres de Volterra

Par Jacques FARAUT

(Re\cau le 5 f\’ev., 1990)

L’\’etude des espaces sym\’etriques ordonn\’es que nous pre’sentons a \’et\’e motiv\’ee
par une question de m\’ecanique quantique relativiste sur laquelle mon attention
a \’et\’e attir\’ee Par G. Viano. Il s’agit de l’\’equation de Bethe-Salpeter qui intervient
dans la description des collisions de particules [4]. C’est une \’equation int\’egrale
qui poss\‘ede une propri\’et\’e d’invariance par le groupe de Lorentz et une propri\’et\’e
de causalit\’e.

Nous consid\’erons d’abord la situation g\’en\’erale suivante: $G/H$ est un espace
homog\‘ene ordonn\’e pour lequel les intervalles sont compacts. Il lui est associ\’e
un semi-groupe $S$ contenu dans $G$ tel que $S\cap S^{-1}=H$. Sous certaines hypoth\‘eses
l’alg\‘ebre des noyaux causaux invariants sur $G/H$ est commutative. Nous nous
interessons ensuite au cas o\‘u l’espace homog\‘ene $G/H$ est un espace sym\’etrique

et o\‘u l’ordre est d\’efini par une structure causale invariante globale. D’apr\‘es
un r\’esultat de Ol‘shanskii [12], c’est le cas si l’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{h}$ de $H$ est
hermitienne et si celle de $G$ est la complexifi\’ee de $\mathfrak{h}$ . Nous montrons qu’alors
les intervalles sont compacts. Nous d\’ecrivons ensuite de nombreux exemples
d’espaces sym\’etriques qui sont des vari\’et\’es causales globales pour lesquels les
intervalles sont compacts et l’alg\‘ebre des noyaux causaux invariants est com-
mutative. Nous montrons enfin que ces espaces sym\’etriques sont des vari\’et\’es
causales globalement hyperboliques.

Dans le cadre du projet Akizuki, un s\’ejour au d\’epartement de math\’ema-
tiques de l’Universit\’e T\^ohoku en 1989 $m’ a$ permis de mener \‘a bien ce travail.
Il a \’et\’e pr\’esent\’e \‘a la r\’eunion annuelle de la Soci\’et\’e Math\’ematique du Japon en
ao\^ut 1989 \‘a Tokyo. Ce travail a \’egalement b\’en\’efici\’e d’\’echanges fructueux avec
K. Hofmann et J. Hilgert de la Technische Hochschule de Darmstadt.

1. Espaces homog\‘enes ordonn\’es.

Soient $G$ un groupe localement compact et $H$ un sous-groupe ferm\’e de $G$ .
On consid\‘ere sur l’espace homog\‘ene $X=G/H$ une relation d’ordre partiel in-
variant par $G$ ,

$\forall g\in G,$ $x\geqq y\mapsto gx\geqq gy$ .
On suppose que le graphe


