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Dans un m\’emoire c\’el\‘ebre ([2]), Hecke a \’etabli que les s\’eries de Dirichlet
satisfaisant \‘a un certain type $d’\acute{e}quation$ fonctionnelle correspondent au moyen
de la transformation de Mellin \‘a certains types de formes modulaires; divers
travaux, et tout particuli\‘erement ceux de H. Maass, ont conside’rablement
\’etendu la port\’ee de cette m\’ethode. D’autre part, on sait maintenant (cf. $[4]\rangle$

que, m\^eme sans quitter le cadre des formes modulaires usuelles, la m\’ethode

de Hecke peut \^etre appliqu\’ee \‘a des probl\‘emes plus g\’en\’eraux que ceux qu’il
avait envisag\’es lui-m\^eme, et tout indique qu’on peut encore aller beaucoup
plus loin dans les voies ainsi trac\’ees.

Du point de vue de Hecke, il s’agissait avant tout de ramener la recherche
de s\’eries de Dirichlet satisfaisant \‘a des \’equations fonctionnelles \‘a celle des
formes modulaires correspondantes, conside’re’es comme mieux connues. Mais
la th\’eorie a maintenant fait assez de progr\‘es pour qu’on puisse aussi appliquer
utilement les m\^emes r\’esultats en sens inverse, et mettre au service de la
th\’eorie des fonctions automorphes nos connaissances sur les s\’eries de Dirichlet.
Mon propos ici est seulement d’illustrer ce principe au moyen d’un exemple
particuli\‘erement simple, et que sans doute Hecke a d\^u connaitre, bien que je
n’en aie pas rencontr\’e de mention explicite chez lui ni chez ses successeurs.

Consid\’erons les fonctions

$\varphi(s)=\zeta(s)\zeta(s+1)$ , $\Phi(s)=(2\pi)^{-s}\Gamma(s)\varphi(s)$ .
$L’\acute{e}quation$ fonctionnelle de la fonction z\^eta, jointe aux propri\’et\’es classiques de
la fonction gamma, donne aussit\^ot pour $\Phi 1^{\prime}$ \’equation fonctionnelle” :

$\Phi(s)=\Phi(-s)$ .
Il est imm\’ediat que $\Phi$ a un p\^ole double en $s=0$ , des p\^oles simples en $s=\pm 1$ ,
est holomorphe partout ailleurs, et est born\’ee pour $\sigma\leqq{\rm Re}(s)\leqq\sigma^{\prime},$ ${\rm Im}(s)\geqq\epsilon$ ,
quels que soient $\sigma,$

$\sigma^{\prime}$ et $\epsilon>0$ . Il est clair aussi que $\Phi$ a le r\’esidu $\zeta(2)/2\pi$

$=\pi/12$ en $s=1,$ le r\’esidu $-\pi/12$ en $s=-1$ , et que $\Phi(s)+1/2s^{2}$ est holomorphe
en $s=0$ .

La fonction $\varphi$ est \’evidemment donn\’ee, pour ${\rm Re}(s)>1$ , par la s\’erie de


