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Zur Geschlechtertheorie in quadratischen Zahlk\"orpern

Helmut HASSE

Die Theorie der Geschlechter in quadratischen Zahlk\"orpern wurde–
als Theorie der Geschlechter quadratischer Formen–von Gauss in seinen
$Disquisitio\iota les$ Arithmeticae entwickelt. Ihre Verallgemeinerung auf beliebige
relativ-zyklische Zahlk\"orper von Primzahlgrad bildet ein wesentliches
Hilfsmittel beim Aufbau der allgemeinen Klassenk\"orpertheorie, n\"amlich f\"ur

den Beweis der dortigen grundlegenden Ungleichung $h\geqq n$ zwischen dem
$G$rad $n$ des betrachteten zyklischen Relativk\"orpers und dem Index $h$ der
ihm zugeordneten Divisorengruppe im Grundk\"orper. Dies gilt sowohl f\"ur

den urspr\"unglichen Beweis von $Takagi^{1)}$ , als auch f\"ur den neuerdings auf
ver\"anderter Grundlage gegebenen Beweis von $Chevalley^{\underline{o})}$ , bei dem letzteren
allerdil\mbox{\boldmath $\iota$}gs in. mehr versteckter Gestalt als bei dem ersteren.

Die in diese Beweise eingehenden Schl\"usse aus der Geschlechter-
theorie haben im wesentlichen abz\"ahlenden Charakter. Der einfache
begriffliche Kern der Theorie, die dort nur Hilfsmittel, nicht Selbstzweck
ist, tritt bei ihnen gar nicht hervor. Ist man einmal im Besitz der Haupt-
s\"atze der Klassenk\"oertheol, so l\"asst sich die Geschlechtertheorie ganz
einfach in durchsichtiger, rein begrifflicher Gestalt herausarbeiten. Das
soll in dieser kurzen Note f\"ur den klassischen Spezialfall der quadratischen
Zahlk\"orper geschehen.

Anlass zu dieser Note ist eine von Artin bemerkte Unrichtigkeit in
einer fruheren Arbeit von mir.a) Ich komme darauf am Schluss zur\"uck.

1. Sei $P$ der rationale Zahlk\"orper, $\Omega=P(\sqrt{d})$ ein quadratischer
Zahlk\"orper mit der Diskriminante $d$, und $K$ sein absoluter Klassenk\"oper im
engeren Sinne, d.h, der Gruppe $E$ aller Hauptdivisoren von $\Omega$ mit positiver
Norm zugeordnet. Nach der Klassenk\"orpertheorie ist $K$ der gr\"osste \"uber
$\Omega$ abelsche unverzweigte K\"orper. Wir fragen nach dem gr\"ossten sogar
uber $P$ abelschen, uber $\Omega$ unverzweigten K\"orper $\Gamma$ ; er heisse der Gcsck-
$lec1lt_{t}rk\ddot{o}rper$ von $\Omega$ .
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