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Sur une G\’en\’eralisation de la Coupure de Dedekind

Kinjiro KUNUGUI

1. En g\’en\’eralisant la notion de la coupure introduite par R. Dedekind,
M. MacNeille1) a donn\’e une $\ddagger\ddagger\iota\acute{e}thode$ d’obtenir une structure $comp1\grave{e}te^{\underline{o}}$

) \‘a

partir d’un ensemble quelconqu $e$ (partlellement) $ord^{\backslash -}onn\text{\’{e}}^{s)}$ M. MacNeille
a op\’er\’e comme il suit: \’etant donn\’e un sous-ensemble $A$ d’un ensemble
ordonn\’e $R$ quelconque, on d\’esigne par $A^{*}$ l’ensemble de tous les \’el\’ements

de $R$ qui sont des bornes sup\’erieures de $A$ . De m\^eme, on d\’esigne par
$A_{*}1’\tilde{e}nsemble$ de tous les \’el\’ements de $R$ qui sont des bornes inf\’erieures
de $A$ : Une paire des deux sous-ensembles $A_{1},$ $A_{2}$ de $R$ s’appelle une
coupure, si $\cdot$ l’on a, \‘a la fois,

$A_{1}=(A_{2})_{*}$ , $A_{2}=(A_{1})^{*}$

et cette coupure au sens de MacNeille sera $d\text{\’{e}} si\vec{g}$ n\’ee par $a=[A_{1}, A_{2}]$ .
L’ensemble de toutes les coupures, soit d\’esign\’e par $\mathfrak{R}$ , est ordonn\’e par la
d\’efinition suivante: on dit que deux coupures $a^{\prime}=[A_{I}^{\prime}, A_{2^{\prime}}],$ $a^{\prime\prime}=[A_{1}^{\prime\prime}. A_{2^{\prime\prime}}]$

satisfont \‘a la $re$ lation $a^{\prime}\leq a^{\prime\prime}$ lorsqu’on a $A_{1^{\prime}}\subseteq A_{1}^{\prime\prime}$ (et cela revient \‘a dire
qu’on a $A_{2}^{\prime}\supseteq A_{2}^{\prime\prime}$ ). Avec cette d\’efinition de la coupure et de l’ordre des
coupures, on voit facilement que l’ensemble $\mathfrak{R}$ est $\iota ine$ structure compl\‘ete.
D’autre part, pour tout \’el\’ement $a$ de $R$ , l’ensemble $A_{1}(a)$ de tous les
\’el\’ements $x$ de $R$ qui satisfont \‘a $x\leq a$ , et l’ensemble $A_{2}(a)$ de tous les
\’el\’ements $y$ de $R$ qui satisfont \‘a $y\geq a$ forment une coupure $[A_{1}(a), A_{2}(a)]$ .
Cette coupure peut \^etre consid\’er\’ee come identique \‘a l’\’el\’ement $a$ , et ainsi
l’ensemble $R$ sera contenu dans $\mathfrak{R}$ .

La notion de la coupure ainsi d\’efinie est une belle g\’en\’eralisation de
la coupure employ\’ee par R. Dedekind dans sa fameuse th\’eorie des nombres
irrationnels, et lorsqu’on l’applique \‘a l’ensemble de tous les nombres
rationnels, on obtient comme $\mathfrak{R}$ l’ensemble de tous les nombres l\’eels avec
deux infinis $\pm\infty$ .

$X$

2. Consid\’erons maintenant la notion de la continuit\’e au sens d’ordre.
Pour cela, introduisons d’abord deux notions: la densit\’e et la lacune. Un
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