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Invariants de Hasse–Witt des Réductions de
Certaines Variétés Symplectiques Irréductibles

Stéphane Druel

1. Introduction

On définit l’invariant de Hasse–Witt d’une variété algébrique X projective et lisse
sur un corps parfait de caractéristique > 0 comme le rang stable du Frobenius
absolu agissant sur Hdim(X)(X, OX). On étudie dans cette note la question suiv-
ante (voir [BoZ; MuSr, Conj. 1.1]).

Conjecture 1. Soient K un corps de nombres et OK l’anneau des entiers de K.

Soit X une K-variété projective lisse. Soient f : X → Spec(OK) un modèle en-
tier de X et V un ensemble fini de places non archimédiennes de K tel que f soit
lisse au-dessus de l’ouvert Spec(OK [V−1]) de Spec(OK). Il existe alors un ensem-
ble � de places finies de K de densité > 0 tel que pour tout v ∈� \ V l’invariant
de Hasse–Witt de Xv soit maximal.

On étudie le cas a priori le plus simple : on suppose det(
1
X) � OX. On sait,

d’après le théorème de décomposition de Bogomolov (voir [B, Thm. 1]), que toute
variété (lisse) complexe compacte Kählérienne avec c1(X) = 0 ∈ HdR(X, C) est
à un revêtement étale fini et à un isomorphisme près un produit T ×∏

i∈I Yi ×∏
j∈J Zj où

• T est un tore complexe,
• Yi est une variété de Calabi–Yau, c’est-à-dire, Yi est projective, simplement

connexe (de dimension ≥ 3) et H0(Yi,
•Yi ) = C ⊕ Cωi où ωi est une forme
différentielle de degré dim(Yi) partout non nulle,

• Zj est symplectique irréductible, c’est-à-dire, Zj est simplement connexe et
H0(Zj ,
•Zj ) = C[ϕj ] où ϕj est une 2-forme partout non dégénérée.

On a très peu d’exemples de variétés symplectiques irréductibles. Beauville a
constuit deux familles de variétés symplectiques (irréductibles) de dimension 2m
(pour tout entier m ≥ 1) : l’une est (à déformation près) le schéma de Hilbert “des
points” S [m] d’une surface K3 S [B, Thm. 3] et l’autre est (à nouveau à déforma-
tion près) la varitété de Kummer généralisée Km(A) d’une surface abélienne A qui
par définition est la fibre au-dessus de 0 du morphisme d’Albanese de A[m+1] [B,
Thm. 4]. O’Grady a construit deux autres familles d’exemples : l’une une famille
de variétés de dimension 10 [O’G1] et deuxième nombre de Betti égal à 24 [Rap]
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