UBER PRODUKTE VON NILPOTENTEN GRUPPEN
G. A. Miller zum Gedachtnis
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1. Ubersicht
Ein bekannter Satz von P. HaLL [2, p. 198; 3, p. 319] besagt:

Eine endliche Gruppe ist genaw dann auflosbar, wenn sie sich als das Produlkt
von paarweise vertauschbaren Untergruppen von Primzahlpotenzordnung dar-
stellen laft.

Dieser Satz ist deswegen von Bedeutung, weil er einen engen Zusammen-
hang zwischen der Normalstruktur und der arithmetischen Struktur herstellt.
Die beiden in ihm enthaltenen Aussagen liegen verschieden tief. Der Nach-
weis, daf} die Bedingung hinreicht, ist weit schwieriger als der der Notwendig-
keit. Daher erscheint jede Abschwiichung der hinreichenden Bedingung von
Interesse. In dieser Richtung beweisen wir:

Satz 1. Die endliche Gruppe G sei das Produkt von nilpotenten Untergrup-
pen Gy, - -+ , Gy, von denen je zwet als Ganze vertauschbar sind und teslerfremde
Ordnungen haben. Dann ist G auflosbar.

Den Beweis brauchen wir nur fiir r = 2 zu fithren; denn es ist bekannt,
dafBl das Produkt von mehreren paarweise vertauschbaren nilpotenten end-
lichen Gruppen genau dann auflosbar ist, wenn alle Produkte von je zweien
dieser Gruppen auflésbar sind [5, p. 1]. Wir beweisen den Satz fiir r = 2
in einer erweiterten Fassung:

SaTz 2. Es set G = AB; darin seten A, B nilpotente Untergruppen von G,
deren Ordnungen | A |, | B | teilerfremd sind. Dann ist G auflésbar; und wenn
P, Q Sylowgruppen von G sind, derart daf§ | P | ein Teiler von | A |, | Q| ein
Teiler von | B| st, so ist PQ = QP.

Die Voraussetzung @ = AB kann durch |G| = | A |-| B | ersetzt werden,
da A und B wegen der Teilerfremdheit der Ordnungen nur das Einselement 1
gemeinsam haben.

Es erscheint schwierig, die Voraussetzung der Nilpotenz noch weiter ab-
zuschwiichen. Keinesfalls geniigt es fiir die Auflosbarkeit von AB, wenn A
nilpotent und B iiberauflosbar ist; das sieht man aus der Zerlegung der Iko-
saedergruppe in Faktoren der Ordnungen 5 und 12.

Offen bleibt die interessante Frage, ob man die Voraussetzung der Teiler-
fremdheit weglassen kann.
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