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SPECTRE CONJOINT D'OPERATEURS
PSEUDO-DIFFERENTIELS QUI COMMUTENT

I. LE CAS NON INTÉGRABLE

YVES COLIN DE VERDIÈRE

Soit X une variété compacte de dimension d, munie d'une forme volume dx .
On se donne sur X k opérateurs pseudo-différentiels d'ordre l, P 1 , P2 , . . . , Pk
auto-adjoints, tels que ~k-1 P~2 = Q soit elliptique et qui commutent entre eux :
Vi,j, [Pi , P~] = O. On peut alors définir le spectre joint comme le sous-ensemble
(avec multiplicité) A de R!" des A« _ (X , . . . , A«) où q « est une base
orthonormée de L2(X, dx) telle que P,p« _ «9~« • Le but de cet article est
d'étudier quelques propriétés de l'ensemble discret A . On désignera par
p = (p 1 , . . . 'p,3, p E C o°(T*X, 'R!'), le symbole principal joint des P, et par la
forme volume canonique = dx 1 n n d d sur T * X . (Si E est un espace
vectoriel (ou un f ibré vectoriel) on pose E = E \{0} .)

Remarque 0 .1 . Si P 1 , . . . , Pk ne sont pas tous du même ordre et d'ordre non
nul, on s'y ramène : si m, sont les ordres des P~ et M le p .p .c.m. des m., on pose

et

Q-Pin'+ . . . +Pknk avec n; - M/m~

ml -1
Qi = Q -«'p avec a; =	2 M

Exemples . (0 .2) Si X est une variété riemannienne compacte, G un groupe de
Lie opérant par isométries sur X, chaque élément Y de l'algèbre de Lie de G
définit de manière évidente un champ de vecteur sur X qui commute avec le
laplacien. Si on peut trouver dans l'algèbre de Lie de G, l vecteurs indépendants
commutant 2 à 2, on peut étudier le spectre joint des l champs de vecteurs et du
laplacien sur X ; dans d'autres cas, on peut aussi introduire l'opérateur de
Casimir F qui commute avec le laplacien sur X . Cette situation est tout à fait
usuelle en mécanique quantique avec G = SO(3) par exemple .

(0 .3) X = K\G/H est un espace localement symétrique compact de rang k;
on sait que l'algèbre des opérateurs différentiels invariants par G est de rang k,
et contient le laplacien; on peut étudier le spectre conjoint de ces opérateurs ;
dans le cas où la courbure est <0, on peut obtenir des formules de traces
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