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R e m a r q u e s  sur les groupes  ab~liens infinis admettant  

une  base finie 

Par TRYGVE NAGELL 

1. Nous d6signerons par  A ,  B et C des 616ments de groupes ab6liens infinis, 
par  a, b, c, d, [, g, u et v des nombres entiers rationnels et par  i, ~, m, q, r 
et  s des nombres  naturels. I t  faut  d ' abord  pr6ciser certaines notions, ~ propos 
des groupes ab6liens infinis, que nous allons employer.  Rappelons aussi de quel- 
ques fairs simples au sujet de ces groupes. 

Soit O un groupe ab6lien infini. La  composition des 6ldments dans O sera 
d6sign6e par  le symbole d 'addi t ion + .  Supposons qu'il existe dans G un nombre  
fini d'616ments A1, A s . . . . .  As tels qu 'un  616ment queleonque C clans G peut  
6tre g6n6r6 de la mani6re suivante 

C = c l  A 1 + c , A ,  + ... +csAs ,  

c 1, c~ . . . . .  c, dtant  des nombres entiers rationnels. Alors le syst~me AI ,  A 2 . . . . .  A ,  
sera appel4 un syst~me gdndrateur de G, et nous d~signerons le groupe par  
G (A1, A s . . . . .  A,). Ce syst~me s'appelle une base du groupe quand  le n o m b r e s  
a sa valeur minimum. Alors il est bien connu que tou t  sous-groupe de G admet  
aussi une base finie; voir  p. ex. [1] 1, p. 39-41. Nous  allons, entre autres, donner  
une precision de ce rdsultat. 

Pour  simplifier nous consid~rons seulement les gToupes abdliens purs (on dit  
aussi: sans torsion). Ainsi t o u s l e s  dl4ments sont d 'ordre  infini, except~ l 'dldment- 
unit~. Les ~l~ments A l, A 2 . . . . .  Am du groupe pur  G (distincts de l'~ldment- 
unit~) sont  dits inddpendants entre eux quand la relation 

al A 1 + a ,  A2 + . . .  + a m A m = O  

ne peut  subsister que pour a 1 = a 2 = ... = a m = 0; dans le cas contraire ceux-ci sent  
dits ddpendants entre eux. Rappelons  aussi les faits suivants: Pour  que le syst6me 
gdndrateur A1, A 2 . . . .  , Ar de G constitue une base de G il faut  et il suffit que 
les fildments A1, A 2 . . . . .  Ar soient ind~pendants. Le nombre  d'dldments dans 
une base sera appel6 le rang de G. Le rang est le nombre  max imum d'dldments 
inddpendants.  Si r e s t  le rang le systbme gdndrateur A1, A s . . . . .  Ar est une base. 
Pour  les ddmonstrat ions nous renvoyons ~ [2], [3] ou [4]. 

1 Les  n u m ~ r o s  f i gu ran t  en t r e  c roche t s  r e n v o i e n t / t  l ' I n d e x  b ib l iograph ique  plac6 k la f in  de 
ce t t e  note .  
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